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แผนบริหารการสอนประจําวิชา 
 

รหัสวิชา 4094403 
รายวิชา การวิเคราะหเชิงเวกเตอร          3(3-0-6) หนวยกิต 

Vector Analysis  
 

คําอธิบายรายวิชา 
พีชคณิตของเวกเตอร  อนุพันธของเวกเตอร  ปริพันธของเวกเตอร  พิกัดเชิงเสนโคง  และ

การวิเคราะหเทนเซอร  
 

วัตถุประสงคทั่วไป 
1. เพ่ือใหนักศึกษามีความรูความเขาใจในถึงพีชคณิตของเวกเตอร ใน 2 มิติ และ 3 มิต 
2. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาอนุพันธของเวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาปริพันธของเวกเตอร ได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาพิกัดเชิงเสนโคงได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถวิเคราะหเทนเซอรได 

 

เนื้อหาวิชา 
   

บทท่ี 1 เวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 1.1 ปริมาณเวกเตอร  
 1.2 เวกเตอรในระนาบ  
 1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ  
 1.4 เวกเตอรฐานในระนาบ  
 1.5 การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj

 

  

 1.6 มุมระหวางเวกเตอรกับแกน X   
 1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  
 1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  
 1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิติ  
 1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ   
 1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ   
 1.12 สรุป  
 แบบฝกหัด  
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 2 ผลคูณของเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร  
 2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก  
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 2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร  
 2.4 ภาพฉายของเวกเตอร  
 2.5 การประยุกตเวกเตอรในระนาบ  
 2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร  
 2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  
 2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต  
 2.9 ทอรก  
 2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร  
 2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต  
 2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร  
 2.13 สรุป  
 แบบฝกหัด 2  
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 3 ฟงกชันคาเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร.  
 3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง  
 3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก.  
 3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ  
 3.9 ความโคงของเสนโคง  
 3.10 เวกเตอรแนวฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด  
 3.11 การบิด.  
 3.12 สรุป  
 แบบฝกหัด   
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 4 เวกเตอรเชิงอนุพันธสําหรับพ้ืนผิว 9 ชั่วโมง 
 4.1 อนุพันธระบุทิศทาง.  
 4.2 เวกเตอรเกรเดียนต  
 4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว  
 4.4 สนามเวกเตอร และเสนกระแส  
 4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร  
 4.6 สรุป  
 แบบฝกหัด 4   
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 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 5 ปริพันธเชิงเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง  
 5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร  
 5.3 งาน  
 5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี  
 5.5 ทฤษฎีบทของกรีน  
 5.6 สมการเวกเตอรของผิว  
 5.7 การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง  
 5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
 5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส  
 5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส  
 5.11 สรุป  
 แบบฝกหัด 5   
 เอกสารอางอิง  

 
วิธีสอนและกิจกรรม 

1. ศึกษาเอกสารคําสอนการสิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย ซักถาม ทอลองและ การสาธิตประกอบการสอนดวย Power 

point 
3. แบงกลุมอภิปราย ชวยกันสรุปบทเรียน 
4. ใชโปรแกรมสําเร็จรูป GPS (the geometer’s sketchpad) ในการวาดกราฟ 
5. ฝกทําใบงานและแบบฝกหัดทายบทเรียนแตละบทในชั้นเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนกรบาน 
7. ผูสอนสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติมและมอบหายงาใหผลิตเปนชิ้นงาน การเรียนรูเชิงผลิต

ภาพ  (Productivity Learning)  
 

ส่ือการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. ใบงาน 
4. เครื่อง LCD และคอมพิวเตอร 
5. โปรแกรมสําเร็จรูป GPS  
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การวัดผลและการประเมินผล 
1. การวัดผล 

1.1 คะแนนระหวางภาคเรียน รวม 60% 
1.1.1 คะแนนเขาชั้นเรียน 10 % 
1.1.2 คะแนนสอบกลางภาค 30 % 
1.1.3 คะแนนการตอบปญหาและการแสดงความคิดเห็นในชั้นเรียน 5 % 
1.1.4 คะแนนการมีสวนรวมในชั้นเรียน 5 % 
1.1.5 คะแนนแบบฝกหัดและชิ้นงาน Productivity Learning 10 % 

1.2 คะแนนสอบปลายภาค 40% 
 

2. การประเมินผล 
คะแนนระหวาง 80 – 100  ไดระดับคะแนน A 
คะแนนระหวาง 75 – 79  ไดระดับคะแนน B+ 
คะแนนระหวาง 70 – 74  ไดระดับคะแนน B 
คะแนนระหวาง 65 – 69  ไดระดับคะแนน C+ 
คะแนนระหวาง 60 – 64  ไดระดับคะแนน C 
คะแนนระหวาง 55 – 59  ไดระดับคะแนน D+ 
คะแนนระหวาง 50 – 54  ไดระดับคะแนน D 
คะแนนระหวาง   0 – 49  ไดระดับคะแนน F 
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

1.1 ปริมาณเวกเตอร 
1.2 เวกเตอรในระนาบ 
1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 
1.4 เวกเตอรฐานในระนาบ 
1.5 การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj

 

 
1.6 มุมระหวางเวกเตอรกับแกน X  
1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิติ 
1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ  
1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ  
1.12 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจ เก่ียวกับปริมาณเวกเตอรและปริมาณสเกลาร 
2. เพ่ือใหนักศึกษามีความรูความเขาใจเก่ียวกับเวกเตอรในระนาบ ปริภูมิสามมิติ และ

ปริภูมิ n  มิต ิ
3. เพ่ือใหนักศึกษามีความเขาใจและสามารถหาคาการดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 

ปริภูมิสามมิต ิและปริภูมิ n  มิตไิด 
4. เพ่ือใหนักศึกษามีความเขาใจและสามารถหาคาการดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป 

ai bj
 

ได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาคามุมระหวางเวกเตอรกับแกน X ได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 
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สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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 บทท่ี 1 
เวกเตอร 

 
  

 บทนี้จะกลาวถึงปริมาณเวกเตอร เวกเตอรในระนาบ เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ เวกเตอรใน
ปริภูมิ n มิติ และการดําเนินการของเวกเตอร ซ่ึงเปนพ้ืนฐานในการศึกษาเวกเตอรตอไป 
 

1.1 ปริมาณเวกเตอร 
 

นิยาม 1.1.1 ขนาด (magnitude) ของเวกเตอร คือ ความยาวของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.1.2 ปริมาณสเกลาร (scalar quantity) คือ ปริมาณท่ีมีแตขนาดไมมีทิศทาง  โดยใชจํานวน 
กับหนวยของสิ่งท่ีวัดเปนตัวบงบอก  
เชน ความสูง 175 เมตร น้ําหนัก 63 กิโลกรัม เปนตน 

 

นิยาม 1.1.3 ปริมาณเวกเตอร (vectors quantity) คือ ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง  
เชน ความเร็ว ความเรง  เปนตน 

 
ในการศึกษาเวกเตอรจะใชสวนของเสนตรงมีลูกศรกํากับแทนเวกเตอร โดยมีความยาวของ

สวนของเสนตรงแทนขนาดและ ลูกศรแสดงทิศทางของเวกเตอร  

เวกเตอรจากจุด A  ไปจุด B  ใชสัญลักษณแทนดวย AB


 เรียก A  วาจุดเริ่มตน (initial 

point) เรียก B  วาจุดสิ้นสุด (terminal point) ของเวกเตอร AB


 และขนาดของ AB


 แทนดวย 

AB


 ดังภาพท่ี 1.1.1 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.1.1 เวกเตอร AB


 
 

 ในกรณีท่ีไมตองการระบุจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดในการเรียกเวกเตอรอาจเขียนแทนเวกเตอร
ดวยตัวอักษรซ่ึงมีลูกศรกํากับ เชน , ,u v w  

 เปนตน 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.1.2 เวกเตอร u  
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1.2 เวกเตอรในระนาบ 
 

 สําหรับเวกเตอร u  ใด ๆ ในระนาบท่ีมี X  และ Y  เปนแกนพิกัด แทนเวกเตอร u  ดวย
สวนของเสนตรง ถาจุดเริ่มตนของเวกเตอร u  อยูท่ีจุด  1 1 1,P x y  และ จุดสิ้นสุดอยูท่ี  2 2 2,P x y  

จะไดว าจุดปลายของเวกเตอร  u  มี พิ กัด    2 1 2 1, ,a b x x y y    ดั งนั้น เวกเตอร  u              

ใชสัญลักษณแทนดวย          2 1 2 1, ,u a b x x y y   


 ดังภาพท่ี 1.2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.2.1 เวกเตอร    2 1 2 1, ,u a b x x y y   



 

 
 เซตของเวกเตอรท้ังหมดในระนาบ XY  แทนดวยคูอันดับ  ,a b  เรียกวา ปริภูมิเวกเตอร

สองมิติ (two dimensional vector space) 
 
ตัวอยาง 1.2.1 กําหนดจุด    1 22, 4 , 1,7P P และ  3 2, 3P    เปนจุดสามจุดในระนาบ XY      

จงวาดรูปเวกเตอร 1 2 1 3,PP PP
 

 และ 2 3P P


 
 
 

วิธีทํา  

      
      
      
 
      
      
 
 
ขนาดของเวกเตอร ใหเวกเตอร  ,u a b



 ขนาดของ u  ใชสัญลักษณแทนดวย u  กําหนดโดย   
2 2u a b 
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ตัวอยาง 1.2.2 กําหนดเวกเตอร  3,4u 


 จงหาขนาดของ u  
 

วิธีทํา   2 23, 4 3 4 5u    


 

 
เวกเตอรศูนย คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเปนศูนย ไมมีทิศทาง หรือมีทิศทางไปทุกทิศทุกทาง ใชสัญลักษณ

แทนดวย 0


 เชน  0 0,0


 

 
1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 
 

การเทากันของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.1 เวกเตอรสองเวกเตอรจะเทากัน ก็ตอเม่ือ เวกเตอรท้ังสองมีขนาดเทากัน และมีทิศทาง
เดียวกัน  

 

 สําหรับเวกเตอร  ,a b  จะเทากับเวกเตอร  ,c d  ใชสัญลักษณแทนดวย    , ,a b c d  

ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  
 
ตัวอยาง 1.3.1 กําหนดเวกเตอร u  มีจุดเริ่มตนท่ี  1,2A  จุดสิ้นสุดท่ี  4,6B  และเวกเตอร v       

มีจุดเริ่มตนท่ี  4,3C  จุดสิ้นสุดท่ี  7,7D  ดังภาพ จงพิจารณาวาเวกเตอรท้ังสอง

เทากันหรือไม 
 

 
 

วิธีทํา  พิจารณาเวกเตอร    4 1,6 2 3,4u    


 

 และ     เวกเตอร    7 4,7 3 3,4v    


 

จึงไดวา เวกเตอร u เทากับเวกเตอร v  
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ตัวอยาง 1.3.2 ให  2 , 16u x 


 และ  10,4v y


 เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ ถา u v
 

     

จงหา x และ y  
 

วิธีทํา   จาก               u v
 

 
                  2 , 16 10,4x y   

 จะไดวา                  2 10x      ............ 1  

 และ             4 16y        ............ 2  

 จากสมการ  1 ;   5x   และ สมการ  2 ;  4y   

ดังนั้น ถา u v
 

 ทําให 5x   และ 4y   
 
นิยาม 1.3.2 ลบของเวกเตอร u  คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ u  และมีทิศทางตรงขามกับ u          

ใชสัญลักษณแทนดวย u   
 

 สําหรับ  ,u a b


จึงได     , ,u a b a b    


 
 

  
 

ภาพท่ี 1.3.1 เวกเตอร u และ u


 
 
ตัวอยาง 1.3.3 จงหาลบของเวกเตอร    4,5 , 3,2  และ  5, 9   
 

วิธีทํา  ลบของเวกเตอร  4,5  คือ  4, 5   

 ลบของเวกเตอร  3,2  คือ  3, 2  

 ลบของเวกเตอร  5, 9   คือ  5,9  
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ผลบวกของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ผลบวกของ u กับ v  ใชสัญลักษณแทนดวย u v
 

 
หมายถึง เวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตน คือจุดเริ่มตนของ u และจุดสิ้นสุด คือจุดสิ้นสุดของ v  
ภายหลังจากท่ีวาง v  ใหจุดเริ่มตนของ v  ทับจุดสิ้นสุดของ u   

 

สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 และ เวกเตอร  ,v c d


 ผลบวกของ u  กับ v  กําหนดโดย 

     , , ,u v a b c d a c b d     
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.3.2 u v
 

 
 

 จากภาพท่ี 1.3.2 พบวาผลบวกท่ีกําหนดนี้จะสอดคลองนิยาม ซ่ึงเปนการนําสวนของ
เสนตรงมาตอกันดังภาพ เม่ือจุดเริ่มตนของ v  อยู ท่ี พิกัด  ,a b จุดสิ้นสุดของ v  จะมีพิกัด 

 ,a c b d   ดังนั้นเวกเตอรผลบวกระหวาง u  และ v  คือ  ,u v a c b d   
 

 

 
ตัวอยาง 1.3.4 กําหนด  4,5u 



 และ  3, 4v  


 จงหา u v
 

 
 

วิธีทํา                         4,5 3, 4u v   
 

 

    
 
 
4 3,5 4

7,1

  


 

ดังนั้น  7,1u v 
 

 

 
สมบัติการบวกเวกเตอร สําหรับ    , , ,a b c d  และ  ,e f เปนเวกเตอรใด ๆ ในระนาบ 

1. การเปลี่ยนกลุม ;            , , , , , ,a b c d e f a b c d e f            

2. การสลับท่ี ;        , , , ,a b c d c d a b    

3. มีเอกลักษณของการบวก ;      , 0,0 ,a b a b   

4. มีตัวผกผันของการบวก สําหรับเวกเตอร  ,a b  ใด ๆ จะมีเวกเตอร  ,a b   โดยท่ี 

     , , 0,0a b a b     
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ตัวอยาง 1.3.5 กําหนดให    3,4 , 4, 1u v   
 

 และ  2, 2w 


 จงหา 

1.  u v w 
  

 

2.  u v w 
  

 

3. u v
 

 

4. v u
 

 

5. 0u 




 
6.  v v 
 

 
 

วิธีทํา 1.                 3,4 4, 1 2, 2u v w          
    

    

    
   

  
 

3 4,4 1 2, 2

1,3 2, 2

1 2 ,3 2

1,5

      

  

   

 

 

ดังนั้น    1,5u v w   
  

 

 
2.                          3,4 4, 1 2, 2u v w          

    

    

    
   
 
 

3,4 4 2 , 1 2

3,4 2,1

3 2,4 1

1,5

      

  

   

 

 

ดังนั้น    1,5u v w   
  

 

 
3.                              3,4 4, 1u v    

 

 

    
  

 

3 4,4 1

1,3

    


 

ดังนั้น  1,3u v 
 

 

 
4.                              4, 1 3,4v u    

 

 

    
    

 

4 3 , 1 4

1,3

    


 

ดังนั้น  1,3v u 
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5.                              0 3,4 0,0u    




 

     3 0,4 0     

     3,4
u

 




 

ดังนั้น 0u u 


 

 
 

6.                            4, 1 4,1v v     
 

 

      4 4 , 1 1      

    
 0,0

0






 

ดังนั้น   0v v  


 

 
 

จากตัวอยาง 1.4.2  ขอ 1. และขอ 2. สนับสนุนสมบัติการเปลี่ยนกลุม 
     ขอ 3. และขอ 4. สนับสนุนสมบัติการสลับท่ี 
     ขอ 5. สนับสนุนสมบัติการมีอกลักษณของการบวก 
     ขอ 6. สนับสนุนสมบัติการมีตัวผกผันของการบวก 
 

การลบเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.4 กําหนดใหเวกเตอร u และ v  การลบเวกเตอร u  ดวยเวกเตอร v  ใชสัญลักษณแทน
ดวย u v

 

 คือ การบวกระหวางเวกเตอร u  ดวยลบของเวกเตอร v  โดยท่ี 
 u v u v   

   

 

 สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 และ  ,v c d


 พิจารณา u v
 

 

                      u v u v   
   

 

    
   
 

, ,

,

a b c d

a c b d

   

  
 

 

ตัวอยาง 1.3.6 กําหนดให  3,4u  


 และ  2,2v  


 จงหา u v
 

 
 

วิธีทํา       u v u v   
   

 

    

   
  

 

3,4 2, 2

3 2,4 2

1,2

   

    

 

 

ดังนั้น  1,2u v  
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การคูณเวกเตอรดวยของสเกลาร  
 

นิยาม 1.3.5 ให u  เปนเวกเตอร และ x  เปนสเลารใด ๆ ผลคูณของเวกเตอร u  กับเกลาร x         
ใชสัญลักษณแทนดวย xu  คือเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ x u  และมีทิศทางเดียวกับ 

u  ถา 0x  และมีทิศทางตรงขามกับ u  ถา 0x   
 

สําหรับผลคูณของ เวกเตอร  ,u a b


 กับ สเกลาร x  กําหนดโดย  ,xu xa xb


 
 
  

ตัวอยาง 1.3.7 กําหนดให  3,4u  


 และ  2,2v  


 จงหา 

1. 2u  และ 2u  

2. 3v


และ 3v


 
 

วิธีทํา  1.        2 2 3,4 6,8u    


 

            2 22 6,8 6 8 36 64 100 10u         


 

ดังนั้น  2 6,8u  


 และ 2 10u 


 

 2.    3 3 2,2 6, 6v    


 

      .         223 6, 6 6 6 36 36 72v        


 

ดังนั้น  3 6, 6v  


 และ 3 72v 


 

 
สมบัติการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให k และ l  เปนสเกลารใด ๆ 

1. การเปลี่ยนกลุม ;       , ,k l a b kl a b  

2. การแจกแจง;        , , , ,k a b c d k a b k c d      

                           , , ,k l a b k a b l a b    
 

เวกเตอรหนึ่งหนวย  
 

นิยาม 1.3.6 เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย เรียกวา เวกเตอรหนึ่งหนวย (unit vector)  ถากําหนด
เวกเตอร v  ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย สามารถหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  

ไดคือ 
1u v
v


 



 จะไดวา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวย 

 

 สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว เวกเตอรหนึ่งหนวยใน

ทิศทางของ u  คือ 
2 2 2 2

1 ,a bu
u a b a b
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ตัวอยาง 1.3.8 กําหนดให  3,4u  


 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  
 

วิธีทํา เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  คือ 
 
 

3,4 3 4,
5 53,4

      
 

 

 เวกเตอรท่ีมีขนาด k  หนวยและ มีทิศทางเดียวกับเวกเตอร w  คือ 
k w
w




 

 ถามี u และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย จากนิยาม 1.3.6 ถา u kv
 

 แลว
เวกเตอร u จะขนานกับเวกเตอร v  ในทางกลับกัน ถา u ขนานกับ v สามารถหา  สเกลาร k  ซ่ึง
ทําให u kv

 

 ไดซ่ึงสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทดังนี้ 
 
ทฤษฎีบท 1.3.1 ให u และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย u  ขนานกับ v  ก็ตอเม่ือมี 

สเกลาร k  ซ่ึงไมเทากับศูนยซ่ึงทําให u kv
 

  
 
ทฤษฎีบท 1.3.2 ให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ถามีสเกลาร a  และ b  ซ่ึง ทําให 

0au bv 


 

 แลว จะไดวา 0a   และ 0b   หรือเวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร 

v  
 

พิสูจน  สําหรับเวกเตอร u  และเวกเตอร v  ไมใชเวกเตอรศูนย a  และ b เปนสเกลารใด ๆ 
 ให 0au bv 



 

 
 ถา 0a    

 จะไดวา  
bu v

a
     

 

 ให 
bc

a


  สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 

 ดังนั้น   u cv
 

  
 นั่นคือ เวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร v  
 ถา 0a    

 จะได 0bv 




 แต v  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย 
 ดังนั้น 0b   

นั่นคือ ถา 0au bv 


 

 แลว จะไดวา 0a   และ 0b   หรือเวกเตอร u  ขนานกับเวกเตอร v  
 
ทฤษฎีบท 1.3.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมขนานกัน ถา au bv cu dv  

   

 แลวจะไดวา 
a c  และ b d  

 

พิสูจน   จาก                         au bv cu dv  
   

  
 จัดสมการใหมได     0a c u b d v   

 

  

 ถา u  และ v  ไมขนานกันจะได 0a c   และ 0b d    
ดังนั้น ถา au bv cu dv  

   

 แลว a c  และ b d  
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ทฤษฎีบท 1.3.4 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรสามเวกเตอร จะอยูในระนาบเดียวกันก็ตอเม่ือ        

มีสเกลาร ,a b  และ c  บางตัวท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 

พิสูจน  สมมติวา ,u v   และ w  เปนเวกเตอรจะอยูในระนาบเดียวกัน 
  ถามีเวกเตอรใดเวกเตอรหนึ่งเปนศูนย 

 สมมติวา 0u 




 ให 0a  และ 0, 0b c   จะไดวา 0au bv cw  


  

 
 ถามีสองเวกเตอรท่ีไมเปนศูนยขนานกัน สมมติวา u  ขนานกับ v  จะไดวา มีจํานวนจริง a  
ท่ีไมเปนศูนย ท่ีทําให au v

 

 ให 1, 0b c   จะได   0 0au bv cw v v w      


     

 

 ถาท้ังสามเวกเตอรไมมีคูใดขนานกัน สรางสามเหลี่ยม ABC  โดยใหดาน AB  ขนานกับ
เวกเตอร u  ดาน BC  ขนานกับเวกเตอร v  และดาน AC  ขนานกับเวกเตอร w  
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.3.3 ,au bv 

 และ cw  
 

 จะไดวามีสเกลาร ,a b  และ c  ท่ีไมเปนศูนย  

 ท่ีทําให ,AB au BC bv 
 

 

 และ CA cw




 

 และจากภาพท่ี 1.7 จะได 0AB BC CA  
  



 

ดังนั้น จะได 0au bv cw  


  

 
  ให สเกลาร ,a b และ c  บางจํานวนไมเปนศูนย 

 ท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 สมมติวา 0c   

 จึงได a bw u v
c c

               
  

 

 จะไดวา w  อยูในระนาบเดียวกันกับ u  และ v  
ดังนั้น สําหรับ ,u v   และ w  เปนเวกเตอรจะอยูในระนาบเดียวกันก็ตอเม่ือ มีสเกลาร ,a b  และ c  

บางตัวท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 
บทแทรก 1.3.1 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรท่ีอยูในระนาบเดียวกัน ถา u  กับ v  ไมขนานกัน  

แลว จะมีสเกลาร a  และ b  ท่ีทําให w au bv 
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ตัวอยาง 1.3.9 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไม เปนเวกเตอรศูนย และ 5 3 2u v u v  
   

         
จงแสดงวา u และ v  ขนานกัน 

 

วิธีทํา จาก             5 3 2u v u v  
   

 

      5 2 3u u v v  
   

 
             3 4u v

 

 

              
4
3

u v
 

  

จากทฤษฎีบท 1.1 ทําให u และ v  ขนานกัน 
ดังนั้น u และ v  ขนานกัน 
 
เวกเตอรอิสระเชิงเสน ให 1 2, ,..., nu u u  

 เปนเวกเตอร จะกลาววาเปนอิสระเชิงเสน ถาไมมีสเกลาร 

1 2, ,..., na a a  ใด ๆ ท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 1 1 2 2 ... 0n na u a u a u   


  

 
 

 จะพบวา เวกเตอรสองเวกเตอรใด ๆ จะเปนอิสระเชิงเสนตอกัน ก็ตอเม่ือเวกเตอรนั้นไม
ขนานกัน และ เวกเตอรสามเวกเตอรจะเปนอิสระเชิงเสนตอกันก็ตอเม่ือ สามเวกเตอรนั้นไมอยูใน
ระนาบเดียวกัน  
 

1.4 เวกเตอรฐาน  

 

 เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานท่ีมีทิศทางเดียวกับแกน X  ใชสัญลักษณแทนดวย i


 โดยท่ี 
 1,0i 



 และเวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานท่ีมีทิศทางเดียวกับแกน Y  ใชสัญลักษณแทนดวย j


 

โดยท่ี  0,1j 


 ดังภาพท่ี 1.4.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.4.1 เวกเตอรหนึ่งหนวย i


และ j
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 ใหเวกเตอร  ,u a b


 สามารถเขียนในรูปผลรวมของเวกเตอร i


 และ j


 ไดดังนี้ 

                        ,u a b


 

         
  

   
   
,0 0,

1,0 0,1

a b

a b

ai bj

 

 

 
 

 

 เรียก เวกเตอร u วาเปนผลรวมเชิงเสนของ i


 และ j


 โดยท่ี a  เปนสเกลารในแนวแกน

X  และ b  เปนสเกลารในแนวแกน Y  ดังภาพท่ี 1.4.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.4.2 เวกเตอร u  ท่ีอยูในรูปผลรวมเชิงเสนของ i


 และ j


 
 

 กลาววาเซตของเวกเตอร  ,B i j
 

 เปนฐานของปริภูมิเวกเตอรสองมิติ ให u  และ v  

เปนเวกเตอรท่ีเปนอิสระเชิงเสน (ไมขนานกัน) ในปริภูมิสองมิติ เวกเตอร w  ในระนาบเดียวกันกับ u  
และ v  จะสามารถเขียนอยูในรูป w au bv 

  

 ได ซ่ึงกลาววาเซต  ,u v   เปนฐานของปริภูมิสอง

มิติดวย และกลาววา w  มีพิกัดเปน a  และ b  เม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 และเขียนสัญลักษณ

วา   B
B

a
w

b
 
    



 ในกรณีท่ีฐาน  ,B i j
 

 เปนเวกเตอรหนึ่ งหนวยในแนวแกนพิกัด คือ 

 ,
a

a b ai bj
b
              

 

  

จึงไดวา สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 สามารถใชสัญลักษณแทนดวย  

 ,
a

u a b ai bj
b
 
       

 



 ตามความเหมาะสม 
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ตัวอยาง 1.4.1 ให    2,3 , 1, 1u v    
 

 และ  0, 5w 


 จงหาพิกัดของ w  เม่ือเทียบ

กับฐาน  ,S i j
 

 และเม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 
 

วิธีทํา เนื่องจาก     0, 5 0 5w i j    
 



 

ดังนั้น พิกัดของ w  เม่ือเทียบกับฐาน  ,S i j
 

 คือ  
0
5

w
 
    



 

พิจารณา        w au bv 
  

 
                                       0, 5 2,3 1, 1a b       

                 0, 5 2 ,3 ,a a b b       

                                     0, 5 2 ,3a b a b      

ไดระบบสมการ         2 0a b          ............ 1  

             3 5a b     ............ 2  

แกสมการได 1a   และ 2b   
จะได    1 2 2w u v u v    

    

 

ดังนั้น พิกัดของ w  เม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 คือ  
1

2 B

w
 
    



 

 

1.5 การดําเนินการของเวกเตอรที่อยูในรูป ai bj
 

 
 

 ให เวกเตอร ,u ai bj v ci dj   
   

  และ x  เปนสเกลารใด ๆ การดําเนินการของ

เวกเตอรจะมีสมบัติเชนเดียวกับเวกเตอรท่ีอยูในรูปคูอันดับ  ,a b  ทุกประการดังนี้ 
 

การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ a d  และ b c  
ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 



 

การบวกเวกเตอร    u v a c i b d j    
 

 

 

เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  
   xu xa i xb j 

 

  

เวกเตอรลบ  เวกเตอรลบของ u  คือ u ai bj  
 

  
การลบเวกเตอร      u v a c i b c j    
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ตัวอยาง  1.5.1 ให  2 3u i j 
 

  และ 6 5v i j 
 



 เปน เวกเตอร ใด ๆ ในระนาบ  จงหา 
,u v u v 

   

 และ 5u  
 

วิธีทํา           2 3 6 5u v i j i j    
   

 

 

    
   2 6 3 5

8 8

i j

i j

   

 

 

 

 

ดังนั้น 8 8u v i j  
 

   

          2 3 6 5u v i j i j    
   

 

 

    
   2 6 3 5

4 2

i j

i j

   

 

 

 

 

ดังนั้น 4 2u v i j  
 

   

            5 5 2 3u i j 
 



 

    10 15i j 
 

 

ดังนั้น 5 10 15u i j 
 

  
 
ตัวอยาง 1.5.2 ให 4 5u i j 

 

 และ 10v i j 
 

  เปนเวกเตอร ในระนาบ จงหา 
  1. ขนาดของ u v

 

 
  2. ขนาดของ 3v  
 

วิธีทํา  1. พิจารณา                     4 1 5 10u v i j    
 

 

  

     5 5i j 
 

 

และ                                      2 25 5u v   
 

 

    25 25

5 2

 


 ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร u v

 

 คือ 5 2  
 

 2. พิจารณา           
          

 3 3 10 3 30v i j i j   
   



  

 และ                               2 23 3 30 909v      

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร 3v  คือ 909  
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ตัวอยาง 1.5.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ในระนาบ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ถา 3 4u v i j  
 

   

และ 2u v i j  
 

   จงหา u  และ v  
 

วิธีทํา  จาก                     3 4u v i j  
 

    ............ 1  

                    2u v i j  
 

    ............ 2  

นําสมการ 1 สมการ 2 จะไดวา 

                         3 4 2u v u v i j i j      
   

   

 

                            2 4 2u i j 
 

  
                           2u i j 

 

    

จากสมการ 1                      3 4u v i j  
 

   

แทนคา 2u i j 
 

  จึงได  2 3 4i j v i j   
   



 

                             3 4 2v i j i j       
   

  

     3i j 
 

 

ดังนั้น 2u i j 
 

  และ 3v i j 
 

  
 
ตัวอยาง 1.5.4 ให  1 4u x i j  

 



 และ  2v i x y j  
 



 เปนเวกเตอรในระนาบ

กําหนดให u เทากับ v จงหาขนาดของเวกเตอร w xi yj 
 

  
 

วิธีทํา   จาก               u v
 

 
          1 4 2x i j i x y j    

   

 

จึงไดระบบสมการดังนี้               1 2x        ............. 1  

 และ                4x y      ............. 2  

จากสมการท่ี  1                         1x   แทนคาในสมการ  2  

                           1 4y   
                               3y   

จึงได 3w i j 
 

   

พิจารณา       3w i j 
 



 

           
1 9

10

 


 

ดังนั้น ขนาดของ w  คือ 10  หนวย 
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1.6 มมุระหวางเวกเตอรกับแกน X  
 

  ให u ai bj 
 

  เปนเวกเตอรใด ๆ ในระนาบ และ   เปนมุมท่ี u ทํากับแกน X  จึงได

วามุม arctan b
a


    

 ดังภาพท่ี 1.6.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.6.1 มุม  ของเวกเตอรu ทํากับแกน X  
  
ตัวอยาง 1.6.1 จงหาขนาดและทิศทางของ 3 3u i j 

 

  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
จากเวกเตอร 3 3u i j 

 

   

                       2 23 3u   
 18  

ดังนั้น ขนานของ 3 3u i j 
 

  คือ 18  หนวย 

จากเวกเตอร 3 3u i j 
 

   

 พิจารณา           
3tan 1

3



    

 เนื่องจาก    7tan 1
4
    

 

 จึงไดวา    
             

7
4


  

ดังนั้น เวกเตอร 3 3u i j 
 

  ทํามุม 
7
4


 กับแกน X   

 

3 3u i j 
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ตัวอยาง 1.6.2 จงหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร u  ซ่ึง 2u w v z  
   

 เม่ือ 2 ,w i j 
 

    

2v i j 
 

  และ 3z i j 
 

  
 

วิธีทํา                2 2 2 2 4v i j i j   
   



 

      
    

      2 2 2 4 3w v z i j i j i j       
     

  

 

               
   2 2 1 1 4 3

3 6

i j

i j

      

 

 

 

 

จึงไดวา 3 6u i j 
 

  

พิจารณา             2 23 6u  
 45  

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร u  คือ 45  หนวย 
จาก 3 6u i j 

 

    

จึงไดวา                  
6tan
3

 2  

เนื่องจาก         7tan 2
20
    

 

จึงได          7
20


  

ดังนั้น เวกเตอร u  ทํามุมประมาณ 7
20
  กับแกน X   

 
เวกเตอรหนึ่งหนวย ใหเวกเตอร u ai bj 

 

  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว เวกเตอรหนึ่ง

หนวยในทิศทางของ u  คือ 
2 2 2 2

1 a bu i j
u a b a b

 
 

 





 

 
ตัวอยาง 1.6.3 ให 2v i j 

 

  เปนเวกเตอรในระนาบ จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง v   
 

วิธีทํา  ให u เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

 จึงได             
vu
v








   

     
   2 2

2

1 2

i j




 

    

   

2
5

1 2
5 5

i j

i j




 

 

 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  คือ 1 2
5 5

i j
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ตัวอยาง 1.6.4 ให 3 4u i j 
 

  และ 9v i j 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ  จงหาเวกเตอร w  ท่ี
มีทิศทางเดียวกับ u  และมีขนาดเทากับ v  

 

วิธีทํา พิจารณา            
uw v
u




 



 

จาก               3 4u i j 
 

  

                2 23 4 5u   
  

จาก                               9v i j 
 

  

             9v i j 
 

 1 81 82    

พิจารณา                       
uw v
u




 



3 4 82
5

i j      

 

 

    3 82 4 82
5 5

i j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอร w  ท่ีมีทิศทางเดียวกับ u  และมีขนาดเทากับ v คือ 3 82 4 82
5 5

i j
 

 

 

1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิต ิ
 

ระบบแกนพิกัดฉากสามมิติ 
 

 ระบบพิกัดฉากในปริภูมิสามมิติโดยเริ่มพิจารณาจาก จุดบนแกน X  จะมีพิกัดเปน  ,0,0x  

จุดบนแกน Y  จะมีพิกัดเปน  0, ,0y  และ จุดบนแกน Z  จะมีพิกัดเปน  0,0, z  สําหรับระนาบ   

ท่ีผานแกน X  และแกน Y  โดยมีคา 0z  เรียกระนาบ XY  จุดตางๆ ท่ีมีคา 0x   เรียกระนาบ 
YZ  และถาจุดตางๆ ท่ีมีคา 0y   เรียกระนาบ XZ  ดังภาพท่ี 1.7.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.7.1 ระนาบ XY  ระนาบ XZ  และระนาบ YZ  
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 การระบุตําแหนงของจุดในสามมิติ ใชพิกัดฉากสามแกน ชวยในการกําหนดตําแหนง แกนท้ัง 
สามแกนจะประกอบกันข้ึนตามกฎมือขวา โดยถากราดมือขวาจากแกน X  ไปตามทางของ
แนวแกน Y  จะไดแกน Z  ในทิศทางชี้ข้ึนตามทิศทางของนิ้วหัวแมมือตําแหนงของจุด P  ใน
พิกัดคารทีเซียน  , ,x y z  คือตัวเลขท่ีแสดงอยูบนแกนท้ังสามท่ีมีระนาบผานจุด P  และตั้งฉากกับ

แกนท่ีตัดอยู บางครั้งเรียกพิกัดคารทีเซียน (cartesian coordinate system) วาพิกัดฉาก เพราะแกน
ท่ีอางอิงตั้งฉากกัน 
 แกนท้ังสามจะตั้งฉากกันและตัดกันท่ีจุดศูนยเรียกวาจุดกําเนิด  0,0,0  ซ่ึงถามีจุด P  ใด ๆ 

อยูในระนาบจะบอกพิกัดเปน  , ,x y z  โดยเรียก , ,x y z  วาเปนสวนประกอบท่ี 1,2 และ 3  ของ

พิกัดฉาก  , ,x y z  ของจุด P  ดังภาพท่ี 1.12 

    
 

ภาพท่ี 1.7.2 ระบบพิกัดคารทีเซียน 
 
เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
 

 ให u เปนเวกเตอร ถาแทนเวกเตอร u  ดวยเสนตรง OP  เม่ือจุด O  เปนจุดกําเนิดและ
เปนเริ่มตนของ u  และ P  เปนจุดสิ้นสุดของ u  ซ่ึงมีพิกัด  , ,a b c  ใชสัญลักษณแทนเวกเตอร u  

ดวยคูอันดับ  , ,a b c  คือ  , ,u a b c


 

 เซตของเวกเตอรท้ังหมดท่ีแทนดวยอันดับสามตัวนี้เรียกวา ปริภูมิเวกเตอรสามมิติ (tree 
dimensional vector space) 
 ถาจุด P  มีพิกัด  1 1 1, ,x y z  และจุด Q  มีพิกัด  2 2 2, ,x y z จะหาอันดับสามตัวแทน

เวกเตอร PQ


  ได โดยการเขียนเวกเตอร OR


 ท่ีเทากับ PQ


  โดยท่ีจุดเริ่มตน O  เปนจุดกําเนิด 

พิกัดจุดปลายของเวกเตอร OR


จะเปนอันดับสามตัวท่ีแทนเวกเตอร OR


 จะไดวา 
    2 1 2 1 2 1, ,PQ OR x x y y z z    

 

  ดังภาพท่ี 1.7.3 

 



ตัว
อย
่าง

 22 

 
 

ภาพท่ี 1.7.3 เวกเตอร PQ


 

 
ทิศทางของเวกเตอร เม่ือ เวกเตอร u เขียนในแบบอันดับเลขสามตัวเปน  , ,u a b c



 กลาววา

เวกเตอร u มีทิศทางเปน , ,a b c  เรียกจํานวนสามจํานวนนี้วา จํานวนแสดงทิศทางของเวกเตอร และ
กลาววา เสนท่ีขนานกับเวกเตอร u  จะมีทิศทางเดียวกับ u  คือ มีจํานวนแสดงทิศทางเดียวกัน 
 

ขนาดของเวกเตอร ใหเวกเตอร  , ,u a b c


 จะไดวา ขนาดของ u  คือ 2 2 2u a b c  


  

 
ตัวอยาง 1.7.1 เวกเตอร  2,4, 1u  



 จงหาขนาดของเวกเตอร u  
 

วิธีทํา            2,4, 1u  


 

    22 22 4 1 21      

ดังนั้น ขนาดของ u  คือ 21  
 
ระยะระหวางจุด ใหจุด 1P  มีพิกัด  1 1 1, ,x y z  และจุด 2P  มีพิกัด  2 2 2, ,x y z ระยะระหวางจุด 1P

และ 2P  คือ ขนาดของเวกเตอร 1 2PP


 จาก  1 2 2 1 2 1 2 1, ,PP x x y y z z   


 จะได  

ระยะ      2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 1PP PP x x y y z z      



  

 

1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิต ิ
 

 ใชนิยามของของการเทากันของเวกเตอร การบวกเวกเตอร การลบเวกเตอร เวกเตอรศูนย 
เวกเตอรลบ และการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร เชนเดียวกับเวกเตอรในระนาบ และมีสมบัติเชนกัน   
ทุกประการ สําหรับเวกเตอร  1 1 1, ,u a b c



 และ  2 2 2, ,v a b c


เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 
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การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 1a a  และ 1 2b b และ 1 2c c  

การบวกเวกเตอร  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

 

เวกเตอรศูนย  0 0,0,0


 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

ลบของเวกเตอร  เวกเตอรลบของ u  คือ  1 1 1, ,u a b c    


 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  
 1 1 1, ,xu xa xb xc



 

การลบเวกเตอร    1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

 

 
ตัวอยาง 1.8.1 ให  , , 2u x y x y z   



และ  4,2,5v 


 เปนเวกเตอรบน 3R  ถา u v
 

   

จงหา ,x y และ z  
 

วิธีทํา  จาก          , , 2 4, 2,5x y x y z     

ไดระบบสมการ             4x y      ............. 1  

                         2x y      ............. 2  

                        2 5z      ............. 3  

นําสมการ 1 สมการ 2 ;     4 2x y x y      

        2 6x   
         3x   
แทนคา 3x  ในสมการท่ี  1 ; จึงได         1y   

จากสมการ  3 จึงได                           5 2 3z     

ดังนั้น 3, 1x y   และ 3z   
 
ตัวอยาง 1.8.2 กําหนดให    1,1,1 , 0,1,1u v 

 

 และ w au bv 
  

 จงหา a  และb   

        ซ่ึงทําให  2,6,6w


 
 

วิธีทํา จาก                           w au bv 
  

 
                                     2,6,6 1,1,1 0,1,1a b   

                  2,6,6 , , 0, ,a a a b b   

                                   2,6,6 0, ,a a b a b     

จึงได 2, 6a a b    
ดังนั้น 2a   และ 4b    
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1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิต ิ
 

 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติท่ีแทนดวยเสนตรงซ่ึงลากจากจุดกําเนิด ไปยังจุด  1,0,0           

จุด  0,1,0  และจุด  0,0,1  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐาน ใชสัญลักษณแทนดวย ,i j
 

และ k


 

ตามลําดับ หรือเขียนไดดังนี้    1,0,0 , 0,1,0i j 
 

 และ  0,0,1k 


 ดังภาพท่ี 1.9.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.9.1 เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐาน ,i j
 

 และ k


 
 

กําหนดเวกเตอร u  ในปริภูมิสามมิติ โดยมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด  0,0,0  และจุดปลายท่ี 

 , ,x y z  จะไดสวนประกอบ (component) ของเวกเตอร u  คือ , ,x y z  เขียนเวกเตอร u  แทน

ดวย  , ,u x y z


 และเรียกเวกเตอร u  วาเวกเตอรตําแหนง (position vector) ของจุด  , ,x y z   

ดังภาพท่ี 1.9.2 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.9.2 เวกเตอรตําแหนงในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
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 กําหนดให   , ,u x y z


 เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด และ     

มีจุดสิ้นสุดท่ีจุด  , ,x y z  แลวสามารถเขียนเวกเตอร u  ในรูปผลบวกเชิงเสนของเวกเตอรหนึ่งหนวย 

,i j
 

 และ k


 ไดแบบเดียว คือ         , , ,0,0 0, ,0 0,0,u x y z x y z   


 

           
     1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z

xi yj zk

  

  


 

 

กลาววา เซตของเวกเตอร  , ,i j k


 

 เปนฐานของเวกเตอรในปรภิูมิสามมิติ 

 เม่ือเวกเตอร z  ในปริภูมิสามมิติอยูในรูป z au bv cw  
  

 กลาววา z  มีพิกัดเปน 

,a b และ c  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 และใชสัญลักษณวา  B
B

a
z b

c

 
 
   
 
 

  

ถาฐาน  , ,B i j k


 

 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในแนวแกนพิกัด จะไดวา  

 , ,
a

a b c ai bj ck b
c

 
              
 
 



 

 

จึงไดวา สําหรับเวกเตอร  , ,u a b c


 สามารถใชสัญลักษณแทนดวย  

 , ,
a

u a b c ai bj ck b
c

 
 
       
 
 



 

  ตามความเหมาะสม 

 
ตัวอยาง 1.9.1 ให      2,3, 2 , 1, 1,1 , 0, 1,0u v w       

  

 และ  4, 2,0z  


 จงหา

พิกัดของ z เม่ือเทียบกับฐาน  , ,i j k


 

 และเม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 
 

วิธีทํา เนื่องจาก    4,2,0 4 2 0z i j k     


 

  

ดังนั้น พิกัดของ z  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,i j k


 

 คือ  
4

2
0

z
 
 
   
 
 

  

พิจารณา        z au bv cw  
  

 
                                    4,2,0 2,3, 2 1, 1,1 0, 1,0a b c          

                                    4,2,0 2 ,3 , 2 , , 0, ,0a a a b b b c          

                                4, 2,0 2 ,3 , 2a b a b c a b         

ไดระบบสมการ         2 4a b        ............ 1  

                  3 2a b c      ............ 2  

         2 0a b      ............ 3  
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แกสมการได 1, 2a b   และ 1c   

จะได      1 2 1 2z u v w u v w      
     

 

ดังนั้น พิกัดของ z  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 คือ  
1
2
1

B

z
 
 
   
  

  

 

ขนาดของเวกเตอร ให u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ ขนาดของเวกเตอร u         

ใชสัญลักษณแทนดวย u  โดยท่ี 2 2 2u a b c  


     
 

 

ให u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนง สําหรับจุด  , ,a b c  ดังภาพท่ี 1.9.3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.9.3 การพิสูจนขนาดเวกเตอร u  

 

 จากภาพ u  เปนเวกเตอรซ่ึงเปนเสนทแยงมุมของกลองสี่เหลี่ยมซ่ึงความยาวดานเปน ,a b  
และ c  วัดตามแกน X  แกนY  และแกน Z  ตามลําดับ 
 ดังนั้น u  คือความยาวของเสนทแยงมุม OP ซ่ึงสามารถหาความยาวจากทฤษฎีบทของ    

พีทาโกรัส สําหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก OPQ  

จากสามเหลี่ยม ORQ       
2 2 2

OQ OR RQ   

     2 2a b   

จากสามเหลี่ยม OPQ                
2 2 2

OP OQ OP   
                 2 2 2a b c    

                      2 2 2OP a b c    

ดังนั้น สําหรับ u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรบนปรภิูมิสามมิติจะไดวา 2 2 2u a b c  
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การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj ck 


 

 
 

 ใหเวกเตอร 1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

 และ x  เปนสเกลารใด ๆ การ

ดําเนินการของเวกเตอรจะมีสมบัติเชนเดียวกับเวกเตอรท่ีอยูในรูปคูอันดับ  , ,a b c  ทุกประการดังนี้ 
 

การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  และ 1 2c c  

การบวกเวกเตอร      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

 

เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

ลบของเวกเตอร  เวกเตอรลบของ u  คือ 1 1 1u a i b j c k   


 



 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  

     1 1 1xu xa i xb j xc k  


 



 

การลบเวกเตอร        1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

 
 

ตัวอยาง 1.9.2 ให 2 3 4u i j k  


 



 และ 4 5 7v i j k  


 



 เปนเวกเตอร บนปริภูมิสามมิติ 

จงหา 4u v
 

 
 

วิธีทํา                          4 2 3 4 4 4 5 7u v i j k i j k      
 

   

 

 

    

   
     

2 3 4 16 20 28

2 16 3 20 4 28

18 17 32

i j k i j k

i j k

i j k

     

     

  

 

   



 



 

 

ดังนั้น 4 18 17 32u v i j k   


 

 

 

 

ตัวอยาง 1.9.3 ให ,u i j 
 

 v j k 






 และ 4 3w i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ

จงหา a  และb ท่ีทําให w au bv 
  

 
 

วิธีทํา                   w au bv 
  

 

       4 3i j k a i j b j k     
 

    

 

                4 3i j k ai aj bj bk     
 

    

 

     4 3i j k ai a b j bk     
 

   

 

       1a   
             4a b   
                  3b   
จึงไดวา 1, 3a b   
ดังนั้น 1a   และ 3b   ท่ีทําให w au bv 
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ตัวอยาง 1.9.4 ให 2 3u i j k  


 



และ 6 2 4v i j k  


 



 เปนเวกเตอร บนปริภูมิสามมิติ     

จงหา 4 2u v
 

 
 

วิธีทํา                                 4 2 4 2 3 2 6 2 4u v i j k i j k      
 

   

 

 

     

   
      

8 12 4 12 4 8

8 12 12 4 4 8

4 8 4

i j k i j k

i j k

i j k

     

       

  

 

   



 



 

 

ดังนั้น 4 2 4 8 4u v i j k   


 

 

 

 
เวกเตอรหนึ่งหนวย ใหเวกเตอร u ai bj ck  



 



 เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว 
เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  คือ  

                 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 a b cu i j k
u a b c a b c a b c

  
     



 





 

  
 

ตัวอยาง 1.9.5 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  1,0,1P  และ    

มีจุดสิ้นสุดท่ีจุด  3,2,0Q   
 

วิธีทํา                       3 1 2 0 0 1PQ i j k     
 

 

 

    2 2i j k  


 

 

                    2 2 22 2 1PQ    


 

    9 3   

        

       

2 2 1
3 3 3

PQ i j k
PQ

  





 



 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร PQ


 คือ 
2 2 1
3 3 3

i j k 


 

 

 

ตัวอยาง 1.9.6 ให 5 2u i j k  


 



เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ จงหาขนาดของ u  และ 

                  เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  
 

วิธีทํา  จาก          5 2u i j k  


 



 

                            2 2 25 1 2 30u     


           
 

จึงไดวา ขนาดของเวกเตอร u  คือ 30  

พิจารณา                           
5 2

30
u i j k
u
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5 1 2
30 30 30

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  คือ 5 1 2
30 30 30

i j k 


 

 

 

ตัวอยาง 1.9.7 ให 2 3 5u i j k  


 



 และ 2 2v i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 

จงหาเวกเตอร w  ซ่ึงมีทิศทางเดียวกับ v  และมีขนาดเทากับ u  

 

วิธีทํา  เนื่องจาก w  มีทิศทางเดียวกับ v และมีขนาดเทากับ u คือ 
vw u
v

     



 



 

หาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

          
     2 2 2

2 2

2 1 2

v i j k
v

 


 



 





 

    

2 2
3

2 1 2
3 3 3

i j k

i j k

 


  



 



 

 

หาขนาดของ u จาก  2 3 5u i j k  


 



จะได    

  

                2 222 3 5 4u    


 

           

2 1 24
3 3 3

vw u i j k
v

             





 

 



 

    

8 4 8
3 3 3

i j k  


 

 

ดังนั้น 
8 4 8
3 3 3

w i j k  


 



 

 

ตัวอยาง 1.9.8 ให 2 4 3u i j k  


 



 และ 2 3v i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ  

จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

 
 

วิธีทํา  เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

คือ 
u v
u v



 

 

 

                                 2 4 3 2 3u v i j k i j k       
 

   

 

 

    
     2 1 4 2 3 3

2

i j k

i j
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               2 21 2 5u v   
   

           
2
5

u v i j
u v
 




 

 

 

1 2
5 5

i j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

 คือ 1 2
5 5

i j
 

 

 

ตัวอยาง 1.9.9 ใหเวกเตอร PQ


 มีจุดเริ่มตนท่ีจุด  1,0, 3P   และมีขนาดสามหนวย จงหาพิกัด

จุดสิ้นสุด Q  ท่ีทําใหเวกเตอร PQ


 ขนานกับ 2 3 6v i j k  


 



 
 

วิธีทํา ใหพิกัดจุด Q  คือ  , ,a b c  

               1 0 3PQ a i b j c k     
 

 

 

        1 3a i bj c k    


 

 

เนื่องจาก PQ


 ขนานกับ 2 3 6v i j k  


 



 

จึงไดวาตองมีสเกลาร t  ซ่ึงทําให PQ tv




 

                     1 3 2 3 6a i bj c k t i j k      
 

   

     

                  1 3 2 3 6a i bj c k ti tj tk      
 

   

                          

                   

   
 

   

1 2 ............ 1

3 ............ 2

3 6 ............ 3

a t

b t

c t

 



 

 

จาก 3PQ 


 

ดังนั้น                  2 221 3 3a b c      

                   2 221 3 9a b c      

แทนคา                       2 2 22 3 6 9t t t     

             

2 2 2

2

2

4 9 36 9
49 9

9
49

3
7

t t t
t

t

t

  







 

จากสมการ  1             1 2a t   

       2 1a t   

แทนคา  
3
7

t     3 132 1
7 7

a
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แทนคา  
3
7

t     3 12 1
7 7

a
      

   

จากสมการ  2    3b t       

แทนคา  
3
7

t     3 93
7 7

b
    

 

แทนคา  
3
7

t               3 93
7 7

b
     

 

จากสมการ 3           3 6c t           

                6 3c t   

แทนคา  
3
7

t     3 36 3
7 7

c
     

 

แทนคา  
3
7

t              3 396 3
7 7

c
      

 

ดังนั้น เม่ือ
3
7

t   จุด 13 9 3, ,
7 7 7

Q
      

 และ เม่ือ 
3
7

t 
 
จุด 1 9 39, ,

7 7 7
Q
     

 

 

1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n มิต ิ

 

นิยาม 1.10.1 ถา n แทนจํานวนจํานวนเต็มบวกแลว n  สิ่งอันดับ (ordered n-tuple) หมายถึง   
ลําดับของจํานวนจริง n  จํานวน  1 2 3, , ,..., na a a a  เรียกเซตของ n  สิ่งอันดับวา 

ปริภูมิ n  มิติ (n - space) และใชสัญลักษณแทนดวย nR  ซ่ึง  
  1 2 3, , ,..., | ; 1, 2,3,...,n

n iR a a a a a R i n          

  1
1 | ; 1iR v v R i     แทนปริภูมิหนึ่งมิติ สมาชิกของ 1R  ประกอบดวย หนึ่งสิ่ง

อันดับ  1n   คือ จํานวนจริงหนึ่งจํานวน ความหมายทางพีชคณิตคือ เซตของจํานวนจริงแสดงได

ดวยเสนจํานวน 

   2
1 2, | ; 1, 2iR v v v R i    แทนปริภูมิสองมิติ สมาชิกของ 2R  ประกอบดวย   

เซตของคูอันดับ  2n   ความหมายทางพีชคณิตคือ เซตคูอันดับของจํานวนจริงแสดงดวยระนาบ

สองมิติ 
   3

1 2 3, , | ; 1, 2,3iR v v v v R i   แทนปริภูมิสามมิติสมาชิกของ 3R ประกอบดวย

เซตของสามสิ่งอันดับของจํานวนจริง แสดงดวยระนาบสามมิติ 
   1 2 3, , ,..., | ; 1, 2,3,...,n

n iR v v v v v R i n   แทนปริภูมิ n  มิติ สมาชิกของ nR   

ประกอบดวยเซตของ n  สิ่งอันดับของจํานวนจริง ซ่ึงทางเรขาคณิตหมายถึงระนาบใน n   มิติ และ
ยากท่ีจะแสดงดวยภาพทางเรขาคณิต ในทางเรขาคณิตเราอาจใช  1 2, ,..., nu u u u  แทนจุดพิกัด 

หรือแทนเวกเตอร u  ซ่ึงมีสวนประกอบ n  สิ่งอันดับ     
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 เชน เวกเตอร    0 0,0,...,0


 แทนเวกเตอรศูนยหรือจุดกําเนิดของ nR  ดังนั้นตอไปนี้

จะเรียกสมาชิก  1 2, ,..., nu u u ของปริภูมิ n  มิติวาจุดหรือเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ 

 
นิยาม 1.10.1 ให  1 2 3, , ,..., nu u u u u



 เปนเวกเตอรบน nR  ขนาดของ u  แบบยูคลีเดียน 

(Euclidean norm) ใชสัญลักษณแทนดวย u  กําหนดโดย  
2 2 2 2
1 2 3 ... nu u u u u    



 
 

ตัวอยาง 1.10.1 ให  5,2, 1,3u  


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหาขนาดของu  
 

วิธีทํา                   5,2, 1,3u  


 

       2 2 2 25 2 1 3      39  

ดังนั้น ขนาดของ u  คือ 39  หนวย 
 
สมบัติขนาดของเวกเตอร ให u  เปนเวกเตอรบน nR สําหรับ สเกลาร k ใด ๆ  

1. 0u 


 

2. 0u 


 ก็ตอเม่ือ 0u 




 

3. ku k u
 

 
 

พิสูจน ให  1 2 3, , ,..., nu u u u u


 เปนเวกเตอรบน nR  

ขอ 1 พิจารณา            1 2 3, , ,..., nu u u u u
  

    2 2 2 2
1 2 3 ... nu u u u      

 เนื่องจาก 2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

 จึงได   2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  แลว 0u 


 

ขอ 2  ถา 0u 


 แลว 0u 




 

 ให      0u 


 

                                1 2 3, , ,..., 0nu u u u   

           2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

                        2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

จึงได              1 2 3 ... 0nu u u u      

                                   1 2 3, , ,..., 0,0,0,...,0nu u u u   

                              0u 
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จึงไดวา ถา 0u 


 แลว 0u 




  

  ถา 0u 




 แลว 0u 


 

 ให 0u 




 
 พิจารณา            0,0,0,...,0u 

  

    2 2 2 20 0 0 ... 0 0       

 จึงไดวา  ถา 0u 




 แลว 0u 


 

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  แลว 0u 


 ก็ตอเม่ือ 0u 




 

ขอ 3 พิจารณา               1 2 3, , ,..., nku k u u u u


 

     1 2 3, , ,..., nku ku ku ku  

 และ                1 2 3 2, , ,...,ku ku ku ku ku
  

    
 

  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2
1 2 3

...

...

...

n

n

n

k u k u k u k u

k u u u u

k u u u u

k u

    

    

    




  

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  และ k   เปนสเกลารใด ๆ แลว ku k u
 

 

 
ตัวอยาง 1.10.2 ให  4,1,2,3,2u 



 และ  1,0,2,7, 3v  


 เปนเวกเตอรบน 5R  จงหา 2u   
 

วิธีทํา พิจารณา            2 2u u
 

 

             2 2 2 2 22 4 1 2 3 2

2 34

    


 

ดังนั้น 2 2 34u 


 

           

1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n มิต ิ
 

ให   1 2 3, , ,..., nu u u u u


  1 2 3, , ,..., nv v v v v


 เปนเวกเตอรบน nR  และ x  เปน 

สเกลารใด ๆ  
 

การเทากันของสองเวกเตอร   u v
 

ก็ตอเม่ือ 1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v     

การบวกเวกเตอร  1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v     
 

 

เวกเตอรศูนย  0 0,0,...,0


 มี สมบั ติ  0 0u u u   
 

  

 สํ าหรั บ ทุ ก

เวกเตอร u  
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ลบของเวกเตอร  ลบของเวกเตอร u  คือ  1 2 3, , ,..., nu u u u u     


  

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร  1 2 3, , ,..., nxu xu xu xu xu


 

การลบเวกเตอร     1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v u v        
   

 

 
ตัวอยาง 1.11.1 ให  2, 3,4, 1u   



 และ  5, 3, 4,4v   


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหา 

u v
 

และ 6v  
 

วิธีทํา                                2, 3,4, 1 5, 3, 4,4u v      
 

 

    2 5, 3 3 ,4 4 , 1 4          

              7, 6,0,3   

ดังนั้น u v
 

 คือ  7, 6,0,3  
 

                                  6 6 5, 3, 4,4v   


 

      30, 18, 24,24    

ดังนั้น 6v  คือ  30, 18, 24,24   

 
ตัวอยาง 1.11.2 ให  2,1, 3,0,1u  



 และ  1, 5,2,0,3v  


 เปนเวกเตอรบน 5R จงหา 

u v
 

 
 

วิธีทํา                         2,1, 3,0,1 1, 5, 2,0,3u v    
 

 

     
  

 

2 1,1 5 , 3 2,0 0,1 3

1,6, 5,0, 2

       

  
 

   
ดังนั้น  1,6, 5,0, 2u v   

 

 

 
สมบัติการดําเนินการบวกและการคูณดวยสเกลาร ให u  และ v  เปนเวกเตอรบน nR สําหรับ 
สเกลาร k  และ l  ใด ๆ 

 1. nu v R 
 

 
2. u v v u  
   

  
 3.    u v w u v w    

     

 

 4. 0 0u u u   
 

  

 
 5.   0u u  



 

 

 6. nku R


 
 7.    k lu kl u
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8.  k u v ku kv  
   

 

9.  k l u ku lu  
  

 

10. 1u u
 

 
11. 0 0u 





 

12. 0 0k 
 

 
13.  1 u u 

 

 
 

พิสูจน  ใ ห     1 2 3 1 2 3, , ,..., , , , ,...,n nu u u u u v v v v v 
 

 แ ล ะ   1 2 3, , ,..., nw w w w w


เ ป น

เวกเตอรบน nR  
ขอ 1             1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nu v u u u u v v v v  

 

      

    1 1 2 2 3 3, , ,..., n
n nu v u v u v u v R       

ดังนั้น สําหรับ u และ nv R


 แลว 
nu v R 

 

 
ขอ 2           1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ...,n nu v u u u u v v v v  

 

  

   

 
 
   

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n n

n n

n n

u v u v u v u v

v u v u v u v u

v v v v u u u u
v u

    

    

 

 
 

  

ดังนั้น สําหรับ u  และ nv R


 แลว u v v u  
   

  

ขอ 3         1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,..., , , ,...,n n nu v w u u u u v v v v w w w w      
  

 

            
   

        
1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

, , ,..., , , ,...,

, , ,...,
n n n

n n n

u u u u v w v w v w v w

u v w u v w u v w u v w

     

          

                   1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,..., n n nu v w u v w u v w u v w        
 

                          1 1 2 2 3 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n n nu v u v u v u v w w w w     
 

        1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,..., , , ,...,n n nu u u u v v v v w w w w      
            u v w  

  

 

ดังนั้น สําหรับ ,u v  และ nw R


 แลว    u v w u v w    
     

 

ขอ 4             1 2 30 , , ,..., 0,0,0,...,0nu u u u u  




 

    1 2 30, 0, 0,..., 0nu u u u      

    1 2 3, , ,..., nu u u u u


 

         1 2 30 0,0,0,...,0 , , ,..., nu u u u u  




 

   
 
 

1 2 3

1 2 3

0 ,0 ,0 ,...,0

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u u

    

 


 

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 0 0u u u   
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ขอ 5          1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nu u u u u u u u u u       
 

 

   
        

 
1 1 2 2 3 3, , ,...,

0,0,0,...,0 0

n nu u u u u u u u        

 


 

ดังนั้น สําหรับ nu R


 แลว   0u u  


 

 

ขอ 6              1 2 3, , ,..., nku k u u u u


                       

    1 2 3, , ,..., n
nku ku ku ku R      

ดังนั้น สําหรับ nu R


และสเกลาร k ใด ๆ แลว nku R


 
ขอ 7              1 2 3, , ,..., nk lu k l u u u u   

  

   

        
        

        
  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

n

n

n

n

k lu lu lu lu

k lu k lu k lu k lu

kl u kl u kl u kl u

kl u u u u

kl u












 

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว    k lu kl u
 

 

ขอ 8          1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nk u v k u u u u v v v v    
   

   

 
        

 
   
   

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n n

n n

n n

n n

n n

k u v u v u v u v

k u v k u v k u v k u v

ku kv ku kv ku kv ku kv

ku ku ku ku kv kv kv kv

k u u u u k v v v v
ku kv

    

    

    

 

 

 
 

 

ดังนั้น สําหรับ , nu v R
 

 แลว  k u v ku kv  
   

  

ขอ 9          1 2 3, , ,..., nk l u k l u u u u  


 

   

        
 
   
   

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n

n n

n n

n n

k l u k l u k l u k l u

ku lu ku lu ku lu ku lu

ku ku ku ku lu lu lu lu

k u u u u l u u u u
ku lu

    

    

 

 

 
 

 

ดังนั้น สําหรับ u nR และ ,k l  เปนสเกลารใด ๆ แลว k l u ku lu  
  

 

ขอ 10              1 2 31 1 , , ,..., nu u u u u


        

   
 
 

1 2 3

1 2 3

1 ,1 ,1 ,...,1

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u u
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ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 1u u
 

  
ขอ 11            1 2 30 0 , , ,..., nu u u u u



 

   
 

 
1 2 30 ,0 ,0 ,...,0

0,0,0,...,0 0
nu u u u

 
  

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 0 0u 




  
ขอ 12            0 0,0,0,...,0k k



 

   
 

 

0, 0, 0,..., 0

0,0,0,...,0 0

k k k k

 
  

ดังนั้น สําหรับเวกเตอรศูนย 0 nR


 และสเกลาร k  ใด ๆ แลว 0 0k 
 

  
ขอ 13           1 2 31 1 , , ,..., nu u u u u  



 

   

        
 

1 2 3

1 2 3

1 , 1 , 1 ,..., 1

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u
u

    

    




 

ดังนั้น สําหรับ nu R


 แลว  1 u u 
 

ฃ 
 

หมายเหตุ การเขียนเวกเตอร  1 2 3, , ,..., nu u u u v


 ใน nR  บางครั้งเขียนในรูปเวกเตอรแถว   

(row-vector)  1 2 3, , ,..., nu u u u u


 หรือเขียนในเวกเตอรหลัก (column-vector)  

1

2

3

n

u
u
uu

u

 
 
 
 
   
 
 
 
  





 การเขียนเวกเตอรท้ัง 3 รูปแบบอาจแตกตางกันไปแลวแตความสะดวกและปญหาท่ี
เก่ียวของ 
 
นิยาม 1.11.2 เวกเตอรหนึ่งหนวยใน nR  คือเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย สําหรับเวกเตอร u  ใน 

nR จะกลาววา u เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยเม่ือ 1u 


 
 

 สําหรับ u และ v  เปนเวกเตอรบน nR  จะกลาววา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง

เวกเตอร v  เม่ือ  
vu
v








  

 ในทํานองเดียวกัน จะกลาววา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางตรงขามกับ v  เม่ือ 
vu
v
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ตัวอยาง 1.11.3 ให  2,5,1, 1v  


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ 

v  และเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  
 

วิธีทํา  ให u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ v  

 จึงได           
vu
v








 

    
 

       2 2 2 2

2,5,1, 1

2 5 1 1




   
 

    

 2,5,1, 1
31

2 5 1 1, , ,
31 31 31 31




     

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ v คือ 2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

     
 

 ให w  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  

 จึงได               
vw
v








 

 นั่นคือ    2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

     
   

  2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

       
 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  คือ 2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

      
 

 
1.12 สรุป 
 บทนี้เปนการศึกษาถึงปริมาณเวกเตอร เวกเตอรในระนาบ เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
เวกเตอรในปริภูมิ n มิติ และการดําเนินการของเวกเตอร สรุปไดดังนี้ 
 ปริมาณเวกเตอร คือ ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง โดยใชสวนของเสนตรงท่ีมีลูกศรแทน 
เวกเตอร ซ่ึงความยาวของเสนตรงแทนขนาดของเวกเตอร ลูกศรแทนทิศทางของเวกเตอร 
เวกเตอรในระนาบ 
 สําหรับ  ,u a b



และ  ,v c d


 เปนเวกเตอรในระนาบและสเกลาร  

พีชคณิตของเวกเตอร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 


 

3. การบวก  ,u v a c b d   
 

  

k

u v
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4. เวกเตอรศูนย  0 0,0


 

5. การคูณดวยสเกลาร  ,ku ka kb


  

6. ลบของ คือ  ,u a b   


  

 7. การลบ  ,u v a c b d   
 

  

เวกเตอรฐาน สําหรับ    1,0 , 0,1i j 
 

 ให  ,u a b


สามารถเขียนเวกเตอร u  ในรูปผลรวม

เชิงเสนของ i


 และ j


ดังนี้ u ai bj 
 

  

พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ u ai bj 
 

  และ v ci dj 
 



 เปนเวกเตอรในระนาบและ 
สเกลาร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 


 

3. การบวก    u v a c i b d j    
 

 

  

4. เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 

5. การคูณดวยสเกลาร ku kai kbj 
 

   

6. ลบของเวกเตอร คือ u ai bj  
 

   

 7. การลบ    u v a c i b d j    
 

 

  

เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ  1 1 1, ,u a b c



และ  2 2 2, ,v a b c


 เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 

และสเกลาร x  ใด ๆ  

1. การเทากับ u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b และ 1 2c c  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2 2
1 1 1u a b c  



 

3. การบวก  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

  

4. เวกเตอรศูนย  0 0,0,0


 

5. การคูณดวยสเกลาร  1 1 1, ,xu xa xb xc


  

6. ลบของเวกเตอร คือ  1 1 1, ,u a b c    


 

7. การลบ  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

  

เวกเตอรฐาน สําหรับ    1,0,0 , 0,1,0i j 
 

 และ  0,0,1k 


ให  , ,u a b c


สามารถเขียน

เวกเตอร u  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ ,i j
 

 และ k


ดังนี้  u ai bj ck  


 



 

พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ 1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 เปนเวกเตอร   

ในปริภูมิสามมิติและ สเกลาร x  ใด ๆ  

 1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  และ 1 2c c  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2 2
1 1 1u a b c  



 

u

k

u v
 

u

u

u v
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3. การบวก      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

  

4. เวกเตอรศูนย 0 0 0 0i j k  


 

 

5. การคูณดวยสเกลาร 1 1 1xu xa i xb j xc k  


 



  

6. ลบของเวกเตอร คือ 1 1 1u a i b j c k   


 



  

 7. การลบ      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

  

พีชคณิตของเวกเตอร  บน nR  สําหรับ  และ

 เปนเวกเตอรบน nR  และสเกลาร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ  

 2. ขนาดของ  คือ  

3. การบวก  

4. เวกเตอรศูนย  

5. การคูณดวยสเกลาร  

6. ลบของเวกเตอร คือ  

7. การลบ   

สมบัติของเวกเตอรบน nR   
 1. การปดสําหรับการบวก  
 2. การสลับท่ีสําหรับการบวก  
 3. การเปลี่ยนหมู  

4. การมีเอกลักษณสําหรับการบวก  

5. การมีตัวผกผันสําหรับการบวก  

6. การปดสําหรับการคูณ  
7. การมีเอกลักษณสําหรับการคูณ  
8.  

9.  

10.  

11.  

12.  
13.  

 
 
 
 

u

   1 2 3 1 2 3, , ,..., , , , ,...,n nu u u u u v v v v v 
 

 1 2 3, , ,..., nw w w w w


k

u v
 

1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v   

u 2 2 2 2
1 2 3 ... nu u u u u    



 1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v     
 

 0 0,0,0,...,0


 1 2 3, , ,..., nku ku ku ku ku


u  1 2 3, , ,..., nu u u u u     


   1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v u v        
   

nu v R 
 

u v v u  
   

   u v w u v w    
     

0 0u u u   
 

  

  0u u  


 

nku R


1u u
 

   c ku ck u
 

 k u v ku kv  
   

 k l u ku lu  
  

0 0u 




0 0k 
 

 1 u u 
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แบบฝกหัด 1 
 

1. ให  และ  เปนเวกเตอรจงหา 
 1.1    1.2    
 1.3    1.4    
 1.5      
 
2. จงหาขนาดของเวกเตอร  สําหรับเวกเตอร ตอไปนี้ 

 2.1   2.2  

 2.3    2.4  

 2.5   2.6      

 2.7    2.8     

 2.9     2.10   
 

3. จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอรท่ีเกิดจากจุดเริ่มตนท่ีจุด  จุดสิ้นสุดท่ีจุด   
ตอไปนี้ 
 3.1  และ  3.2  และ  

 3.3  และ  3.4  และ  

 3.5  และ  

 

4. จงหา  ซ่ึงมีทิศทางเดียวกับ  และมีขนาดเทากับ เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้  

 4.1  และ  

 4.2  และ  

 4.3  และ  

 4.4  และ  

 4.5  และ  

 

5. จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ และ เม่ือกําหนด  และ ตอไปนี้  

 5.1  และ  

 5.2  และ  

 5.3  และ  

 5.4  และ  

 5.5  และ  

 
 
 

3 5u i j 
 

 2 7v i j 
 



3u 2v


u v
  u v

 

2 3u v
 

u u

5 2u i j k  


 

 2u i j k  


 



u i k 






3 2u i j k  


 



3 6 2u i j k  


 

  3, 5,4u  


 1,2,3,4u 
  1, 4, 1,3u   



 0,1, 3,4,8u  
  1,2,0, 3,5, 1u   



P Q

 3,4,5P  0, 6,3Q   3, 5,4P   2, 1,3Q 

 3,3, 4P   2,1,3Q   2, 1,1P   3,5,2Q

 2,3, 4P   0,3,7Q

w v u u v

2 3u i j k  


 

 6 2 4v i j k  


 



3 4u i j k  


 

 12 16 4v i j k  


 



2 4 3u i j k  


 

 2 3v i j k  


 



2 2u i j k  


 

 2v i j k  


 



3 6 2u i j k  


 

 4 3v i j k  


 



u v
  2u v

  u v

2 3 4u i j k  


 

 3 2v i j k  


 



3 6 2u i j k  


 

 2 3v i j k  


 



3u i k 




 6 2v j k 






3 5 6u i j k  


 

 4 3v i j k  


 



3 6 2u i j k  


 

 2v i j k  
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6. ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิ    

จงหาคา 
 6.1     
 6.2  
 6.3    

 6.4   

 6.5  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   3, 5,3,0 , 4,1,3, 1u v    
   0,5, 2,1w 

 4R

2 3u v
 

5 2u w v  
  

 4 7 2u v w 
  

 2 3 5u w v 
  

   5 2 7u v w v  
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร 
2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก 
2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร 
2.4 ภาพฉายของเวกเตอร 
2.5 การประยุกตเวกเตอรในระนาบ 
2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร 
2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร 
2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต 
2.9 ทอรก 
2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร 
2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต 
2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร 
2.13 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอรใน

ระนาบและระบบพิกัดฉากได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหามุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาภาพฉายของเวกเตอรได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและสามารถประยุกตเวกเตอรในระนาบได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอรได 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต

ได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาทอรกได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร

ได 
9. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร

ได 
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วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 2 
ผลคูณของเวกเตอร  

  

 ในบทนี้จะกลาวถึง ผลคูณเชิงสเกลาร มุมระหวางเวกเตอร  ภาพฉายของเวกเตอร           
การประยุกตเวกเตอรในระนาบ ผลคูณเปนเวกเตอร  ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต   
ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลาร  ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร ทอรก ผลคูณเชิงสเกลารของสาม
เวกเตอร และผลคูณเวกเตอรของสามเวกเตอร  
 

2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร  
 

นิยาม 2.1.1 ผลคูณเชิงสเกลาร (scalar product) ของเวกเตอร u  กับเวกเตอร v  คือ ผลคูณของ
ขนาดของเวกเตอรท้ังสองกับคาโคไซนของมุมระหวาง u  กับ v  ใชสัญลักษณ u v   
นั่นคือ  cosu v u v  

   

 และ 0     เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
 

 ผลคูณเชิงสเกลาร ของสองเวกเตอรจะมีคาเปนจํานวนจรงิ ผลคูณเชิงสเกลารมีชื่ออ่ืนอีก คือ    
ผลคูณภายใน (inner product) หรือ ผลคูณแบบจุด (dot product )  
 
สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ เม่ือ k  เปนสเกลารใด ๆ 

1. u v v u  
   

 

2. 
2u u u 

  

 

3.      ku v k u v u kv    
     

  

4. ถา u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย u  จะตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 0u v 
 

 
5.  u v w u v u w     
      

  

6.    u v w z u w u z v w v z          
          

 

7.     2 2u v u v u v    
     

 
 

พิสูจน ขอ 1 จากนิยาม      cosu v u v  
   

 

cosv u 
 

 

v u 
 

 
ดังนั้น สําหรับเวกเตอร u และ v  ใด ๆ u v v u  

   

 
 

ขอ 2 พิจารณา          cosu u u u  
   

 

2

cos 0u u

u





 



      

ดังนั้น 
2u u u 

  

 

ขอ 3 แบงการพิสูจนเปน 3 กรณี 
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กรณีท่ี 1 ถา 0k   ดังนั้น k k    

  ให    เปนมุมระหวาง u กับ v  
         เปนมุมระหวาง ku กับ v  

         เปนมุมระหวาง u กับ kv  

  จึงไดวา      

  พิจารณา                 cosk u v k u v  
   

 

     

 

cos

cos

ku v

ku v

ku v









 

 

 

 

 

        cosk u v k u v  
   

 

     

 

cos

cos

u kv

u kv

u kv









 

 

 

 

 

ดังนั้น      ku v k u v u kv    
     

 

กรณีท่ี 2 ถา 0k   ดังนั้น k k    

  ให    เปนมุมระหวาง u กับ v  
        เปนมุมระหวาง ku กับ v  เม่ือ       

  และ    เปนมุมระหวาง u กับ kv  เม่ือ      

  และ   cos cos cos       

    cos cos cos       

   พิจารณา     cosk u v k u v  
   

 

     

 
 

 

cos

cos

cos

cos

k u v

k u v

k u v

ku v

ku v











 

 



 

 

 

 

 

 

 

  จึงไดวา    k u v ku v  
   

 

  และ                        cosk u v k u v  
   

 

      cosk u v  
 

 

      cosk u v  
 

 

     cosu kv 
 

 

     u kv 
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จึงไดวา    k u v u kv  
   

 

ดังนั้น     ku v k u v u kv    
     

 

กรณีท่ี 3 ถา 0k   
พิจารณา                0k u v u v  

   

 

    
 

0
0

0

u v

u v







 

 

 

ดังนั้น      ku v k u v u kv    
     

 

ท้ัง 3 กรณี จึงไดวา      ku v k u v u kv    
     

 

ขอ 4    สําหรับ   เปนมุมระหวาง u กับ v  

  ให u  ตั้งฉากกับ v  จึงได 
2


  

พิจารณา              cos
2

u v u v      
   

 

 0
0
u v



 

 

 จึงไดวา ถา u  ตั้งฉากกับ v แลว 0u v 
 

    ............ 1  

   ให 0u v 
 

 
 พิจารณา          cosu v u v  

   

  

              cos 0u v 
 

 

เนื่องจาก  u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย 
จึงได              cos 0  

             
2


  

จาก   เปนมุมระหวาง u กับ v  
จึงไดวา u  ตั้งฉากกับ v       ............ 2  

จาก  1 และ 2 ; ถา u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย u  จะตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 0u v 
 

 

 
ขอ 5 สมบัติการกระจาย จะแสดงการพิสูจนหลังจากศึกษาเรื่องภาพฉายของเวกเตอร 
 

ขอ 6                           u v w z u v w u v z        
        

 

    
   u w v w u z v z
u w u z v w v z

       

       

      

      

 

ดังนั้น    u v w z u w u z v w v z          
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ขอ 7  พิจารณา               u v u v u u v v u v                
         

 

    

   
   

 2 2

2 2

1 0

u u u v v u v v

u u v v u v u v

u v

u v

         

               

   

 

       

       

 

 

 

ดังนั้น สําหรับเวกเตอร u และ v  ใด ๆ      2 2u v u v u v    
     

  

 
ขอสังเกต 
 1. ผลคูณเชิงสเกลารไมมีสมบัติการตัดออก นั่นคือ  
  ถา u v u w  

   

 และ 0u 


แลวไมจําเปนท่ี v w
 

 
 2. ผลคูณเชิงสเกลารไมมีสมบัติปด นั่นคือ  
  สําหรับเวกเตอร u และ v ใด ๆ u v  ไมเปนเวกเตอร 
 3. สําหรับเวกเตอร ,u v  และ w ใด ๆ 

  3.1  u v w 
  

 ไมมีความหมาย  

  3.2 u v w 
  

 ไมมีความหมาย 
  3.3 สําหรับสเกลาร k  ใด ๆ k u   ไมมีความหมาย  
 
ตัวอยาง 2.1.1 สําหรับ u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ถา เวกเตอร u  มีขนาด 2 หนวย เวกเตอร v     

มีขนาด 5 หนวย และมุมระหวางเวกเตอรท้ังสองคือ 
3


 จงหา u v   
 

วิธีทํา  จากนิยาม         cosu v u v  
   

 

    

  2 5 cos
3

110
2

5



    





 

ดังนั้น 5u v 
 

 
 
ทฤษฎีบท 2.1.1 กฎของโคไซน (law of cosines) ถา u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ และ  เปนมุม

ระหวางเวกเตอรท้ังสอง จะไดวา 
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

  และ 
2 2 2 2 cosu v u v u v    
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พิสูจน ให u มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  เวกเตอร v  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ
จุดสิ้นสุดท่ีจุด C  และ เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ v  ดังภาพท่ี 2.1.1 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.1.1 การพิสูจน 
2u v

 

 

 
พิจารณาภาพสามเหลี่ยม ADE โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

      2 22 cos sinu v v u u    
    

 

    

   

 

2 2

2 2 22 2

2 2 2 2

2 2

cos sin

2 cos cos sin

2 cos cos sin

2 cos

v u u

v v u u u

v u v u

u v u v

 

  

  



  

   

   

  

  

    

   

   

 

ดังนั้น  
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 
 

 พิจารณาสามเหลี่ยม ABC  ใหเวกเตอร u  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B
เวกเตอร v  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด C  และ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  จากจุด B  

ลากเสนตั้งฉากกับ v  ท่ีจุด D และให BD x  ดังภาพท่ี 2.1.2 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.1.2 การพิสูจน 
2u v

 

 
  

จากภาพท่ี 2.1.2 รูปสามเหลี่ยม ABD โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

    22 2cosu u x 
 

 

    
2 22 2cosx u u  
 

     ............ 1  
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พิจารณาภาพสามเหลี่ยม BCD  โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

        22 2cosu v v u x   
   

 

    2 2 22 22 cos cosx u v v v u u        
     

  

              
2 2 2 22 cos cosu v v v u u     

     

  ............ 2  

สมการ 1  สมการ 2 ;  

  
2 2 2 2 22 22 cos cos cosu v v v u u u u       

       

 

                 
2 2 22 cosu v v v u u   

     

 

                                          
2 2 2 2 cosu v u v v u    

     

 

ดังนั้น 
2 2 2 2 cosu v u v v u    

     

 
 

ทฤษฎีบท 2.1.2 กฎสี่เหลี่ยมดานขนาน  (law of parallelogram ) ถา u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ 

จะได   2 2 2 22u v u v u v    
     

 
 

พิสูจน        2 2 2 2 2 22 cos 2 cosu v u v u v u v u v u v         
           

 

       

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 cos 2 cos

2 2

2

u v u v u v u v

u v u v

u u v v

u v

u v

      

   

   

 

 

       

   

   

 

 

 

ดังนั้น  2 2 2 22u v u v u v    
     

 
 

ตัวอยาง 2.1.2 สําหรับ u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ ถา 2, 3u v 
 

 และ 6u v 
 

 จงหา 

  1. u v
 

  2. u v
 

 3. มุมระหวางเวกเตอร u  และ v  
 

วิธีทํา ขอ 1  พิจารณา   
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

     
     

2 2

2 2

2

2 3 2 6 25

u v u v   

   

   

 

ดังนั้น  5u v 
 

 

ขอ 2 พิจารณา        
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

    
 

2 2 2

4 9 2 6 1

u v u v   
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ดังนั้น  1u v 
 

 

ขอ 3 จาก     cos u v
u v





 

    
6 1

2 3
   

           arccos 1 0   

ดังนั้น มุมระหวาง u  และ v  คือ 0  แสดงวา เวกเตอรท้ังสองขนานกัน 
 

 จากตัวอยาง 2.1.2 พบวาเวกเตอร u และ v  ทํามุม 0  แสดงวาเวกเตอรท้ังสองขนานกัน
พิจารณา  2 3 5u v   

 

    ........... 1  

  และ      5u v 
 

    

จาก สมการ และสมการ จึงไดวา  

ดังนั้น ถา เวกเตอร และ  ขนานกัน จะไดวา  

 

ตัวอยาง 2.1.3 ให  และ เปนเวกเตอรใด ๆ ถา 4, 3u v 
 

 และ 11
2

u v 
 

 จงหา 

      1. u v
 

 2. มุมระหวางเวกเตอร u  กับ v  
 

วิธีทํา ขอ 1           
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

       

2 2

2 2

2

114 3 2
2

36

u v u v   

      



   

 

ดังนั้น  6u v 
 

 

 ขอ 2 จาก 
   

cos u v
u v





 

    

11
112

4 3 24
   

          11arccos
24


    

7
20


  

ดังนั้น มุมระหวาง u  และ v คือ 7
20
  

 จากตัวอยาง 2.1.3 พบวาเวกเตอร u และ v  ทํามุม 7
20
  แสดงวาเวกเตอรท้ังสองไมขนาน

กันพิจารณา  4 3 12u v   
 

    ........... 1  

และ     6u v 
 

    ........... 2  

จาก สมการ 1 และสมการ 2 จึงไดวา u v u v  
   

 

จึงไดวา ถา เวกเตอร u  และ v ไมขนานกัน แลว u v u v  
      

นั่นคือ ผลบวกความยาวของดานสองดานของสามเหลี่ยมตองยาวกวาดานท่ีสามเสมอ ดังภาพท่ี 2.1.3 

 ........... 2

 1  2 u v u v  
   

u v u v u v  
   

u v
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ภาพท่ี 2.1.3 ผลบวกความยาวของดานสองดานของสามเหลี่ยมตองยาวกวาดานท่ีสาม 
 

2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก 
 

 ผลคูณเชิงสเกลารหนึ่งหนวยตามแกนพิกัดฉากดังนี้ 

พิจารณา     cos 0 1 1 1 1i i i i   
   

 

     cos 0 1 1 1 1j j j j   
   

 

     cos 0 1 1 1 1k k k k   
   

 

     cos 1 1 0 0
2

i j i j 
   
   

 

     cos 1 1 0 0
2

j k j k 
   
 

 

 

     cos 1 1 0 0
2

k i k i 
   
 

 

 

 สรุปไดดังนี้ 1i i j j k k     
 

   

  และ 0i j j k k i     
 

   

 สําหรับเวกเตอร u  
และเวกเตอร v  ในระนาบใด ๆ สามารถหาผลคูณเชิงสเกลารจากทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 2.2.1 ให 1 1u a i b j 
 



 และ 2 2v a i b j 
 



 เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ ผลคูณเชิง  

สเกลารของ u  กับ v  คือ 1 2 2 2u v a a b b  
 

 

 
พิสูจน  
 
 
 
 
 
 
ให u และ v  เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ  เปนมุมระหวางเวกเตอร u กับ v  



ตัว
อย
่าง

55 

 
 

จากทฤษฎีบทของโคไซน  
               2 2 2 2 cosv u u v u v    

     

 

          2 2 22 cosu v u v v u   
     

 

                      2 2 21cos
2

u v u v v u   
     

 

       
22 2

1 1 2 2 2 2 1 1
1
2

a i b j a i b j a i b j a i b j           
       

 

     2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 2
2

a b a b a a a a b b b b           

     1 2 1 2
1 2 2
2

a a b b   

    1 2 1 2a a b b   

จากนิยาม cosu v u v  
   

 

ดังนั้น 1 2 1 2u v a a b b  
 

 
 

 ในทํานองเดียวกันสําหรับเวกเตอร 1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 เปน

เวกเตอรบนปริภูมิสามมิติใด ๆ ผลคูณเชิง สเกลารของ u  กับ v  คือ 1 2 2 2 1 2u v a a b b c c   
 

 

 
ตัวอยาง 2.2.2 ให 2 3u i j 

 

  และ 2 4v i j 
 

 เปนเวกเตอรในระนาบ จงหาคา u v   
 

วิธีทํา            2 3 2 4u v i j i j    
   

 

 

         2 2 3 4
16

 


 

ดังนั้น 16u v 
 

  
 

ตัวอยาง 2.2.1 ให 3 4 2u i j k  


 



 และ 2 2v i j k  


 



เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  จง

หาคา u v   
 

วิธีทํา          3 4 2 2 2u v i j k i j k      
 

   

 

 

            3 2 4 2 2 1
4

    


 

ดังนั้น 16u v 
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ตัวอยาง 2.2.2 จงแสดงวาสวนของเสนตรงท่ีผานจุด  3,7A  จุด  3,1B  และเสนตรงท่ีผาน         

จุด  1,1C   และจุด  4,4D   ตั้งฉากกัน 
 

วิธีทํา   พิจารณาภาพ   
 
 
 
 

                3 3 1 7 6 6AB i j i j      


   

 

                4 1 4 1 3 3CD i j i j         


   

 

พิจารณา                        6 3 6 3 18 18 0AB CD         
 

 

เนื่องจาก AB


 และCD


 ไมเปนเวกเตอรศูนย และ 0AB CD 
 

 

ทําใหเวกเตอร AB


 ตั้งฉากกับเวกเตอร CD


  
ดังนั้น เสนตรงท่ีผานจุด  3,7A  จุด  3,1B  และผานจุด  1,1C   จุด  4,4D   ตั้งฉากกัน 
 

ตั วอย าง  2.2.3 กําหนดสามเหลี่ ยม ABC  ซ่ึ ง มี เวกเตอร  2 2AB i j 


 

 และเวกเตอร  

3 3AC i j 


 

 เปนเสนขอบ จงหาพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC  
 

วิธีทํา  พิจารณา             2 2 3 3AB AC i j i j     
 

   

 

               2 3 2 3 0     

แสดงวา ดานท้ังสองตั้งฉากกัน จึงเปนสามเหลี่ยมมุมฉาก 

             พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม
1
2

AB AC
 

 

                  2 2 2 21 2 2 3 3 6
2

       

จึงไดวา พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC คือ 6  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 2.2.4 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ในระนาบ ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ถา   
                   3 4u v i j  

 

  และ 2u v i j  
 

   จงหา u v   
 

วิธีทํา จาก                3 4u v i j  
 

      ............ 1  

                            2u v i j  
 

      ............ 2  

นําสมการ 1 สมการ 2 ;         3 4 2u v u v i j i j      
   

   

 

                                                       2 4 2u i j 
 

  

                            2u i j 
 

     ............ 3  
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แทนคาสมการ 3 ในสมการ 2 ;  2 3 4i j v i j   
   



 

                     3 4 2v i j i j   
   



 
       3i j 

 

 

พิจารณา                     2 1 1 3u v    
 

 

          5  
ดังนั้น 5u v 

 

 
 
วิธีทํา 2 ให  เปนมุมระหวาง u กับ v  
                                     2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

   ............ 1  

 และ                         2 2 2 2 cosu v u v u v    
     

  ............ 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;  2 2 4 cosu v u v u v    
     

   ............ 3  

จาก 3 4u v i j  
 

   จึงได              2 2 23 4 25u v    
 

 

และ 2u v i j  
 

    จึงได              2 2 21 2 5u v   
 

            

จาก cosu v u v  
   

  

แทนคาในสมการ  3 ;      25 5 4 u v  
 

 

         
20 5
4

u v  
 

     

ดังนั้น 5u v 
 

 
 

2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร  
 

ทฤษฎีบท 2.3.1 ให u และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ จะไดวา cos u v
u v





 

 

 เม่ือ   เปนมุมระหวาง

เวกเตอรท้ังสอง 
 

พิสูจน ให u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ    เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
จากนิยามผลคูณเชิงสเกลารคือ cosu v u v  

   

  

จัดสมการใหม 
                 

cos u v
u v





 

 

  

ดังนั้น สําหรับ  เปนมุมระหวาง u กับ v  จะได cos u v
u v
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ตัวอยาง 2.3.1 ให 4 3u i j 
 

  กับ 5 12v i j 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ จงหามุมระหวาง
เวกเตอรท้ังสอง  

 

วิธีทํา           4 5 3 12 20 36 16u v      
 

    

           2 24 3 16 9 25 5u      
     

                      2 25 12 25 144 169 13v       
      

              
 16 16cos
5 13 65

u v
u v




  


 

 

 

       
       

16arccos
65


     

29
50


  

จึงไดวา มุมระหวาง 4 3u i j 
 

  กับ 5 12v i j 
 

  คือ 29
50
  

 
ตัวอยาง 2.3.2 ให 2u i aj 

 

  และ 3v i j 
 

  เปนเวกเตอร ในระนาบ เม่ือมุมระหวาง u  กับ 

v  เทากับ 
4


 เม่ือ 0a  จงหาเวกเตอร u  

 

วิธีทํา   จากทฤษฎีบท                  cos u v
u v





 

 

 

                                       2 1 3 2 3u v a a    
 

  

ขนาดของเวกเตอร u  และ v ; 24u a 


 และ 1 9 10v   


 

            

   
  2

2 3cos
4 10 4

a

a

      
 

                 
  2

1 2 3
2 10 4

a

a





 

             
 

1
2 210 4

2 3
2

a
a

        
 

             
1

2 22 3 20 5a a    

                 2 22 3 20 5a a    

                       24 12 16 0a a    
      4 1 0a a    

                           4,1a   

แทนคา 1a   ดังนั้น 2u i j 
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ตัวอยาง 2.3.3 กําหนดรูปสามเหลี่ ยม ABC  ท่ี มีจุดยอดอยู ท่ี   0,0A จุด  3,5B  และ          

 5,2C  จงหามุม C   
 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากภาพ                                   0 5 0 2CA i j   


 

 

    5 2i j 
 

 

                               25 4CA  


29  

                                   3 5 5 2CB i j   


 

 

     2 3i j 
 

 

                                4 9CB  


13  

                               5 2 2 3CA CB     
 

 

              10 6 4    

 หามุม C  คือ                มุม arccos CA CBC
CA CB

         

 

 

 

     4arccos
29 13

    
 

     4arccos
377

    
 

ดังนั้น มุมC  คือ 4arccos
377
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ตัวอยาง 2.3.4 ให u i j 
 

  และv ai bj 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ  โดยท่ี ,a b  ไมเปนศูนย      ถา 

  เปนมุมระหวาง u


กับ v  โดยท่ี 4u v 
 

 และ
3tan
4

  จงหา v  และ v  

 

วิธีทํา จาก  
3tan
4

  พิจารณา สามเหลี่ยมมุมฉาก 

 
 
 
 
 

จากภาพพบวา 
4cos
5

  

จาก     cosu v u v  
   

 

พิจารณา            2 2 44 1 1
5

v
      
  

        5 2 v


 

                 5 5 2
22

v  


 

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร v  คือ 5 2
2

 

จาก  u i j 
 

  และ v ai bj 
 

  

         1 1u v a b   
 

 

กําหนดให 4u v 
 

 
จึงได              4a b      ............ 1  

จาก 
                

2 2v a b 


 

เนื่องจาก  5
2

v 
  

จึงได        2 2 5
2

a b   

          2 2 25
2

a b      ............ 2  

จากสมการ  1 ;                4a b       ............ 3  

แทนคาสมการ 3 ในสมการ  2 ;  

จึงได     2 2 254
2

b b    

     2 22 8 16 25b b b     
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            2 22 16 32 2 25b b b     
            24 16 7 0b b    
           2 7 2 1 0b b    

                                     
1 7,
2 2

b    แทนคาในสมการ 3   

จาก                 4a b   

แทนคา 
1 ;
2

b     1 74
2 2

a
      

 

แทนคา 
7 ;
2

b     7 14
2 2

a
      

 

ดังนั้น  
7 1
2 2

v i j 
 



 หรือ 1 7
2 2

v i j 
 



 

 

2.4 ภาพฉายของเวกเตอร  
 

นิยาม 2.4.1 ให u เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนยและ l เปนเสนตรง ถาลากเสนตรง จากจุดตั้งตน
ของเวกเตอร u  ไปตั้งฉากกับเสนตรง l  ท่ีจุด A  และจุดปลายของ u  ไปตั้งฉากกับ
เสนตรง l  ท่ีจุด B  เรียกสวนของเสนตรง AB  วาภาพฉายเชิงสเกลาร (scalar 
projection) ของ u บนเสนตรง l  ใชสัญลักษณแทนดวย lscal u  ดังภาพท่ี 2.4.1 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.1 ภาพฉายเชิงสเกลารของ u บนเสนตรง l  

ถา เวกเตอร u  ทํามุม   กับเสนตรง l  จะไดวา ระยะ AB เทากับ cosu 


 แสดงดังภาพ

ท่ี 2.4.2 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.2 ขนาดภาพฉายเชิงสเกลารของ u บนเสนตรง l  
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นิยาม 2.4.2 ถา u และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย และ  เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
กําหนดภาพฉายเวกเตอร (vector projection) ของ u บน v  ใชสัญลักษณแทนดวย 

vproj u   โดยท่ี  cosv
vproj u u
v





 



 ดังภาพท่ี 2.4.3 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.3 ภาพฉายของเวกเตอรของ u  บน v  

 จากนิยาม                 cosv
vproj u u
v





 



 

     2
u v v u vu v
u v v v

                   

    

 

  



 

 จากภาพท่ี 2.4.3 cosvscal u u 

 

 เม่ือ   เปนมุมระหวาง u กับ v  

ดังนั้น      v
u vscal u u
u v

      


 

 

 

 u v
v



 



 

จาก    2v
u vproj u v
v

      


 

 



u v v
v v

      

  

 

 vscal u w 

 

 

เม่ือ  
vw
v








 เม่ือ w  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

 จะแสดงการพิสูจนสมบัติการกระจาย  u v w u v u w     
      

 โดยพิจารณาจากภาพ

ฉายของเวกเตอร v  และ w  บนเวกเตอร u  ดังนี้ 
 
 
 

 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.4.4 การพิสูจนสมบัติการกระจาย 
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ให un
u








 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  

ทราบวา  AB 


ระยะภาพฉายของ v  บน u v n 
  

 

 BC 


ระยะภาพฉายของ w  บน u w n 
  

 

และ  AB 


ระยะภาพฉายของ v w
 

 บน  u v w n  
   

 

จาก AC AB BC 
  

 จะได  v w n v n w n     
      

 

คูณดวย u  ได u n u
  

 จะได  v w u v u w u     
      

 

โดยสมบัติการสลับท่ี จะได  u v w u v u w     
      

 

 
ตัวอยาง 2.4.1 ให 2 5u i j 

 

  และ 2 3v i j 
 

  จงหาภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  
และภาพฉายเวกเตอรของ u บน v  

 

วิธีทํา จาก    v
u vscal u

v




 





 

            2 5 2 3u v i j i j     
   

 

 

         2 2 5 3 19      

              2 22 3 13v     
  

จึงไดวา                     19
13vscal u 



  

เนื่องจาก ภาพฉายเชิงสเกลารของเวกเตอร คือความยาวจึงไมสนใจเครื่องหมาย 

ดังนั้น ภาพฉายเชิงสเกลารของเวกเตอร u บนเสนตรง v  คือ 19
13

 

จาก          v vproj u scal u w 

  

 

19 2 3
13 13 13

38 57
13 13

i j

i j

              

 

 

 

 

ดังนั้น ภาพฉายเวกเตอรของ u บน v คือ 38 57
13 13

i j
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ตัวอยาง 2.4.2 กําหนดให O  เปนจุดกําเนิดให 3 4OA i j 


 

และ 12 5OB i j 


 

 เปน

เวกเตอรในระนาบ ลากเสน BC  ตั้งฉากกับเวกเตอร OA


 ท่ีจุด C จงหา เวกเตอร 

OC


 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
จากภาพ พบวา OC



 เปน ภาพฉายเวกเตอรของ OB


 บน OA


 

                     
OA

OB OA OAproj OB
OA OA

         



  



 

 

                                       3 4 12 5OA OB i j i j    
 

   

 

          3 12 4 5 16     

                        2 23 4 5OA    


 

จึงได             
16 3 4
5 5OA

i jproj OB
          



 



 

48 64
25 25

i j 
 

 

จึงไดวา 48 64
25 25

OC i j 
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ตัวอยาง 2.4.3 ให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม ลาก BD  ตั้งฉากกับดาน AC  และCD  ตั้งฉากกับดาน 

AB  ถาให u  และ v  แทนเวกเตอร AB


 และ AC


 ตามลําดับ แลวจงหาเวกเตอร 

DE


 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
  
 
จากภาพจะพบวา DE



 เกิดจากการ AE AD
 

  

เนื่องจาก เวกเตอร AE


 เปนภาพฉายเวกเตอรของ v บน u  

และ เวกเตอร AD


 เปนภาพฉายเวกเตอรของ u บน v   

พิจารณา เวกเตอร         uAE proj v 





 

    2
v u u uv u
u u u

                          

   

 

 



             

                  เวกเตอร vAD proj u 





 

    2
u v v vv u

v v v

                          

   

 

 



 

จึงไดวา                     DE AE AD 
  

 
2 2

u vv u v u
u v

                   

 

   

 

 

  2 2
u vu v
u v

        

 

 

 

  

ดังนั้น เวกเตอร DE


คือ   2 2
u vu v
u v
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ตัวอยาง 2.4.4 กําหนดให จุด O เปนจุดกําเนิด 3OA i j 


 

 และ 4OB i j 


 

 เปนเวกเตอร

ในระนาบ  จากจุด A  ลากเสนตรงไปตั้งฉากกับ OB


 ท่ีจุด D  จงหาพ้ืนท่ีของ
สามเหลี่ยม OAD  

 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 จากรูปสามเหลี่ยม OAD  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีความยาวดาน AD  เปนสวนสูง และมี
ความยาวดาน OD  เปนฐาน  

ซ่ึง                    
OB

OD scal OA 



 

     

   
   

     

2 2

3 4

4 1

1 4 3 1 7
16 1 17

i j i jOA OB
OB

  
 




 



   

 



 

จึงไดความยาวฐาน คือ 7
17

  

         
 v OB

OBOD proj u scal OA
OB

  



 





 

     
 

7 4
17 17

i j              

 

 

     28 7
17 17

i j 
 

 

จึงได จุด D  คือ 28 7,
17 17
    

 

สวนสูง AD คือระยะทางจากจุด A ถึงจุด D  

จึงได 
          

2 228 71 3
17 17

AD
               

11
17

  

จึงได ความสูง คือ 11
17
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          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1
2

OAD AD OD    

     

1 7 11
2 17 17
77 2.26
34

  

 

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม OAD  คือ 2.26  ตารางหนวย 
 

2.5 การประยุกตของเวกเตอรในระนาบ  
 

ทฤษฎีบท 2.5.1 ให l  เปนเสนตรงในระนาบ ซ่ึงผานจุด  1 1 1,P x y และตั้งฉากกับเวกเตอร 

N ai bj 


 

 ท่ีจุด  ,P x y  จะไดวาสมการเสนตรง l  สามารถหาไดจาก

ความสัมพันธคือ 1 0N PP 




 และสมการเสนตรง คือ 0ax by c    เม่ือ c  

เปนสเกลารใด ๆ ดังภาพท่ี 2.5.1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.1 เสนตรง l  
  

พิสูจน  ใหเสนตรง l  ผานจุด  1 1 1,P x y  และ N ai bj 


 

 เปนตั้งฉากกับเสนตรง l  ท่ีจุด 

 ,P x y  ดังภาพท่ี 2.5.1 เวกเตอร 1PP


 คือ    1 1x x i y y j  
 

   

จาก 1PP


 ตั้งฉากกับ N


 ดังนั้น  1 0N PP 




        

                    1 1 0ai bj x x i y y j        
   

 

               1 1 0a x x b y y     
                 1 1 0ax ax by by     

                                     0ax by c     เม่ือ  1 1c ax by    

ดังนั้น สมการเสนตรง l  คือ 0ax by c    เม่ือ c  เปนสเกลารใด ๆ 
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ตัวอยาง 2.5.1 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  5, 2 และตั้งฉากกับเวกเตอร 2 3N i j 


 

 
 

วิธีทํา  ใหเสนตรง l  ผานจุด  1 5, 2P   และตั้งฉากกับเวกเตอร 2 3N i j 


 

ท่ีจุด  ,P x y   

พิจารณา    1 5 2PP x i y j   


 

 จึงไดวา 1PP


 ตั้งฉากกับ 2 3N i j 


 

 

            1 0N PP 




 

             2 3 5 2 0i j x i y j     
   

 

                      2 5 3 2 0x y      

                          2 10 3 6 0x y     
                               2 3 16 0x y    

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 2 3 16 0x y    
 
ตัวอยาง 2.5.2 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  1,3 และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  2, 3  และ

 5,4  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
   

 

 
ให 1l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  1 1,3P   และ 2l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  2, 3  และ 5,4  

ให 1l  ตั้งฉากกับ 2l  ท่ีจุด  ,P x y  

ใหเวกเตอร N


 ผานจุด  2, 3  และจุด  5,4  

    5 2 4 3 3 7N i j i j      


   

 

พิจารณา                     1 1 3PP x i y j   


 

 

เนื่องจากเวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเวกเตอร 1PP


 

                       1 0N PP 




 

                                  3 1 7 3 0x y             

              3 3 7 21 0x y       
                                       3 7 18 0x y    

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 3 7 18 0x y     
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ตัวอยาง 2.5.3 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  2,6  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  4,4 และ 

 1,1  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 

 
 
 
 
 

ให 1l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  1 2,6P  และ 2l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  4,4  และ 1,1  

ให 1l  ตั้งฉากกับ 2l  ท่ีจุด  ,P x y  

ใหเวกเตอร N


 ผานจุด  4,4  และ 1,1  

                                 
     1 4 1 4 3 3N i j i j         


   

 

พิจารณาเวกเตอร    1 2 6PP x i y j   


 

 

 เนื่องจากเวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเวกเตอร 1PP


 

                                          1 0N PP 
 

 
         3 2 3 6 0x y     

                             3 6 3 18 0x y     
              3 3 12 0x y                 

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 3 3 12 0x y     
 
ทฤษฎีบท 2.5.2 เวกเตอร N ai bj 


 

 จะตั้งฉากกับเสนตรง 0ax by c    เม่ือ , 0a b    
 

พิสูจน ให N ai bj 


 

 เปนเวกเตอรใด ๆ สําหรับ , 0a b   และ  1 1 1, ,P x y   2 2 2,P x y  เปน

สองจุดตางกันบนเสนตรง 0ax by c     

จึงไดวา                         1 1 0ax by c         ........... 1  

และ                          2 2 0ax by c         ........... 2  

นําสมการ 2 สมการ 1 ;    2 2 1 1 0ax by c ax by c       

               2 1 2 1 0a x x b y y     

            2 1 2 1 0ai bj x x i y y j        
   

 

นั่นคือ 1 2 0N PP 
 

เนื่องจาก  0N 


และ 1 2 0PP 


  

ดังนั้น เวกเตอร N


 ตั้งฉากกับ 1 2PP


 

นั่นคือ เวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเสนตรง 0ax by c     
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ตัวอยาง 2.5.4 จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ เสนตรง 2 3 5 0x y     
 

วิธีทํา  จากเสนตรง 2 3 5 0x y    

โดยทฤษฎีบทเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ 2 3 5 0x y     

คือ 2 3N i j 


 

  
 
ตัวอยาง 2.5.4 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y    
 

วิธีทํา โดยทฤษฎีบท เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y   คือ 2N i j 


 

 

                                22 1 5N   


 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y   คือ 2 1
5 5

i j
 

 

 
ระยะทางตั้งฉากจากจุดไปยังเสนตรง 
 

ทฤษฎีบท 2.5.2 ให  1 1 1,P x y  เปนจุดใด ๆ ในระนาบ และสําหรับเสนตรง : 0l ax by c    

ระยะตั้งฉากจากจุด 1P  ไปยังเสนตรง l  ใชสัญลักษณแทนดวย d  กําหนดโดย 

1N
d scal PP 



 เม่ือ P  เปนจุดตัดแกน Y  ของเสนตรง l  เม่ือ P  เปนจุดตัด

แกน Y  ของเสนตรง l  

 

พิสูจน กําหนด จุด  1 1 1,P x y  และเสนตรง : 0l ax by c     ดังภาพท่ี 2.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.2 ระยะทางระหวางจุด  1 1 1,P x y ไปยังเสนตรง l  
 

จากเสนตรง : 0l ax by c      
หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   
จึงได      0 0a by c    

                                            by c  

                                             cy
b
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จุดตัดแกน Y  คือ 0, cP
b

     
 

พิจารณาเวกเตอร 1PP


 เม่ือ 0, cP
b

     
 และ  1 1 1,P x y  

จึงได  1 0 c cPP x i y j xi y j
b b

                        



   

 

เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง : 0l ax by c    คือ N ai bj 


 

 ดังภาพท่ี 2.5.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.3 การพิสูจนทฤษฎีบท 2.5.2 
 

 จากภาพท่ี 2.5.3 พบวา 1N
d scal PP 



 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด  1 1,P x y ถึงเสนตรง : 0l ax by c    คือ 1N
d scal PP 



 

พิจารณา 
          

     1N
d scal PP 



1PP N
N




 



 

     
 1 1

2 2

cx i y j ai bj
b

a b

             




   

 

   

  

1 1

2 2

1 1

2 2

cax b y
b

a b
ax by c

a b

     



 




 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด  1 1,P x y ถึงเสนตรง 0ax by c    คือ 
   1 1

2 2

a x b y c

a b
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ตัวอยาง 2.5.5 จงหาระยะทางจากจุด  1,3  ไปยังเสนตรง 2 5 10 0x y     
 

วิธีทํา        2 5 10 0x y     

        
5 2 10

2 2
5

y x

y x

 

 
 

หาจุดตัดแกน Y  ให 0x  ไดคา  2y    จุดตัดแกน Y  คือ  0,2  

หาจุดตัดแกน X  ให 5x  ไดคา 0y    จุดตัดแกน X  คือ  5,0  

หาเวกเตอร 1PP


  โดยท่ี จุด  0,2P  และจุด  1 1,3P  

พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

      1 1 0 3 2PP i j i j     


   

 

     1N
d scal PP 



 

       
  

1

2 5

4 25

PP N

N

i j i j




 




 



   

 

       

   2 1 5 1

29
7
29

  




 

ดังนั้น ระยะทางจากจุด  1,3  ไปยังเสนตรง 2 5 10 0x y    คือ 7
29

หนวย 
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ตัวอยาง 2.5.6 จงหาระยะทางจากจุด  3, 1  ไปยังเสนตรง : 3 15 0l x y    
 

วิธีทํา  จาก : 3 15 0l x y    

หาจุดตัดแกน Y  ให 0;x    0 3 15 0y    

                3 15y   
                                                   5y   

จุดตัดแกนY  คือ  0, 5P   

ให N


 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง : 3 15 0l x y    

จึงได 3N i j 


 

 

พิจารณาเวกเตอร 1PP


 เม่ือ  1 3, 1P   

                          1 3 0 1 5PP i j    


 

 

     3 4i j 
 

 

พิจารณา                                1 3 4 3PP N i j i j    



   

 

          3 1 4 3
9

  


 

พิจารณา                       3N i j 


 

  

        2 21 3

10

  


     

จาก                          1N
d scal PP 



 

     1PP N
N









 

     

9
10
9
10





 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด 3, 1  ไปยังเสนตรง : 3 15 0l x y    คือ 
9
10

หนวย 
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2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร 
 

สําหรับ u  และ v  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ     ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ซ่ึงทํามุม   กัน
อยูในระนาบและจากกฎมือขวา เม่ือกวาดมือขวาจาก u ไป v  จะไดเวกเตอรหนึ่งหนวย n  ท่ีมี
ทิศทางตั้งฉากกับระนาบและชี้ไปในทางนิ้วหัวแมมือ ซ่ึงจะนิยามผลคูณเชิงเวกเตอรดังนี้ 

 

นิยาม 2.6.1 ในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงเวกเตอร (vector product) ของเวกเตอร u  และ v  ใช
สัญลักษณแทนดวย u v

 

 คือ เวกเตอรซ่ึงตั้งฉากกับ u  และ v  โดยทิศทางของ u v
 

 
สอดคลองตาม กฎมือขวา ดังภาพท่ี 2.6.1 

 
 
 
 
   
 

 
 

ภาพท่ี 2.6.1 กฎมือขวา 
 

 และขนาดของ u v
 

 คือ sinu v 
 

 เม่ือ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  ซ่ึง 0   

กลาว คือ sinu v n u v  
    

 

 เม่ือ n  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยซ่ึงตั้งไดฉากกับ u  และ v  โดยท่ี  ,u v   และ n  อยูในกฎ
มือขวาดังภาพท่ี 2.6.2 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ภาพท่ี 2.6.2  u v

 

 และ v u
 

  
 

 จากนิยาม เวกเตอร u v
 

 จะตั้งฉากกับ u  และ v  เรียกอีกชื่อหนึ่งวา ผลคูณไขว (cross 
product) ของ u และ v  เพราะอยูในรูปของผลคูณของเวกเตอร u v
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ตัวอยาง 2.6.1 ให u  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ซ่ึงไมใชเวกเตอรศูนย จงพิจารณาผลคูณเชิง
เวกเตอรระหวาง u กับ u  

 

วิธีทํา พิจารณา  u u
 

 มุมระหวาง u กับ u  คือ 0  
 จากนิยาม จึงได            sin 0u u n u u 

    

   

    
0

0

n u u



  



 

ดังนั้น ผลเชิงเวกเตอรระหวาง u กับ u คือ 0


 
 
ตัวอยาง 2.6.2 จงพิจารณาผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานในปริภูมิสามมิติ 
 

วิธีทํา  พิจารณา i i
 

 เนื่องจาก มุมระหวาง i


กับ i


 คือ 0  
 

จากตัวอยาง 2.6.2 จึงไดวา 0i i 


 

 

ในทํานองเดียวกัน 0j j 


 

 และ 0k k 
  

 

พิจารณา i j
 

 จากภาพท่ี 2.6.3 มุมระหวาง i


กับ j


 คือ  

                    sin
2

i j n i j      

   



 

   1 1 1n
n









 

แตเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย i


กับ j


 และอยูในกฎมือขวา คือ k


 จึงได

วา i j k 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
                

         ภาพท่ี 2.6.3  i j
 

                   ภาพท่ี 2.6.4 j i
 

 
 
 
 

2
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พิจารณา j i
 

 จากภาพท่ี 2.6.4 มุมระหวาง j


 กับ i


คือ 
2


  

            sin
2

j i n j i       

   



 

   1 1 1n
n

 







  

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย j


กับ i


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

k


 จึงไดวา j i k 


 

 ดังภาพ 2.6.4 

พิจารณา j k




 จากภาพท่ี 2.6.5 มุมระหวาง j


 กับ k


คือ 
2
  

            sin
2

j k n j k      

 

 



 

   1 1 1n
n









 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย j


 กับ k


 และอยูในกฎมือขวา คือ i


 
จึงไดวา  j k i 



 

 ดังภาพท่ี 2.6.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           ภาพท่ี 2.6.5 j k




             ภาพท่ี 2.6.6 k j




 

พิจารณา  k j




 จากภาพท่ี 2.6.6 มุมระหวาง k


 กับ j


คือ 
2


  

             sin
2

k j n k j       

 

 



 

   1 1 1n
n

 







 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย k


กับ j


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

i


 จึงไดวา k j i 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.6 
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พิจารณา k i




 จากภาพท่ี 2.6.7 มุมระหวาง k


 กับ i


 คือ 
2
  

                                  sin
2

k i n k i      

 

 



 

   1 1 1n
n









 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย k


กับ i


 และอยูในกฎมือขวา คือ  j


  
จึงไดวา  k i j 



 

 ดังภาพท่ี 2.6.7 

พิจารณา i k




 จากภาพท่ี 2.6.8 มุมระหวาง i


 กับ k


คือ 
2


  

                                  sin
2

i k n i k       

 

 

  

   1 1 1n
n

 







    

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย i


 กับ k


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

j


 จึงไดวา i k j 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
               

      ภาพท่ี 2.6.7 k i




               ภาพท่ี 2.6.8  i k




 
 
ดังนั้น ผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรปกติมาตรฐานสรุปไดดังนี้ 
 

0i i 


 

 0j j 


 

 0k k 
  

 

i j k 


 

 j i k 


 

 j k i 


 

 

k j i 


 

 k i j 


 

 i k j 
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สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 

ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ,r s  เปนสเกลารใด ๆ 

1. 0u v 


 

 ก็ตอเม่ือ เวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร v  
2.  u v v u  

   

 

3.  

4.  และ  

5.  
 

พิสูจน  1. สําหรับ  และ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  
ให           

จากนิยาม                         เม่ือ  เปนมุมระหวาง  และ  

เนื่องจาก  และ   

จึงไดวา           เม่ือ    
นั่นคือ หรือ   
ดังนั้น เวกเตอร  และ  ขนานกัน 
 

ให เวกเตอร  และ  ขนานกัน 
  จึงไดวา มีจํานวนจริง  ซ่ึงทําให   
ทําใหมุมระหวาง กับ  คือ  หรือ   

นั่นคือ  

จึงไดวา   

ดังนั้น สําหรับ  และ เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  ก็ตอเม่ือ  และ ขนานกัน 
 

2. แบงการพิสูจนออกเปน 2 กรณีคือ 

กรณีท่ี 1 ถา  หรือ   
จะไดวา  และ  
ดังนั้น  

 กรณีท่ี 2 ถา  และ  
พิจารณา  โดยท่ี  และ  สอดคลองกฎมือขวา 

และ       โดยท่ี  และ  สอดคลองกฎมือขวาดังภาพ

ท่ี 2.6.9 
 
 
 
 

      ru sv rs u v  
   

     u v w u v u w     
            u v w u w v w     

      

0 0u 
 



u v

 0u v 


 

sin 0n u v 


  

 u v

0, 0u v 
 

0n 




sin 0 0   

0 

u v

 u v

m u mv
 

u v 0 

 sin 0 0u v n u v  


    

0u v 


 

u v 0u v 


  u v

0u 


 0v 




0u v 


  0v u 


 

 u v v u  
   

0u 


 0v 




1 sinu v n u v  
     ,u v  1n

2 sinv u n v u  
     ,u v  2n



ตัว
อย
่าง

79 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.6.9 ทิศทางของ  และทิศทางของ  
 

จากภาพท่ี 2.6.9 พบวา  

ดังนั้น  
 

3. สําหรับ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  และ  และ  เปนมุมระหวาง และ  
จากนิยาม                 

 

ดังนั้น  

4. สําหรับ  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ ให  

และสําหรับ  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย 

พิจารณา                                    

 

แสดงวา  หรือ  ตั้งฉากกับ  ซ่ึงเลือกเวกเตอร  ไมตั้งฉากกับ จะได  
นั่นคือ   

ดังนั้น  

ในการพิสูจน ใชการพิสูจนทํานองเดียวกัน 

5. สําหรับ เวกเตอร ใด ๆ  

พิจารณา         

     

ดังนั้น สําหรับ เปนเวกเตอรใด ๆ  

u v
  v u

 

1 2n n
 

 u v v u  
   

n u v  u v

    sinru sv n ru sv  
    

  
  

sin

sin

n r u s v

rs n u v

rs u v









 

  

  

 

      ru sv rs u v  
   

,u v  w      b u v w u v u w      


      

a

     a b a u v w u v u w          


        

     
       
   
0

a u v w a u v a u w

a u v w a u v a u w

a u v w v w

           
         

       


         

         

     

0b 
 

a b


a b


0b 
 

      0u v w u v u w      
      

     u v w u v u w     
      

     u v w u w v w     
      

u

0 0 sinu n u  
 

  

 0 sin

0

n u 



 



u 0 0u 
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2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร 
  

ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว 

ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  

 

พิสูจน ให และ  

       

              

          

 

  

 

 

ดังนั้น  

 
 
 
 
 
 
 

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
 



 

 

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



   1 1 1 2 2 2u v a i b j c k a i b j c k      
 

   

 

     1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2a i a i b j c k b j a i b j c k c k a i b j c k           
   

       

           
     

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

a i a i a i b j a i c k b j a i b j b j b j c k

c k a i c k b j c k c k

            

    

 

         

   

 

             
           

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a i i a b i j a c i k b a j i b b j j

b c j k c a k i c b k j c c k k

          

      



        

    

  

                 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1a b k a c j a b k b c i a c j b c i        
 

   

     1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1b c b c i a c a c j a b a b k     


 

 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1
b c a c a b

i j k
b c a c a b

   


 

1 1 1

2 2 2

i j k
a b c
a b c





 

1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
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ตัวอยาง 2.7.1 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จงหา 

 
 

วิธีทํา             

 

 

จึงไดวา   
 

ตัวอยาง 2.7.2 จงหา  เม่ือ กําหนดจุด  จุด  และจุด

  
 

วิธีทํา      

    

                              

 

 

จึงไดวา  คือ  
 

ตัวอยาง 2.7.3 ให   และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  และ  

 

 วิธีทํา  เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ และ  คือ  

 พิจารณา        

2u i j k  


 

 v i j k  


 



u v
 

1 2 1
1 1 1

i j k
u v  





 

 

     2 1 1 1 1 2

3 3

i j k

i k

             

 



 





3 3u v i k  




 

AB AC
 

 3,5,2A  1, 1,6B 

 2,1,4C 

     1 3 1 5 6 2AB i j k      
 

 

2 6 4i j k  


 

     2 3 1 5 4 2AC i j k      
 

 

5 4 2i j k  


 

2 6 4
5 4 2

i j k
AB AC   

 



 

 

     

6 4 2 4 2 6
4 2 5 2 5 4

12 16 4 20 8 30

i j k

i j k

   
  

   

               



 



 

4 16 22i j k  


 

AB AC
 

4 16 22i j k 


 

3 6 2u i j k  


 

 4 3v i j k  


 



u v

u v
u v
u v



 

 

3 6 2
4 3 1

i j k
u v  
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ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  กับ  คือ  

 
ตัวอยาง 2.7.4 ใหจุด  จุด และจุด  เปนจุดใน 3 มิติ จงหา 

เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีผานจุด และ  และมีความยาวเทากับ 5 หนวย  
 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

                       
    

                    
     

พิจารณา                      

    

     6 6 3 8 9 24

5 15

i j k

j k

               

 



 





   2 25 15u v   
 

25 225

250 5 10

 

 

5 15
5 10

u v j k
u v
  








 

 

1 3
10 10

j k 




u v
1 3
10 10

j k 




 1, ,1,0A   2,1, 1B   1,1,2C 

,A B C

      2 1 1 1 1 0AB i j k       
 

 

2i j k  


 

      1 1 1 1 2 0AC i j k       
 

 

2 2 2i j k  


 

1 2 1
2 2 2

i j k
AB AC  





 

 

2 1 1 1 1 2
2 2 2 2 2 2

i j k
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เวกเตอรท่ีตั้งฉากและยาว 5 หนวย 

       

 

                

 

ดังนั้น เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีมีความยาวเทากับ 5 หนวย คือ  

 

ตัวอยาง 2.7.5 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ      
พิจารณาวา ขนานกับ  หรือไม 

 

วิธีทํา            

 

 

ดังนั้น ขนานกับ  
 

ตัวอยาง 2.7.6 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ      

โดย ขนานกับ  จงหา  
 

วิธีทํา  โดยทฤษฎีบท  ขนานกับ  จึงได  

พิจารณา                   

     4 2 2 2 2 4

6 6

i j k

i k

     

 



 





   2 2

6 65
6 6

i k
         





6 65
72

1 15
2 2

i k

i k

      
     









5 5
2 2

i k
     





3 2u i j k  


 

 9 3 6v i j k  


 



u v

3 1 2
9 3 6

i j k
u v  





 

 

1 2 3 2 3 1
3 6 9 6 9 3

i j k
 

  
 



 

     6 6 18 18 9 9

0 0 0 0

i j k

i j k

       

   



 

 

 

u v

3
2

u i aj k  


 

 84 9
3

v i j k  


 



u v a

u v 0u v 


 

3 1
2

84 9
3

i j k

u v a  
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เนื่องจาก                     

              
 

จึงได                          

                                             

ดังนั้น                                       

 

ตัวอยาง 2.7.7 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ            
จงแสดงวา ตั้งฉากกับ   

 

วิธีทํา โดยพิจารณา  หรือไม 

             

 

     

 

พิจารณา                           

     

เนื่องจากทฤษฎีบท    

ดังนั้น เวกเตอร ตั้งฉากกับ    
 
 

31 31
2 28 89 4 943 3

a a
i j k

 
  

  



 

 8 279 4 4 4
3 2
8 27 8 27

3 2

a i j a k

a ai k

                  
              



 





0u v 


 

8 27 8 27 0 0 0
3 2

a ai k i j k
                

 

  

8 27 0
3

a


8 27a 
27
8

a 

2u i j k  


 

 4 3v i j k  


 



u u v
 

  0u v u  
  

2 1 1
4 3 1

i j k
u v 





 

 

1 1 2 1 2 1
3 1 4 1 4 3

i j k  
 



 

     1 3 2 4 6 4i j k             


 

2 6 10i j k  


 

     2 2 10 2u v u i j k i j k        
 

   

  

        2 2 6 1 10 1
4 6 10

0

    

  


  0u v u  
  

u u v
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ตัวอยาง 2.7.8 ให 2u ai bj k  


 



 และ 2 3v ai bj 
 

  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยท่ี 

a  และb  เปนจํานวนเต็มบวก และ  เปนมุมระหวาง  กับ  ถา และ

 แลว  
 

วิธีทํา  พิจารณา        

     

 

                                 

 

                                               

    

จาก                                 

                                             

 

 

                                  

                                    

                                   
             

จาก                      

                                               
                                 
                                      
                                                

แทนคาสมการ ในสมการ  

 u v 3u 


1cos
3

 u v
 

2
2 3 0

i j k
u v a b

a b
 





 

 

2 2
3 0 2 0 2 3
b a a b

i j k
b a a b

  
 



 

     0 6 0 4 3 2

6 4 5

b i a j ab ab k

bi aj abk

         

  



 



 

   2 2 3u v ai bj k ai bj     


   

 

        
2 2

2 3 2 0

2 3

a a b b

a b

   

 
2 3v ai bj 
 



   2 2

2 2

2 3

4 9

a b

a b

  

 

cos u v
u v





 

 

  
2 2

2 2

1 2 3
3 3 4 9

a b

a b






2 2 2 24 9 2 3a b a b  

 22 2 2 24 9 2 3a b a b  
2 2 4 2 2 44 9 4 12 9a b a a b b   

4 2 2 4 2 24 12 9 4 9 0a a b b a b      ........... 1

2u ai bj k  


 



2 23 4a b  
2 2 4 9a b  

2 2 9 4 5a b   
2 25a b   ........... 2

 2  1
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      หรือ    

                หรือ        

           หรือ         

จากโจทยกําหนดให เปนจํานวนเต็มบวก 
จึงไดวา    แทนคาในสมการ  

จาก สมการ             

แทนคา            

     
               
จากโจทยกําหนดให  เปนจํานวนเต็มบวก 
จึงได   

จาก                                  

แทนคา จึงได          

 

ดังนั้น  
 

ตัวอยาง 2.7.9 ให  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยท่ี  และ
จงหา  

 

วิธีทํา  ให  

พิจารณา          

     
 

     22 2 2 4 2 24 5 12 5 9 4 5 9 0b b b b b b       

 2 4 2 4 4 2 24 25 10 60 12 9 20 4 9 0b b b b b b b        

2 4 2 4 4 2 2100 40 4 60 12 9 20 4 9 0b b b b b b b        
     4 4 4 2 2 2 24 12 9 4 9 40 60 100 20 0b b b b b b b        

4 225 105 80 0b b  
4 25 21 16 0b b  

  2 25 16 1 0b b  
25 16 0b   2 1 0b  

2 16
5

b  2 1b 

4
5

b  1b 

b
1b   2

 2 ; 2 25a b 

1b   22 5 1a  

5 1 4  

2a 
a

2a 

6 4 5u v bi aj abk   


 

 

2, 1a b        6 1 4 2 5 2 1u v i j k   


 

 

6 8 10i j k  


 

6 8 10u v i j k   


 

 

3 4 5u i j k  


 



0u v 


 

50u v 
  v

v ai bj ck  


 



3 4 5
i j k

u v
a b c

  



 

 

4 5 3 5 3 4
i j k

b c a c a b
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เนื่องจากโจทยกําหนด                    

 

                 

             

                    

จากสมการ                        

               

                 

จากสมการ     

                                              

      
              

 

แทนคา  และ  ในเวกเตอร  

จึงไดวา                    

จาก                                   
พิจารณา      

      
 

                      

                     
                                    
                                           

                                          

       

ดังนั้น  
 
 
 

     

     

4 5 3 5 3 4

4 5 3 5 3 4

c b i c a j b a k

c b i c a j b a k

             

     



 



 

0u v 


 

     4 5 3 5 3 4 0 0 0c b i c a j b a k i j k       
 

   

4 5 0c b   ............ 1

3 5 0c a    ............ 2

3 4 0b a   ............ 3

 1 ; 4 5 0c b 

5 4b c
4
5

b c

 2 ; 3 5 0c a  

5 3a c 
3
5

a c

3
5

a c
4
5

b c v ai bj ck  


 



3 4
5 5
c cv i j ck

                



 



50u v 
 

50u v 
 

 3 43 4 5 50
5 5
c c c

                 
9 16 5 50
5 5
c c c   

9 16 25 250c c c   

50 250c 

5c 

 3 5 3
5

a  

 4 5 4
5

b  

3 4 5v i j k  
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2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต 
 

ทฤษฎีบท 2.8.1 สี่เหลี่ยมดานขนาน (parallelogram area) ท่ีมีเสนขอบเปนเวกเตอร u  และ v  จะ
ไดวา พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานคือ u v

 

  

 

พิสูจน ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ พิจารณาขนาดของผลคูณเวกเตอรจะได 
sin

sin

u v n u v

u v





 



    

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 2.8.1 รูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเสนขอบ 

 

 พิจารณาภาพท่ี 2.8.1 เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีเวกเตอร u  และ v  เปนเสนขอบ     
จะไดวา u  เปนความยาวของฐาน และ sinv 



 เปนสวนสูงของรูปสี่เหลี่ยม จะไดวา u v
 

 คือ

พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเปนเสนขอบ โดยท่ี 
                                    พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน sinu v 

 

 

       u v 
 

 

 ผลคูณ u v
 

 เปนเวกเตอรพ้ืนท่ีกลาวคือ u v
 

จะมีคาเทากับพ้ืนท่ี และu v
 

 มีทิศทาง

ตั้งฉากกับบริเวณพ้ืนท่ีนั้น  
จากทฤษฎีบท 2.8.1จะไดวาพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม (triangle area) ซ่ึงมี u  และ v  เปนเสน

ขอบ พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยมสามารถหาไดโดยพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม 1
2

u v 
 

 
 

จากผลลั พธ ขอ งผล คูณ เชิ ง เ ว ก เ ตอร  และทฤษฎี บท  2 . 8 . 1สํ าหรั บ เ วก เ ตอร  

1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเสน

ขอบ คือ  
 

พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน 1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
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 ในทํานองเดียวกันสามารถคํานวณพ้ืนท่ีสามเหลี่ยมมี u  และ v  เปนเสนขอบ คือ 

 พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1 1 1

2 2 2

1 1
2 2

i j k
u v a b c

a b c
  



 

 

 

 

ตัวอยาง 2.8.1 ให 3 2 2u i j k  


 



 และ 5 3v i j k  


 



 เปนเสนขอบของรูปสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน จงหาพ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน และพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  
 

วิธีทํา            พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน u v 
 

  

3 2 2
5 3 1

i j k
  





 

 

2 2 3 2 3 2
3 1 5 1 5 3

i j k
   

  
 



 

 

     2 6 3 10 9 10i j k       


 

 

8 13i j k   


 

 

     2 2 28 13 1     

234  
ดังนั้น พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ 234  ตารางหนวย 

           พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1
2

u v 
  1 234

2
  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม คือ 234
2

 ตารางหนวย 

 
ตัวอยาง 2.8.2 จงหาพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  โดยมีจุดยอดอยูท่ีจุด  จุด  และ

จุด  ดังภาพ 

 
 
 
 
 
 
 
 

ABC  2,1,3A   1, 1,1B 

 3, 2,4C 
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วิธีทํา         
 

 

          

          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  

พิจารณา              

  
 

 

    

          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  คือ  ตารางหนวย 

 

ตัวอยาง 2.8.3 ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จงหา  
1. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี และ เปนเสนขอบ 
2. พ้ืนท่ีสามเหลี่ยมท่ีมี และ เปนเสนขอบ 

 

วิธีทํา  1. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน     

     

 

 

 
ดังนั้น พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  ตารางหนวย 

     1 2 1 1 1 3AB i j k         
 

 

3 2 2i j k  


 

     3 2 2 1 4 3AC i j k         
 

 

5 3i j k  


 

ABC
1
2

AB AC 
 

3 2 2
5 3 1

i j k
AB AC   





 

 

2 2 3 2 3 2
3 1 5 1 5 3

i j k
   

  
 



 

     2 6 3 10 9 10

8 13

i j k

i j k

               

  



 



 

ABC
1 8 13
2

i j k   


 

      2 2 21 8 13 1
2
3 26

2

    



ABC
3 26

2

2u i j k  


 



2 3v i k 






u v

u v

u v 
 

1 2 1
2 0 3

i j k
 





 

     

2 1 1 1 1 2
0 3 2 3 2 0

6 0 3 2 0 4

i j k

i j k

 
  

 

        



 



 

6 4i j k  


 

53

53
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2.  พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม   

    

ดังนั้น  พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม คือ  ตารางหนวย 

 
ทฤษฎีบท 2.8.2 ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ถา  เปน     

มุมระหวางเวกเตอรท้ังสองแลว  เม่ือ   

 

พิสูจน ให  และ  

จาก       

               

             

                        

  
 

   

  
 

   

  
 

   

เนื่องจาก  จึงไดวา   
ดังนั้น  

 
ตัวอยาง 2.8.4 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ กําหนดให  มุมระหวาง

เวกเตอรท้ังสองเทากับ  จงหา  
 

วิธีทํา  จาก                

     2 3 sin
6

3





 

ดังนั้น  

 

1
2

u v 
 

1 53
2



53
2

u v 
sinu v u v  

   

0   

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



     1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1u v b c b c i c a c a j a b a b k      


 

 

     2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1u v b c b c c a c a a b a b      

 

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 22 2u v b c b c b c b c c a c a c a c a a b       

 

2 2
1 2 2 1 2 12a b a b a b 

    22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2a b c a b c a a b b c c       
2 2 2u v u v  
   

22 2 cosu v u v  
   

2 2 2 2 2cosu v u v  
   

 2 2 21 cosu v  
 

2 2 2sinu v 
 

0    sin 0
sinu v u v  

   

u v 2, 3u v 
 

6
 u v

 

sinu v u v  
   

3u v 
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ตัวอยาง 2.8.5 จงแสดงวา  
 

วิธีทํา จาก                

พิจารณา   
  

 

 

    

จึงไดวา   

 
2.9 ทอรก  
 

นิยาม 2.9.1 ทอรก (torque) คือ ปริมาณท่ีทําใหเกิดการหมุนของวัตถุอันเนื่องมาจากแรงลัพธท่ี
กระทําตอวัตถุไมผานศูนยกลางมวล ทอรกเปนปริมาณเวกเตอร มีทิศทางตั้งฉากกับ
ระนาบการหมุนของวัตถุ โดยทิศทางของทอรกจะพุงออกต้ังฉากกับระนาบการหมุน
เม่ือวัตถุหมุนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และทิศทางของทอรก 

 

 จากภาพท่ี 2.9.1 เม่ือหมุนสลักเกลียว (bolt) ดวยแรง  ดวยกุญแจปากตายเพ่ือขัดสลัก
เกลียวใหหมุนไปขางหนา จะไดขนาดของทอรกข้ึนอยูกับระยะและทิศทางของแรง  ท่ีกระทําตอ
กุญแจปากตาย โดยหาไดจากผลคูณของความยาวของคาน  และสวนประกอบสเกลารของเวกเตอร 

 ท่ีตั้งฉากกับ  ดังนั้น ขนาดของทอรก   

 
ให  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยตามแนวแกนน็อตในทิศทางของทอรก จะได  
              เวกเตอรทอรก  

 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.9.1เวกเตอรทอรก 
ท่ีมา (แคลคูลัส, 2548: 631) 

 22 2 2u v u v u v   
     

sinu v u v  
   

 
22 sinu v u v     

   

 2 2 2sinu v 
 

  
 

  
 

2 2 2

2 2 2 2 2

22 2

22 2

1 cos

cos

cos

u v

u v u v

u v u v

u v u v







 

 

 

  

 

   

   

   

 22 2 2u v u v u v   
     

F


F


r

F


r  sinr F 




r F 




n

r F 




 sinn r F 


 

http://dict.longdo.com/search/torque
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ตัวอยาง 2.9.1 จงหาขนาดของทอรกท่ีกระทําโดยแรง  ตามภาพ 
 

 
 
 
 
 
 

วิธีทํา          ขนาดของทอรก  

 

    

    ฟุต-ปอนด 
ดังนั้น ขนาดของทอรกท่ีกระทําโดยแรง  คือ  ฟุต-ปอนด 
 
ตัวอยาง 2.9.2 ใหประตูกวาง 5 ฟุต ซ่ึงแรงในแนวนอน (horizontal force) ขนาด 30 ปอนด กระทํา

ท่ีขอบประตูจงหา ทอรกของแรงรอยบานพับของประตู  
 
 

 
 
 
 
 
 
 

วิธีทํา จากภาพขนาดของทอรก     

 เม่ือ คือ ความกวางของประตู 

 

ดังนั้น ทอรกของแรงรอยบานพับของประตูคือ  ฟุต-ปอนด 

 
 

F


PQ F 




 sinPQ F 




    4 40 sin 80 

157.57

F


157.57

PQ F 




 sinPQ F 




PQ


     35 30 sin 150
3 2

75 3

        


75 3
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2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร 
 

นิยาม 2.10.1 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอร สามเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงสเกลารของ

สามเวกเตอร (scalar triple product) ใชสัญลักษณ แทนดวย  u v w 
  

 หรือ 

u v w 
  

  หรือ  , ,u v w  

 โดยมีรูปแบบสมการดังนี้   cosu v w u v w    
     

 

เม่ือ  เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ v w
 

 

 

ในบางครั้งเรียก  u v w 
  

 วาผลคูณแบบกลอง (box product) ของเวกเตอร ,u v   และ w  ดวย 
 

 ในการคํานวณหาคาผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอรโดยอาศัยสวนประกอบของ
เวกเตอร สามารถหาไดในรูปดีเทอรมิแนนตดังทฤษฎีบทตอไปนี้  
 
ทฤษฎีบท 2.10.1 ให  และ  

เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

 

พิสูจน  ให  และ  

                                   

 

                            
 

  

ดังนั้น   

 
 
 
 



1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



2 2 2

3 3 3

i j k
v w a b c

a b c
 



 

 

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

b c a c a b
i j k

b c a c a b
  



 

  2 2 2 2 2 2
1 1 1

3 3 3 3 3 3

b c a c a b
u v w a b c

b c a c a b
    
  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
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ตัวอยาง 2.10.1 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา  
 

วิธีทํา  พิจารณา              

     

    8 14 5 17     
ดังนั้น   

 

2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต 
 

ทฤษฎีบท 2.11.1 ให ,u v  และ w  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ถาเวกเตอร ,u v  และ w เปนเสน

ขอบรูปทรงสี่ เหลี่ยมดานขนาน (parallelepiped) จะไดวา  u v w 
  

 คือ

ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน   
 

พิสูจน ให ,u v  และ w  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ       
 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.11.1รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานซ่ึงมีเวกเตอร ,u v  และ w  เปนเสนขอบ 
 

พิจารณาภาพท่ี 2.11.1 รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานซ่ึงมี ,u v  และ w  เปนเสนขอบ พบวา 

v w
 

 คือ พ้ืนท่ีฐานของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี v และ w  เปนเสนขอบ และ cosu 


 เปนสวนสูง

ของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอร u กับ v w
 

  ดังนั้น  
                ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  พ้ืนท่ีฐานสูง 

      

 

cos

cos

v w u

u v w

u v w





 

 

  

  

  

  

 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน ซ่ึงมี ,u v  และ w เปนเสนขอบคือ  u v w 
    

4 2 5 , 3u i j k v i j k     
 

   

 

2w i k 






 u v w 
  

 
4 2 5
3 1 1
1 0 2

u v w


   
  

 
1 1 3 1 3 1

4 2 5
0 2 1 2 1 0

 
   

  17u v w  
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จากทฤษฎีบท 2.11.1 จะพบวา  u v w 
    เทากับปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

ซ่ึงมี ,u v  และ w  เปนเสนขอบโดยมี v w
 

เปนพ้ืนท่ีฐาน ในทํานองเดียวกัน จากภาพท่ี 2.11.1         

ถาพิจารณา w u
 

 เปนพ้ืนท่ีฐานจะไดวา  v w u 
    เปนปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

ในทํานองเดียวกัน  w u v 
    เปนปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานของภาพท่ี 2.11.1 เชนกัน 

ซ่ึงจะกลาวในหัวขอตอไป  
คาสัมบูรณของผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอรดังกลาวจะเปนปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยม

ดานขนานท่ีมีเสนขอบเปนเวกเตอร และ  สําหรับ   
และ   

จึงไดวา ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 
ตัวอยาง 2.11.1 ใหเวกเตอร 2 , 2 3u i j k v i k    

 

  

 

 และ 7 4w j k 






 เปนเสนขอบ

รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน จงหาปริมาตรรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานดังภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
วิธีทํา        ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  u v w  

    

1 2 1
2 0 3

0 7 4


 



 

0 3 2 3 2 0
1 2 1

7 4 0 4 0 7
 

  
 

 

      1 0 21 2 8 0 1 14 0

23 23

       

  
 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  ลูกบาศกหนวย  

,u v  w 1 1 1 ,u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



3 3 3w a i b j c k  


 



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
   
  

23
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ตัวอยาง 2.11.2 ให  และ เปนเวกเตอรบน

ปริภูมิสามมิติและ เวกเตอร  และ เปนเสนขอบของรูปทรงสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน จงหาปรมิาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 

 

วิธีทํา  จาก   ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

 

 

12 8   

4  
ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ ลูกบาศกหนวย 
 

ตัวอยาง 2.11.3 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหาสวนสูงของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน โดยท่ี เวกเตอร  
และ เปนเสนขอบ ถาฐานท่ีเปนสี่เหลี่ยมดานขนานประกอบดวย และ  

 
 
 
 
 

วิธีทํา   
       
 
 
 
 
ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ พ้ืนท่ีฐาน สูง 
     ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

               ลูกบาศกหนวย 
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                พ้ืนท่ีฐาน  

 

     

  หนวย3 
  
     
 

 

ดังนั้น สวนสูงของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ  หนวย 

 
ตัวอยาง 2.11.4 กําหนดรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานมีจุดยอด    0,0,0 , 1,5,7O A  , 2 , , 1B a b 

และ  โดยท่ี  และ  เปนสเกลารใด ๆ ถา  ตั้งฉากกับฐานท่ี

ประกอบดวย  และ  เม่ือ  เปนมุมระหวาง  กับ  จงหา
ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

วิธีทํา ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  

สรางเวกเตอร           

     

                        

เนื่องจาก  ตั้งฉากกับ  และ  

                                  

                       
    

 

                                            
                                            

และ                       
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นํา สมการ                                  

นําสมการ สมการ    

                                                          
       แทนคาในสมการ  

จากสมการ           

                     

                                         

จาก  

แทนคา  จึงได  

 จาก  

แทนคา  จึงได  

         ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

 

 
ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ ลูกบาศกหนวย  

เวกเตอรท่ีอยูในระนาบเดียวกัน เรียกวาเวกเตอรรวมระนาบ ถา  และ  ไมอยูใน

ระนาบเดียวกันเม่ือ  เพราะ คือปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

โดยท่ีมี  และ  เปนเสนขอบ จะมีปริมาตรไมเทากับศูนย ซ่ึงการท่ี แสดงวา

เวกเตอรท้ังสามอยูในระนาบเดียวกัน  
 

ตัวอยาง 2.11.5 จงแสดงวา และ เปนเวกเตอรท่ีอยูใน
ระนาบเดียวกัน และเขียนเวกเตอร  ในรูปผลบวกเชิงเสนของ กับ  

 

วิธีทํา                
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เนื่องจาก  

จึงไดวา เวกเตอร และ อยูในระนาบเดียวกัน 

สําหรับ สเกลาร  และ  

พิจารณา                                           

                 

     

จะไดระบบสมการดังนี้               

                

                     
จากสมการ             

จากสมการ            

ดังนั้น   
 

ตัวอยาง 2.11.6 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิ

สามมิติ จงหา และ  
 

วิธีทํา                      

 

ดังนั้น   

                           

 

ดังนั้น  
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ดังนั้น  

จากตัวอยาง 2.11.6 พบวา สําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

 จึงสรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 2.11.1 ให และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

            
 

พิสูจน ให  และ  

พิจารณา               

สลับแถวท่ี 2 กับแถวท่ี 3;     

 สลับแถวท่ี 1 กับแถวท่ี 2;    

       

 

         

 

จึงได       

พิจารณา             

    

 

สลับแถวท่ี 1 กับแถวท่ี 2;     
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สลับแถวท่ี 2 กับแถวท่ี 3;    

    

จึงได     

จากสมการ และสมการ  

 

ตัวอยาง 2.11.7 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา  และ  
 

วิธีทํา       

 

ดังนั้น  

คา  

พิจารณา         

1 1 1 1 1 1
4 1 2 1 2 4

i j k  
 



 

 

5 3 2i j k  


 

 

และ             

 

ดังนั้น  
 

จากตัวอยาง 2.11.7 พบวา สําหรับ และ  เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติแลว 

 จึงสรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 2.11.2 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  
 

พิสูจน ให  และ  

                              

 

                 
      

 

                  

จึงได         

พิจารณา                    

     

                        

 

   

 

จึงได       

ดังนั้น จากสมการ และสมการ   
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2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร 
 

นิยาม 2.12.1 กําหนดให และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงเวกเตอรของสาม

เวกเตอร (vector triple product) คือ  และ  

 จากนิยาม  เวกเตอร  ตั้งฉากกับ  และ  สวน  ตั้งฉากกับ  

และ  จึงไดวา  และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร  

สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ  และ  ได 
 

จึงไดวา     เม่ือ เปนสเกลารใด ๆ 

 ในทํานองเดียวกัน เวกเตอร และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร 

 สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ และ  ได 

จึงไดวา     เม่ือ  เปนสเกลารใด ๆ 

จึงไดวา  
 

ขอสังเกต  ไมมีความหมาย 
 

ตัวอยาง 2.12.1 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิ

สามมิติ จงหา  และ  
 

วิธีทํา พิจารณา                    
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พิจารณา             

2 3 1 3 1 2
1 1 2 1 2 1

i j k
 

  
   



 

 

5 7 3i j k  


 

 

และ                 

 

4 5 5i j k  


 

 

ดังนั้น  
 

จากตัวอยาง 2.12.1 จะพบวาสําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภู มิสามมิติ       

 

 
ทฤษฎีบท 2.12.1 สําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จะไดวา 

 
 

พิสูจน เนื่องจาก และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร  

สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ และ  ได เม่ือ  เปนปริมาณสเกลาร 
 

จึงไดวา           

และ              

                          

                        

แต   

ดังนั้น                    สําหรับสเกลาร  

 และ  แทนคาในสมการ  

                                     

                                       

จะแสดงวา  
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จากสมการ  จะได
     

 

 

แต                              

 

ดังนั้น                    
  

   

จากสมการ                  สําหรับ เปนสเกลารใด ๆ  

                    

             

                            

                                      

 

จึงได  
นั่นคือ  

แทนคาในสมการ  

            

             

จึงได  
ดังนั้น  

 
ทฤษฎีบท 2.12.2 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จะไดวา  

 
 

พิสูจน สําหรับ และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ                    

                 

 

ดังนั้น  

 
ขอสังเกต จากทฤษฎีบทท้ัง 2 จะพบ   
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ตัวอยาง 2.12.2 ให  และ  เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา และ  
 

วิธีทํา   วิธีท่ี 1 ใชนิยาม  หาคา     
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ดังนั้น  

 

วิธีท่ี 2 โดยใชทฤษฎ ี       

   

 

     
            

 

 
 

                 

 

จึงไดวา  

หาคา  โดยใชทฤษฎี  

        

   

        

   

           

   

จึงไดวา   
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   2 3 3 2 4u w i j k i j k      
 

   

 

        2 3 1 2 3 4
6 2 12 8

    

   

   3 2 4v w i j k i j k      
 

   

 

        1 3 1 2 1 4
3 2 4 9

    

   

     8 9 2 3u v w i j k i j k       
 

   

  

8 8 8 18 9 27

26 19

i j k i j k

i j k

     

  

 

   



 

  26 19u v w i j k    
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ตัวอยาง 2.12.3 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีอยู ในระนาบท่ีประกอบดวย และ 

 และตั้งฉากกับ  
 

วิธีทํา   เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย และ  คือ  ซ่ึงจะขนานกับ  
 และ เวกเตอรท่ีขนานกับระนาบท่ีประกอบดวย และ  คือ  

จึงไดวา เวกเตอรหนึ่ งหนวยท่ีอยู ในระนาบท่ีประกอบดวย และ  และตั้ งฉากกับ                

คือ  

จาก  

          

จึงได  

หา            

 

จึงได  

พิจารณา    

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวย คือ  

 
2.13. สรุป 
 

 บทนี้เปนการศึกษา ผลคูณเชิงสเกลาร สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร ภาพฉายของเวกเตอร 
สมการเสนตรง ระยะทางต้ังฉาก ผลคูณเชิงเวกเตอร สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร ผลลัพธของผลคูณ
เชิงเวกเตอรในระนาบ และปริภูมิสามมิติ ทอรก ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร และสมบัติของ    ผล
คูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร สรุปไดดังนี้ 
 

2u i j 
 



2v j k 




 2 2w i j k  


 



u v u v
  w

u v  u v w 
  

u v w

 
 
u v w
u v w
 

 

  

  

     u v w u w v v w u     
        

           
                     
   

   

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 0 2 2 0 2 1 1 2 2 2

4 2 5 2

4 8 5 10

5 6 8

i j i j k j k j k i j k i j

j k i j

j k i j

j k i j

i j k

                    
             

   

   

  

   

         



  



  



  



 

  5 6 8u v w i j k    


 

  

  5 6 8u v w i j k     


 

  

     2 2 25 6 8 5 5     

  5 5u v w  
  

 
 

5 6 8
5 5

u v w i j k
u v w
    


 



 

  

  

5 6 8
5 5 5 5 5 5

i j k
  



 

5 6 8
5 5 5 5 5 5

i j k
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ผลคูณเชิงสเกลาร 
 ผลคูณเชิงสเกลารของ กับ  คือ  เม่ือ  เปนมุมระหวางเวกเตอร

ท้ังสอง และ   
สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร สําหรับเวกเตอร  และ  สําหรับสเกลาร  ใด ๆ 

 1. ถา  ตั้งฉากกับ  นั่นคือ  ดังนั้น  

 2. ถา  เปนไปได 3 กรณี คือ  หรือ  หรือ  ตั้งฉากกับ  
3. ผลคูณเชิงสเกลารมีสมบัติการสลับท่ี คือ  

  4.   

  5.    

  6. การแจกแจง  และ  

  7.   

  8.  

  9. ถา  เปนมุมระหวาง  กับ  จะไดวา  

ผลลัพธของผลคูณเชิงสเกลาร 
 สําหรับเวกเตอรในระนาบให  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ    

ผลคูณเชิงสเกลาร คือ   

สําหรับเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ให  และ   

เปนเวกเตอรใด ๆ ผลคูณเชิงสเกลาร คือ    
ภาพฉายของเวกเตอร 

ภาพฉายเชิ งส เกลารของเวกเตอร  บน  ใชสัญลักษณแทนดวย  คือ 

  

ภ า พ ฉ า ย เ ว ก เ ต อ ร ข อ ง  บ น    ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย    คื อ
 
 

  

ประยุกตความรูจากการศึกษาเวกเตอรในระนาบท่ีไดดังนั้น 
สมการเสนตรง ให  เปนเสนตรงในระนาบ ซ่ึงผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร 

ท่ีจุด จะไดวาสมการเสนตรง  สามารถหาไดจากความสัมพันธ คือ 

 

ระยะทางตั้งฉาก ใหจุด  ใด ๆ ในระนาบ และเสนตรง  ระยะทางตั้ง

ฉากจากจุด  ไปยังเสนตรง   ใชสัญลักษณแทนดวย  โดย  เม่ือ  เปน

จุดตัดแกน  ของเสนตรง  

u v cosu v u v  
   



0  
, ,u v w  

z a

u v cos 0
2
    

0u v 
 

0u v 
  0u 



 0v 


 u v

u v v u  
   

2u u u 
  

     au v a u v u av    
     

 u v w u v u w     
        u v w u w v w     

      

   u v w z u w u z v w v z          
          

    2 2u v u v u v    
     

 u v cos u v
u v





 

 

1 1u a i b j 
 



2 2v a i b j 
 



1 2 2 2u v a a b b  
 

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



1 2 1 2 1 2u v a a b b c c   
 

u v vscal u 

v
u vscal u

v




 





u v vproj u 

 v vproj u scal u v 

  

l  1 1 1,P x y

N ai bj 


 

 ,P x y l

1 0N PP 




 1 1 1,P x y : 0l ax by c  

1P l d 1N
d scal PP 



P

Y l
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ผลคูณเชิงเวกเตอร 
ผลคูณเชิ ง เ วก เตอร ของ เวกเตอร   และ  ใช สัญลักษณแทนด วย   คื อ 

 เม่ือ  เปนมุมระหวาง กับ ซ่ึง  และ  เปนเวกเตอรหนึ่ง

หนวยซ่ึงตั้งไดฉากกับ  และ  โดยท่ี  และ  อยูในกฎมือขวา 
ผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรปกติมาตรฐานสรุปไดดังนี้ 

             

                 
สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร  
ให  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ  เปนสเกลาร ใด ๆ   

1.  ก็ตอเม่ือ  และ  ขนานกัน 
2.   
3.  

4.   
5.  

6.  
7.  เม่ือ  
8.  

ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  

ให  และ เปนเวกเตอรบนปริภูมิติสามมิติ 

1.  

 2. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานคือ   

3. สําหรับ และ  เปนเสนขอบ พ้ืนท่ีสามเหลี่ยมคือ  

ทอรก  1. ขนาดของทอรก   

2. เวกเตอรทอรก  

ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร 
ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร  และ  คือ  เม่ือ  

เปนมุมระหวางเวกเตอร  กับ   

u v u v
 

sinu v n u v  
    

 u v 0    n

u v ,u v  n

0i i 


 

0j j 


 

0k k 
  

i j k 


 

j i k 


 

j k i 


 

k j i 


 

k i j 


 

i k j 


 

,u v  w ,r s
0u v 


  u v

 u v v u  
   

      ru sv rs u v  
   

     u v w u v u w     
      

     u v w u w v w     
      

0 0u 
 



sinu v u v  
   

0   

 22 2 2u v u v u v   
     

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
 



 

 

1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
 



 

 

u v
1
2

u v
 

r F 




 sinn r F 


 

,u v  w   cosu v w u v w    
     



u v w
 



ตัว
อย
่าง

112 

 
 

สมบัติของผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร ให  และ

เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 

1.  

2. ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  

3.  แสดงวาเวกเตอรท้ังสามอยูในระนาบเดียวกัน  

4.  

5.  

ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร ของ และ  คือ  และ  

สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร ของ และ  
1.  ไมมีความหมาย 
2.  

3.  

4.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

  0u v w  
  

     u v w v w u w u v       
        

   u v w u v w    
     

,u v  w  u v w 
    u v w 

  

,u v  w

u v w 
  

   u v w u v w    
     

     u v w u w v u v w     
        

     u v w u w v v w u     
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แบบฝกหัด 2 
 

1. จงหาผลคูณเชิงสเกลารของ  และ  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 1.1   

  1.2  

  1.3  

  1.4  

  1.5  

2. จงแสดงวาสวนของเสนตรงท่ีผานจุด  จุด  และเสนตรงท่ีผานจุด  

จุด  ตั้งฉากกัน 

3. จงหามุมระหวางเวกเตอร  กับเวกเตอร  ตอไปนี้ 
 3.1    

 3.2  

 3.3  

 3.4  

 3.5  

4. จงหาภาพฉายเชิงสเกลารและภาพฉายเวกเตอรของ ของ  บน  สําหรับ  และ  ตอไปนี้ 
4.1   

4.2  

4.3  

4.4   

4.5  
5. จงหาสมการเสนตรงตามเง่ือนไขท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

5.1 ผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร  

5.2 ผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร  

5.3 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

5.4 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

5.5 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

6. จงหาระยะตั้งฉากจุด  ไปยังเสนตรง  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 6.1 และ   

6.2 และ  

6.3  และ  

6.4  และ  

u v

2 5 , 6 4u i j v i j   
   

 

3 2 , 2u i j v i j   
   

 

9 , 2 8u i j v i j   
   

 

5 , 2 17u i j v i j   
   

 

2 10 , 2 2u i j v i j   
   

 

 2,3A  7,10B   11,12C

 4,3D

u v

, 3u i j v i j   
   

 

6 4 , 5u i j v i j   
   

 

3 , 2 4u i j v i j   
   



2 , 2u i j v i j   
   

 

2 3 , 7u i j v i j   
   

 

u v u v

7 , 2 5u i j v i j   
   

 

4 , 5u i j v i j   
   

 

4 3 , 7u i j v i j   
   

 

2 4 , 2 4u i j v i j   
   

 

, 2 5u i j v i j   
   

 

 1 4,1P 3 2N i j 


 

 1 2, 2P  6 8N i j 


 

 1 5, 4P  1,2  3,6

 1 3, 4P  2,3  6,6

 1 1, 3P    0,2  3,0

1P l

 1 4,5P : 2 4 10l y x 

 1 2, 3P  :8 15 24 0l x y  

 1 1,7P  : 6 8 5 0l x y  

 1 4,3P : 3 4 8 0l x y  
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6.5  และ  

7. กําหนดให เวกเตอร  และเวกเตอร  ตอไปนี้ จงหา  

7.1  และ  

7.2  และ  

7.3  และ  

7.4  และ  

7.5  และ  
8. กําหนดเวกเตอร  และ  ตอไปนี้จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ และ  

 8.1   และ  

 8.2  และ  

 8.3  และ  

 8.4  และ  

8.5  และ  

9. จงหาพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  โดยมีจุดยอดอยูท่ีจุด และ  ตอไปนี้  

9.1 จุด  จุด  และจุด  

9.2 จุด  จุด  และจุด  

9.3 จุด  จุด  และจุด  

9.4 จุด  จุด  และจุด  

9.5 จุด  จุด  และจุด  

10. จงหาพ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีประกอบดวยเวกเตอร และ เปนเสนขอบ และปริมาตร
ของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีประกอบดวยเวกเตอร และ  เปนเสนขอบ  

10.1   และ  

10.2 และ  

10.3  และ  

10.4  และ  

10.5  และ  

11. กําหนด และ เปนเวกเตอรใด ๆ จงหา และ  

11.1  และ  

11.2  และ  

11.3 และ  

11.4 และ  

11.5 และ  

 1 1,3P  : 5 12 25 0l x y  

u v u v
 

2 4u i j k  


 

 3 2v j k 






2 5u i j k  


 

 3 3 2v i j k  


 



5u i k 




 7 3v i j k  


 



2 3u i j k  


 

 3 2v i j k  


 



2 4u i j k  


 

 6 3 2v i j k  


 



u v u v

4 5u i j k  


 

 5 2v i j k  


 



4 3u i j k  


 

 2v i j k  


 



5 2u i j k  


 

 3 2v i j k  


 



3 2u i j k  


 

 7 3v i j k  


 



3 4 5u i j k  


 

 2 3v i j k  


 



ABC ,A B C
 1,3,5A  2,4,1B   2,4, 1C 

 2, 3,2A   1,2,3B   2, 3,1C 

 2,1,5A  4, 2,5B   3, 2, 1C   

 1, 1,2A   2,0, 1B   0,2,1C

 2, 2,1A   3, 1,2B   3, 1,1C 

u v

,u v  w

3 4 , 2 5u i j k v i j k     
 

   

 

2w i k 






2 5 ,u i j v i j k    


   

  2w i j k  


 



5 2 , 4u i j k v i k    
 

  

  3 2w i j k  


 



5 , 5u i j k v j k    
 

  

  15 3 3w i j k  


 



2 , 2u i j v i j k    


   

 

2w i k 






,u v  w  u v w 
    u v w 

  

2 3 , 2u i j k v i j    


   

 

3 9 2w i j k  
 





2 5 , 3u i j v i j k    


   

  6 2w i j k  


 



5 2 , 4u i j k v i k    
 

  

  3 2w i j k  


 



2 4 , 3 4u i j k v i j k     
 

   

  2 3 5w i j k  


 



3 2 4 , 2 3 6u i j k v i j k     
 

   

  2w i j k  
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12. จงหาขนาดของทอรก ตามรูป เม่ือกําหนด แรง  และ ตอไปนี้ 
 
 
 
 
 
 
 

12.1 ปอนด  นิ้ว และ  

12.2 ปอนด  นิ้ว และ  

12.3 ปอนด  นิ้ว และ  

12.4 ปอนด  นิ้ว และ  

12.5 ปอนด  นิ้ว และ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,F PQ






30F 


8PQ 


3




40F 


5PQ 


4




50F 


7PQ 


6




45F 


12PQ 
 3

4




5F 


16PQ 
 53

180
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร 
3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง 
3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก 
3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ 
3.9 ความโคงของเสนโคง 
3.10 เวกเตอรแนวฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
3.11 การบิด 
3.12 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจฟงกชันคาเวกเตอร 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอรได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาอนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอรได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ี

เชิงเสนโคงได 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาเวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉากได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอรได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบได 
9. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาความโคงของเสนโคง เวกเตอรแนว

ฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิดและการบิดได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
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6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 3 
ฟงกชันคาเวกเตอร 

 
 ในบทนี้จะศึกษา ฟงกชันคาเวกเตอร โดยจะศึกษาถึง ลิมิตและความตอเนื่อง อนุพันธ 
ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ความยาวของเสนโคงเรียบ การเคลื่อนท่ี ความเร็วและความเรงของ
การเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง  เวกเตอรสัมผัส เวกเตอรแนวฉาก เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวยและ
ระนาบสัมผัสประชิด ความโคง และการบิด  
 

3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 3.1.1 ให f  และ g  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีชวง I  เปนโดเมนจะเรียกฟงกชันท่ีกําหนดโดย 

      ,r t f t g t


 วาเปนฟงกชันคาเวกเตอร จากชวง I  ไปยัง 2R  เรียกชวง I  

วาโดเมนของฟงกชัน r  และ เรียก    ,f t g t  วาสวนประกอบของ r  
 

นิยาม 3.1.2 ให ,f g  และ h  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีชวง I  เปนโดเมนจะเรียกฟงกชันท่ีกําหนด

โดย         , ,r t f t g t h t


 วาเปนฟงกชันคาเวกเตอร จากชวง I  ไปยัง 3R  

เรียกชวง I  วาโดเมนของฟงกชัน r  และเรียก      , ,f t g t h t  วาสวนประกอบ

ของ r  
 

ตัวอยาง 3.1.1 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบน 2R  โดย    
2

2
2

tr t i t j
t
        

 



 จงหา

โดเมนของฟงกชัน r  
 

วิธีทํา ให      r t f t i g t j 
 



 

พบวา  
2

2
tf t

t



เปนสวนประกอบตามแนวแกน X  

ฟงกชัน  f t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ 2 0t    

นั่นคือ                              2t   
ดังนั้น โดเมนของ  f t  คือ  | 2fD t R t     

พบวา   2g t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Y  

ฟงกชัน  g t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ 2 0t   

นั่นคือ                     2t   
ดังนั้น โดเมนของ  g t  คือ  | 2gD t R t    

โดเมนของ r  คือ  | 2f gD D t R t     
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ตัวอยาง 3.1.2 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบน 3R  โดย 

     cos ln 4 4r t t i t j t k    


 



 จงหาโดเมนของฟงกชัน r  
 

วิธีทํา ให        r t f t i g t j h t k  


 



 

พบวา    cosf t t
 

เปนสวนประกอบตามแนวแกน X  

นั่นคือ ฟงกชัน  f t  จะเปนจริงทุกคา t   

ดังนั้น โดเมนของ  f t  คือ fD R   

พบวา    ln 4g t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Y  

ฟงกชัน  g t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ  4 0t   

นั่นคือ                4t   
ดังนั้น โดเมนของ  g t  คือ  | 4gD t R t    

พบวา   4h t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Z  

ฟงกชัน  h t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ   4 0t    

           4t   
ดังนั้น โดเมนของ  h t  คือ  | 4hD t R t    

โดเมนของ r  คือ  | 4 4f g hD D D t R t       

 
เนื่องจากเวกเตอรบน 2R  เขียนแทนดวยคูอันดับ  ,x y  และเวกเตอรบน 3R  เขียนแทน

ด วย คู อัน ดับ   , ,x y z  จากนิยาม 3 .1 .1  สามารถเ ขียน       ,r t f t g t


 แทนด วย 

      ,r t x t y t


 เม่ือ t I  และ จากนิยาม 3.1.2  สามารถเขียน         , ,r t f t g t h t


 

แทนดวย         , ,r t x t y t z t


 เม่ือ t I  

 
นิยาม 3.1.3 ให    ,x x t y y t   และ  z z t  เม่ือ t I  เปนชวง แลวเรียกเซตของจุด 

      , ,x t y t z t  ท้ังหมดวาเสนโคงบน 3R  (space curve) และถาให 

       r t x t i y t j z t k  


 



 

 เม่ือ t I  เรียก  r t  วาฟงกชันคาเวกเตอร และเรียก    ,x t y t  และ  z t  วา

สวนประกอบของ  r t  

 ถาเวกเตอร 3r R


 จะมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด เซตของจุดปลายของเวกเตอร r  จะมี
พิกัดเปน  , ,x y z  จะเปนเสนโคง เม่ือ    ,x f t y g t   และ  z h t  และเรียก ฟงกชัน  อิง

ตัวแปรเสริม (parametric equation) ของเสนโคง  ถากําจัดตัวแปร t  โดยจัดรูปสมการใหอยูใน      
รูปความสัมพันธของ ,x y และ z  จะได สมการคารทีเซียน (cartesian equation) ของเสนโคง 
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ภาพท่ี 3.1.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  
 

การเคล่ือนท่ีบนปริภูมิสองมิติ 
พิจารณากราฟของเสนโคงบนสองมิต ิ

 

 
 

ภาพท่ี 3.1.2 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนสองมิติ 
  

จากภาพท่ี 3.1.2 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนสองมิติในระนาบ XY  พิกัด  ,x y  บนเสน

โคงแสดงตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ ท้ัง x  และ y  เปนฟงกชันของ t  ถากําหนดให 
a t b   เปนชวงเวลาของการเคลื่อนท่ี จะได 

                                     , ,x f t y g t   a t b      ............ 1  

และ                                        , , ,x y f t g t   ,t a b   

ดังนั้น     ,f t g t  เปนคาของฟงกชันจากชวง  ,a b  ไปยัง 2R  จะแทนฟงกชันนี้ดวย r  

กลาวคือ          r t f t i g t j 
 



   เม่ือ  ,t a b        ............ 2  

ดังนั้น r  เปนฟงกชันคาเวกเตอร จาก  ,a b  ไปยัง 2R  และเปนฟงกชันตําแหนง ของการเคลื่อนท่ี

ของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ  
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ภาพท่ี 3.1.3 การเคลื่อนท่ีของ  r t  เม่ือ a t b   

 
 จากภาพท่ี 3.1.3 พิสัยของ  r t  คือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงมี  r a  เปน

จุดเริ่มตนและ  r b  เปนจุดสุดทายของการเคลื่อนท่ี  

 ในการหาตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  สามารถหาไดโดยการกําหนด t  ในสมการ  1  

หรือสมการ  2  

 สมการ  1  เรียกสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนสองมิต ิและเรียก t  วาตัวแปร 

เรียกสมการ 2 วาสมการคาเวกเตอรของการเคลื่อนท่ีบนสองมิติ 

ในการเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงกําหนดสมการการเคลื่อนท่ีในรูปสมการอิง     
ตัวแปรเสริม  1  หรือ สมการเวกเตอร  2  ทําไดโดย 

1. กําหนดคาตัวแปร t  และคํานวณหาคา x  และ y  จากสมการ 

2. กําจัดตัวแปร t  และสรางสมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y  โดยตรง 
สมการท่ีไดคือสมการคารทีเซียน ของเสนโคงของการเคลื่อนท่ี 
 
ตัวอยาง 3.1.3 กําหนด 2 1x t   และ 2y t   เม่ือ 0 5t   เปนสมการของการเคลื่อนท่ี    

จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี 
 

วิธีทํา ฟงกชันตําแหนงของการเคลื่อนท่ี คือ      2 1 2r t t i t j   
 



 เม่ือ 0 5t   

กําหนดคา t  บางคาและคํานวณหาคา x  และ y  ดังตารางท่ี 3.1.1 
 

  ตารางท่ี 3.1.1 คา ,x y  เม่ือกําหนดคา t  ของ      2 1 2r t t i t j   
 



 
 

t  0  1 2  3  4  5  

x  1 2  5  10  17  26  

y  2  1  0  1 2  3  
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 ในการเขียนรอยทางเดินหรือเสนโคงของการเคลื่อนท่ี  r t  นําพิกัด     ,x t y t  ของ 

 r t  ไปกําหนดจุดบนระนาบ XY  ไดตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ดังภาพท่ี 3.1.4 
 

 
ภาพท่ี 3.1.4 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี  r t  

 
การเคล่ือนท่ีบนปริภูมิสามมิติ 

พิจารณากราฟของเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ 

 
 

ภาพท่ี 3.1.5 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ 
 

 จากภาพท่ี  3.1 .5 แสดงรอยทางเดินของการ เคลื่ อน ท่ีบนปริภู มิสามมิติ  พิ กัด 

      , ,x t y t z t  ของ  r t  บนเสนโคงแสดงตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ คา , ,x y z   

เปลี่ยนตามคา t  หรือ , ,x y z   เปนฟงกชันของ t  เชนเดียวกับการเคลื่อนท่ีบนสองมิตจิะได 

     , ,x f t y g t z h t    เม่ือ a t b     ............ 3  

 สมการ  3 เรียกสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ และจากสมการ 

 3  จะได                            , , , ,x y z f t g t h t  เม่ือ a t b   

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงสามารถเขียนไดดังนี้ 

จะได           r t f t i g t j h t k  


 



 เม่ือ a t b   ............ 4  

ดังนั้น r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรจากชวง  ,a b  ไปยัง 3R  
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พิจารณาภาพท่ี 3.1.6 พิสัยของ r  คือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงมีจุด  r a  เปนจุดเริ่มตน

และจุด  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 3.1.6 รอยทางเดินซ่ึงมีจุด  r a  เปนจุดเริ่มตนและจุด  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

 

เรียกสมการ 3  วาสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ 

และเรียกสมการ 4  วาสมการเวกเตอรของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ  

ในการเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี ใชวิธีการเดียวกับการเคลื่อนท่ีบนสองมิติ 
 

ตัวอยาง 3.1.4 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2 , 1x t y t    และ 2z t  สําหรับ t R        
จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี ของสมการท่ีกําหนดให  

 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางท่ี 3.1.2 ตอไปนี้ 
 

  ตารางท่ี 3.1.2 คา ,x y  และ z  เม่ือกําหนดคา t  ของ 2 , 1x t y t    และ 2z t  
 

t  0 5 10 15 20 25 30 35 40 

x  0 25 100 225 400 625 900 1,225 1,600 
y  -1 4 9 14 19 24 29 34 39 

z  0 10 20 30 40 50 60 70 80 
 

 เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับ

ตามคาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้  
   2 1 2r t t i t j tk   



 



  

ดังภาพท่ี 3.1.7 
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ภาพท่ี 3.1.7 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ    2 1 2r t t i t j tk   


 



 

 
ตัวอยาง 3.1.5 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2cos , 2sinx t y t   และ z t  สําหรับ 0t    

จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของสมการท่ีกําหนดให 
 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางท่ี 3.1.3 ตอไปนี้ 
 

 ตารางท่ี 3.1.3 คา ,x y  และ z  เม่ือกําหนดคา t  ของ 2cos , 2sinx t y t   และ z t  
 

t  0 
6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

x  2 3  
2
2

 1 0  1  
2
2

  3  2  

y  0 1 
2
2

 3  2  3  
2
2

  1 0  

z  0 6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

 

 เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับ

ตามคาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้ 

  2cos 2sinr t ti tj tk  


 



 ดังภาพท่ี 3.1.8 

   
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.1.8 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ   2cos 2sinr t ti tj tk  
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ตัวอยาง 3.1.6 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2cos , 2sinx t y t   และ 3z   สําหรับ 0t   
จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของสมการท่ีกําหนดให 

 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางตอไปนี้ 
 

ตารางท่ี 3.1.4 คา ,x y  และ z เม่ือกําหนดคา t  ของ 2cos , 2sinx t y t   และ 3z   
 

t  0 
6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

x  2 3  
2
2

 1 0  1  
2
2

  3  2  

y  0 1 
2
2

 3  2  3  
2
2

  1 0  

z  0 
2


 
3
4


   3
2


 2  9
4


 
5
2


 3  

 

เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับตาม

คาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้   

  2cos 2sin 3r t ti tj k  


 



 ดังภาพท่ี 3.1.9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.1.9 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ   2cos 2sin 3r t ti tj k  


 



 

 

นิยาม 3.1.4 ให    ,r t s t 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t  ใน

โดเมนของ  r t  และ  s t  แลว 

1.       r s t r t s t  
   

 

2.       fr t f t r t
 

 

3.       r s t r t s t  
   

 

4.       r s t r t s t  
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นิยาม 3.1.5 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง โดยท่ี  f t  มีพิสัยเปน

เซตยอยของโดเมนของ  r t  ฟงกชันประกอบของ  f t  กับ  r t  ใชสัญลักษณแทนดวย 

  r f t

  คือ ฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีโดเมนเทากับโดเมนของ  f t  และคาของฟงกชัน ณ 

จุด t  กําหนดดังนี้      r f t r f t
 

  สําหรับทุก t  ในโดเมนของ  f t  
 

ขอสังเกต  
อาศัยการดําเนินการของเวกเตอรเม่ือ  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  

เปนฟงกชันคาจริงจะไดวา 
 1.    r t s t

 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

 2.    f t r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

 3.    r t s t
 

 เปนฟงกชันคาจริง 

 3.    r t s t
 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร  
 

ตัวอยาง 3.1.7 ให   22tr t e i tj t k  


 



 และ    22 1s t i t j t k   


 



 เปนฟงกชันคา

เวกเตอรบน 3R  และ   2f t t   เปนฟงกชันคาจริง จงหา 

   1.   r s t
 

  2.   r s t
 

 

 3.   r s t
 

  4.   r f t

  
 

วิธีทํา 1.     
 
      r s t r t s t  
   

 

    2 22 2 1te i tj t k i t j t k      
 

   

 

   
      
     

2 2

2 2

2 2 1

2 2 1

t

t

e i t t j t t k

e i t t j t t k

         

      



 



 

 

ดังนั้น         2 22 2 1tr s t e i t t j t t k       


 

 

  

2.                     r s t r t s t  
   

 

    2 22 2 1te i tj t k i t j t k      
 

   

 

        2 22 2 1te t t t t        

     3 3 2

3 2

2 2

2

t

t

e t t t

e t t

    

  
 

ดังนั้น    3 22 tr s t e t t   
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3.         r s t r t s t  
   

 

 

2

2

2
2 1

t

i j k
e t t

t t


 



 

 

2 2

2 2

2 2
1 2 1 2

t tt t e t e t
i j k

t t t t
  

   



 

   

     2 2 2 22 1 1 2 4t tt t t t i e t t j t e t k                        


 

 

     2 4 2 22 2 2 4t t tt t t i te e t j t e t k         


 

 

     2 4 2 22 2 2 4t t tt t t i te e t j t e t k       


 

 

ดังนั้น         2 4 2 22 2 2 4t t tr s t t t t i te e t j t e t k        


 

 

  
 

4.                   r f t r f t
 

  
 
     
     

22

2 2

2

2 2 2

2 4 4 4

t

t

r t

e i t j t k

e i t j t t k





 

    

     





 



 

 

ดังนั้น         2 22 4 4 4tr f t e i t j t t k     


 



  
 

3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

นิยาม 3.2.1 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบนชวง I  และ R


 เปนเวกเตอรจะกลาววา  r t  มี 

R


 เปนลิมิต เม่ือ t  เขาใกล 0t ใชสัญลักษณแทนดวย  
0

lim
t t

r t R







 เม่ือทุก ๆ 

จํานวนจริง 0  จะสามารถหาจํานวน 0  ท่ีทําให  

00 t t     แลว  r t R  




  ทุกคา t I  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.2.1  r t R  
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นิยาม 3.2.2 ให        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรบนชวง I  แลว 

 
0

lim
t t

r t




 จะมีคาก็ตอเม่ือ    
0 0

lim , lim
t t t t

f t g t
 

 และ  
0

lim
t t

h t


 มีคา กลาวคือ  

       
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t t t t t

r t f t i g t j h t k
   

  


 

  

 

ตัวอยาง 3.2.1 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   sincost tr t e i tj k
t

  


 



 จงหา  
0

lim
t

r t




  

 

วิธีทํา            
0 0

sinlim lim cost

t t

tr t e i tj k
t 

      



 

  

   0 0 0

sinlim lim cos limt

t t t

te i t j k
t  

      



 

 

   0 cos 0 1e i j k  


 

 

i j k  


 

 

ดังนั้น  
0

lim
t

r t i j k


  


 



 

 

ตัวอยาง 3.2.2 ให        2sin 2 3 4tr t t i e j t t k     


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร     

จงหา  
2

lim
t

r t




  
 

วิธีทํา                        2

2 2
lim lim sin 2 3 4t

t t
r t t i e j t t k

 

        



 



 

     2

2 2 2
limsin lim 2 lim 3 4t

t t t
t i e j t t k

  

                    



 

 

     
 

2 2sin 2 2 2 6 4

0 7.39 2 2

9.39 2

i e j k

i j k

j k

     

   

 



 



 





 

ดังนั้น  
2

lim 9.39 2
t

r t j k


 






 

 

ตัวอยาง 3.2.3 ให   2costr t e i tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา  
0

lim
t

r t




 
 

วิธีทํา                  2

0 0
lim lim cost

t t
r t e i tj t k

 
  



 



   

     2

0 0 0
lim lim cos limt

t t t
e i t j t k

  
  



 

 

   20 cos 0 0e i j k

i j

  

 



 

 

 

ดังนั้น  
0

lim
t

r t i j
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ทฤษฎีบท 3.2.1 ให  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  และ  f t  เปน

ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  สํ า ห รั บ  t I   ถ า     
0 0

lim , lim
t t t t

r t R s t S
 

 


    แ ล ะ 

 
0

lim
t t

f t L


  แลว    
0

lim
t t

f t r t LR







 
 

พิสูจน  จะแสดงวา    
0

lim
t t

f t r t LR







 สําหรับ  
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

f t L


  

ให   เปนจํานวนจรงิบวกใด ๆ เลือก min 1,
1L r




          


จะมี 0  ซ่ึงทําให  

00 t t     แลว  r t R  




 และ  f t L    

เพราะวา                                    f t f t L L    

 

1

f t L L

L

L



  

 

 

 

พิจารณา                               f t r t LR f t r t f t R f t R LR    
   

 

  

     f t r t R R f t L          
 



 

จึงไดวา                              f t r t LR f t r t R R f t L           
  

 

 

     

 

f t r t R R f t L

f t R 

   

  

 





 

   

 

1 1

1
1

L R L R

L R
L R

  




       

            

 





 

ดังนั้น    
0

lim
t t

f t r t LR







 

 
ทฤษฎีบท 3.2.2 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆบนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

เนื่องจาก  
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
2

r t R 
 




 



ตัว
อย
่าง

 
 

131 

และ จาก  
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S 
 




 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                  r t s t R S r t R s t S                
  

   

 

   

2 2

r t R s t S

 


   

  



 

 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

ทฤษฎีบท 3.2.3 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


    

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

เนื่องจาก   
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
 2

r t R
s t


 






 

และจาก   
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S
R


 






 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                            r t s t R S r t s t R S s t R s t R          
    

     

 

       r t s t s t R s t R r s       
 

     

 

       r t s t s t R s t R R S       
  

   

 

      s t r t R R s t S        
 

  

 

      s t r t R R s t S        
 

  

 

     s t r t R R s t S   
 

  

 

 
 2 2

s t R
s t R
 

  








 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S
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ทฤษฎีบท 3.2.4 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


 

 
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

สําหรับ  
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
 2

r t R
s t


 






 

และ สําหรับ  
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S
R


 






 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                r t s t R S r t s t R S s t R R s t          
    

     

 

 

       

       

r t s t R s t s t R R S

r t s t R s t s t R R S

       

              

  

   

  

   

 

 

       

     

     

r t s t R s t s t R R S

r t R s t s t S R

r t R s t s t S R

       

            

   

  

   

 

  

 

  

 

 
 

2 2
s t R

s t R
 

  








 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

 

ตัวอย าง  3.2 .4  กําหนดให  ฟ งกชันค า เวกเตอร       2 sin5 3 2 ,tr t t t i e j tk    


 



  

     2 31 2s t t i t t j t k    


 



 และฟงกชันคาจริง   25 3f t t t        

จงหาคา   
  1.    

0
lim
t

f t r t




  

  2.    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

  3.    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

  4.    
0

lim
t

r t s t
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วิธีทํา พิจารณา      2 sin

0 0
lim lim 5 3 2 t

t t
r t t t i e j tk

 

       



 



 

   2 sin

0 0 0
lim 5 3 2 lim limt

t t t
t t i e j tk

  
    



 

 

2i j 
 

  

              2 3

0 0
lim lim 1 2
t t

s t t i t t j t k
 

       



 



 

   2 3

0 0 0
lim 1 lim 2 lim
t t t

t i t t j t k

i
  

    





 



 

                      2

0 0
lim lim 5 3
t t

f t t t
 

    

3  
1.                  

0 0 0
lim lim lim
t t t

f t r t f t r t
  


 

 

 3 2

6 3

i j

i j

  

 

 

 

 

ดังนั้น    
0

lim 6 3
t

f t r t i j


 
 



 

 2.            
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

    
   

 

   2

3

i j i

i j

    

 

  

 

 

ดังนั้น    
0

lim 3
t

r t s t i j


    
 

 

 

3.               
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

              
   

 

   
     

2

2 1 1 0
2

i j i    

   



  

 

ดังนั้น    
0

lim 2
t

r t s t


   
 

 

4.              
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

              
   

 

   2i j i    
  

 

 

1 0 2 0 2 1
2 1 0

0 0 1 0 1 0
1 0 0

0 0 0 1

i j k
i j k

i j k

k

 
    

 


      





 



 



 



 

ดังนั้น    
0

lim
t

r t s t k
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3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 3.3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือเง่ือนไขตอไปนี้เปนจริง  

1.หาคา  0r t ได 

2. หาคา  
0

lim
t t

r t




 ได และ 

3.    
0

0lim
t t

r t r t



 

 

หรือ จะกลาววา r  ตอเนื่องท่ี 0t  ก็ตอเม่ือ    
0

0lim
t t

r t r t



 

  

ถา r  ตอเนื่องท่ีทุกๆ จุดบนชวง I  ใด ๆ จะกลาววา r  ตอเนื่องบนชวง I  
 

ทฤษฎีบท 3.3.1 ใหฟงกชันคาเวกเตอร        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t   

                    ก็ตอเม่ือ ,f g  และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  
 

พิสูจน  ให        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t  

 ดังนั้น      
0

0lim
t t

r t r t



 

 

             
0

0 0 0lim
t t

f t i g t j h t k f t i g t j h t k


    
 

   

 

                   
0 0 0

0 0 0lim lim lim
t t t t t t

f t i g t j h t k f t i g t j h t k
  

    
 

   

          
 

เนื่องจาก ,i j
 

 และ k


 เปนเวกเตอรคาคงตัว  

จึงได           
0 0

lim lim
t t t t

f t i i f t
 


 

 

   
    

0 0

lim lim
t t t t

g t j j g t
 


 

 

             
    

0 0

lim lim
t t t t

h t k k h t
 


 

 

โดยนิยามการเทากันของเวกเตอร จะได 
       

0 0
0 0lim , lim

t t t t
f t f t g t g t

 
  และ    

0
0lim

t t
h t h t


  

จึงไดวา    ,f t g t และ  h t ตอเนื่องท่ี 0t t  

  ให    ,f t g t และ  h t ตอเนื่องท่ี 0t t  

จึงไดวา        
0 0

0 0lim , lim
t t t t

f t f t g t g t
 

  และ    
0

0lim
t t

h t h t


  

พิจารณา
         

        
0 0

lim lim
t t t t

r t f t i g t j h t k
 

  


 



 

     
0 0 0

lim lim lim
t t t t t t

f t i g t j h t k
  

  


 

 

        
0 0 0

lim lim lim
t t t t t t

i f t j g t k h t
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       0 0 0 0f t i g t j h t k r t   


 



 

จึงไดวา         r t f t i g t j h t k  


 



ตอเนื่องท่ี 0t t  

ดังนั้น ฟงกชันคาเวกเตอร r ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือ ,f g และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  

ถา  r t เปนฟงกชันคาเวกเตอร ซ่ึงตอเนื่องสําหรับทุกๆ คา t I  แลวจะทําใหไดวา r  

ตอเนื่องบน I  จึงไดขอสรุปวา  
กําหนดให  r t และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t I  

และตอเนื่องบน I  แลว            , ,f t r t r t s t r t s t 
    

 และ    r t s t
 

 ตอเนื่องบน I  

  

ตัวอยาง 3.3.1 ให    2 2 3r t t i t t j tk   


 



 ฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r ตอเนื่อง    

ท่ี 1t   หรือไม 
 

วิธีทํา จาก                   2 2 3r t t i t t j tk   


 



                  
 

พิจารณา            2 21 1 1 1 3 1r i j k   


 



 
      3i k 





 

               
      2 2

1 1 1 1
lim lim lim lim3
t t t t

r t t i t t j t k
   

                  



 



 

     3i k 




   
และ               

1
lim 1
t

r t r



 

 

ดังนั้น    2 2 3r t t i t t j tk   


 



 ตอเนื่องท่ี 1t   

 

ตัวอยาง 3.3.2 ให      cos sintr t e i t j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r  

ตอเนื่องท่ี 0t   หรือไม 
 

วิธีทํา  จาก                       cos sintr t e i t j t k  


 



 

 พิจารณา                00 cos 0 sin 0r e i j k  


 



      i j 
 

 

                           0 0 0 0
lim lim lim cos limsint

t t t t
r t e i t j t k

   
  



 



 

                          
i j 
 

   
                      

0
lim 0
t

r t r



 

 

ดังนั้น       cos sintr t e i t j t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t   
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ตัวอยาง 3.3.3 ให   22 3r t ti tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r  ตอเนื่องบน

ชวงใด  
 

วิธีทํา  จาก   22 3r t ti tj t k  


 



 จะพบวาสวนประกอบของฟงกชัน r  คือ  

     2f t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

         3g t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

และ      2h t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

จึงไดวา สวนประกอบของฟงกชัน r  เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R รวมกัน 
ดังนั้น ฟงกชันคาเวกเตอร r  ตอเนื่องบน R  
 
ตัวอยาง 3.3.4 จงหาชวงของจํานวนจริง t  ซ่ึงฟงกชันคาเวกเตอร     3 43r t t i t j t k   



 



 

ตอเนื่อง 
 

วิธีทํา จาก     3 43r t t i t j t k   


 



 

พิจารณาสวนประกอบของฟงกชัน r  คือ  

  3f t t    เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน  3,  

   3g t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

และ    4h t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

สวนประกอบของฟงกชัน r เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบนชวง  3, รวมกัน 

ดังนั้น r  ตอเนื่องบนชวง  3,  

 

3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 34.1 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึง มีความตอเนื่องบนชวง I และ 0t I   จะกลาววา
   0 0

0
lim

t

r t t r t
t 

 


 

 เม่ือลิมิตมีคาวาอนุพันธของ r  ท่ี 0t  ใชสัญลักษณแทนดวย                         

 
0t t

d r t
dt 



หรือ  0r t  นั่นคือ  
   0 0

0 0
lim

t

r t t r t
r t

t 

 
 



 



 เ ม่ือลิมิตมีคา  

  
จากนิยาม 3.4.1 จะกลาววา  r t  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธท่ี 0t  ถากําหนดให 0 1t t t    

เม่ือ 0t   จะได 1 0t t  ดังนั้น 

 
   

1 0

1 0
0

1 0

lim
t t

r t r t
r t

t t


 



 



 เม่ือลิมิตมีคา           
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ทฤษฎีบท 3.4.1 ให        r t f t i g t j h t k  


 



 หาอนุพันธไดท่ี t  ก็ตอเม่ือสวนประกอบ

ของ  r t  หาอนุพันธไดท่ี t  นั่นคือ        r t f t i g t j h t k     


 



 
 

พิสูจน จาก         ,r t f t i g t j h t k t I   


 



 

 
   

0
lim

t

r t t r t
r t

t 

  


 

  

        
             

0
lim

t

f t t i g t t j h t t k f t i g t j h t k

t 

       




 

   

    

        

           
0

lim
t

f t t i f t i g t t j g t j h t t k h t k
t 

       




 

   

   

        

           
0 0 0

lim lim lim
t t t

f t t f t g t t g t h t t h t
i j k

t t t     

                             



 

 

แต   
   

 
0

lim
t

f t t f t
f t

t 

 


  
 เพราะวา f  มีอนุพันธท่ี t  

   
 

0
lim

t

g t t g t
g t

t 

 


  
 เพราะวา g  มีอนุพันธท่ี t  

   
 

0
lim

t

h t t h t
h t

t 

 


  
 เพราะวา h  มีอนุพันธท่ี t  

ดังนั้น r  มีอนุพันธท่ี t  จึงไดวา        r t f t i g t j h t k     


 



 
 

ตัวอยาง 3.4.1 ให    2 sintr t t i e j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา  r t และ  0r   
 

วิธีทํา จาก               2 sintr t t i e j t k  


 



 

                           2 sintd d dr t t i e j t k
dt dt dt

                         



 

  

    2 costti e j tk  


 

 

              00 2 0 cos 0r i e j k   


 



 
j k 





 

ดังนั้น   2 costr t ti e j tk   


 



 และ  0r j k  
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ทฤษฎีบท 3.4.2 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธได และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง ท่ี

หาอนุพันธได          fr t fr t f r t   
  

 

พิสูจน  

1.    
     

0
lim

t

fr t t fr t
f t r t

t 

     

 



 

                  
0

lim
t

f t t r t t f t r t
t 

  




 

 

               
0

lim
t

f t t r t t f t t r t f t t r t f t r t
t 

      




   

 

             
0

lim
t

f t t r t t r t r t f t t f t
t 

     




  

 

             
0 0

lim lim
t t

f t t r t t r t r t f t t f t
t t   

    
 

 

  

 

 
   

 
   

0 0 0 0
lim lim lim lim

t t t t

r t t r t f t t f t
f t t r t

t t       

   
  

 

 



      
 

 
       

 
0 0

lim lim
t t

r t t r t f t t f t
f t r t

t t   

                 

 



 

       f t r t f t r t  
 

 

     fr t f r t  
 

 

ดังนั้น         fr t fr t f r t     
    

 
ทฤษฎีบท 3.4.3 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

       r s t r t s t    
   

 
 

พิสูจน        
     

0
lim

t

r s t t r s t
r s t

t 

       

   

 

 

    
       

0
lim

t

r t t s t t r t s t
t 

          


   

 

           
0

lim
t

r t t s t t r t s t
t 

    




   

 

       
0

lim
t

r t t r t s t t s t
t 

    




   

 

       
0 0

lim lim
t t

r t t r t s t t s t
t t   

   
 

 

   

 

   r t s t  
 

 

ดังนั้น        r s t r t s t    
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ทฤษฎีบท 3.4.4 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

         r s t r s t r s t      
     

 

พิสูจน 

       
     

0
lim

t

r s t t r s t
r s t

t 

    


   

    

       
0

lim
t

r t t s t t r t s t
t 

    




   

 

               
0

lim
t

r t t s t t r t t s t r t t s t r t s t
t 

          




       

 

           
0

lim
t

r t t s t t s t s t r t t r t
t 

             


     

 

           
0 0

lim lim
t t

r t t s t t s t s t r t t r t
t t   

             
 

     

 

 
   

 
   

0 0 0 0
lim lim lim lim

t t t t

s t t s t r t t r t
r t t s t

t t       

             
 

   

 

 

 
       

 
0 0

lim lim
t t

s t t s t r t t r t
r t s t

t t   

            
 

   

 

 

       r t s t r t s t    
   

 

     r s t r s t    
   

 

ดังนั้น          r s t r s t r s t      
     

  

 

ทฤษฎีบท 3.4.5 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

         r s t r s t r s t      
     

 
 

พิสูจน  

   
       

0
lim

t

r t t s t t r t s t
r t s t

t 

        

   

    

               
0

lim
t

r t t s t t r t t s t r t t s t r t s t
t 

          




       

 

           
0

lim
t

r t t s t t s t r t t r t s t
t 

             


     

 

           
0 0

lim lim
t t

r t t s t t s t r t t r t s t
t t   

             
 

     

 

 
       

 
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t

s t t s t r t t r t
r t t s t

t t       
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0 0

lim lim
t t

s t t s t r t t r t
r t s t

t t   

            
 

   

 

 

       r t s t r t s t    
   

 

     r s t r s t    
   

 

ดังนั้น          r s t r s t r s t      
     

 

 
ทฤษฎีบท 3.4.6 ให    ,r t s t 

 และ  z t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

                                   r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

 
 

พิสูจน                        r s z t r s z t r s z t
                   

       

 

         r s z t r t s z t       
      

           r s z t r t s z t s z t               
        

             r s z t r t s z t r t s z t            
         

              r t s z t r t s z t r t s z t          
       

 

           r s z t r s z t r s z t                       
         

ดังนั้น                r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

  

 
ทฤษฎีบท 3.4.7 ให    ,r t s t 

 และ  z t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

                                   r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

 
   

พิสูจน                           r s z t r t s z t r t s z t           
       

 

                r s z t r t s z t s z t               
        

                  r s z t r t s z t r t s z t            
         

           r s z t r s z t r s z t                       
         

ดังนั้น                r s z t r s z t r s z t r s z t                            
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ตัวอยาง 3.4.2 ให   2 2r t t i tj 
 



 และ   2s t ti j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาคา  

1.    r s t
 

  2.    r s t
 

  3.    r s t
 

  

 

วิธีทํา 1.            r s t r t s t    
   

 

    2 22d dt i tj ti j t k
dt dt

    


   

 

 
 2 22 1d tdt dt d dti j i j k

dt dt dt dt dt

   
            



   

 

    2 2 2ti j i tk   


  

 

  2 1 2 2t i j tk   


 

 

ดังนั้น      2 1 2 2r s t t i j tk    


 

 

 

2.                        r s t r s t r s t      
     

 
 

    

       
       
                 

 

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 1 0 1 2 0 0 2

2 2 3 2

d dt i tj ti j t k t i tj ti j t k
dt dt

ti j ti j t k t i tj i tk

t t t t t t

t t t

 
          
  

        

                
    

 

       

 

      

 

ดังนั้น     23 2r s t t  
 

 

3.          r s t r s t r s t      
     

  

        

       
       

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

d dt i tj ti j t k t i tj ti j t k
dt dt

ti j ti j t k t i tj i tk

 
          
  

        

 

       

 

      

  

       2

2

2 2 0 2 0
1 1 0 2

i j k i j k
t t t

t t t
 

 

 

   

   

2 2

2 2

2 0 2 0 2 2 2 0 0 2
1 1 0 2 1 2 1 0

t t t t t t
i j k i j k

t t t t t t

  
                

 

   

    2 3 2 3

2 3

2 2 2 2 4 2 2

6 4 2

t i t j t t k t i t j tk

t i t j tk

        

  

 

   



 

 

ดังนั้น     2 36 4 2r s t t i t j tk   
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ทฤษฎีบท 3.4.8 กฎลูกโซ (chain rule) 
    ถา  r z s

 

 และ  s f t  หาอนุพันธได และพิสัยของ s  เปนเซตยอยของ

โดเมนของ r

 
แลว   r z f t 

 

 จะหาอนุพันธได โดยท่ี 

      z f t z f t f t     
   หรือ 

du du ds
dx ds dt


 

 

 

พิสูจน พิจาณา            
     

0
lim

t

z f t t z f t
z f t

t 

    


 

  

     
0

lim
t

z f t t z f t
t 

  




 

 

                              
         

0
lim

t

z f t f t t f t z f t
z f t

t 

    


 



 

ถา     0s f t t f t      เม่ือ 0t   จะได 0s   เชนกัน 

ดังนั้น                        
         

0
lim

t

z f t f t t f t z f t sz f t
t t 

     
 

 



 

  
     

0 0
lim lim

s t

z f t s z f t s
s t   

  


 

 

 

      z f t f t 
  

ถา     0s f t t f t      จะได    f t t f t   

และ           z f t t z f t 
   

ดังนั้น     0z f t 


  และ   0f t   

จะได             0 0 0z f t v f t v f t f t       


   

ดังนั้น         z f t z f t f t   
   หรือ 

dz dz ds
dt ds dt


 

 

 
นิยาม 3.4.2 อนุพันธอันดับท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกของฟงกชันคาเวกเตอร  r t             

ใชสัญลักษณแทนดวย    nr t

 กําหนดโดย        1n ndr t r t
dt

    
 

 

สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 สําหรับ t I   

จะได                n n n nr t f t i g t j h t k  
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ตัวอยาง 3.4.3 ให    2 2 sinr t t i tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาคา    3r t

  

 

วิธีทํา จาก          2 2 sinr t t i tj t k  


 



 

         2 2 sinr t t i tj t k       



 

  2 2 costi j t k  


 

 

         2 2 2 cosr t ti j t k      



 

  2 sini t k 




 

           3 2 sin cosr t i t k t k     

 



  

ดังนั้น      3 cosr t t k




 

 
ทฤษฎีบท 3.4.9 ถา r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงหาอนุพันธได และมีขนาดคงตัวบนชวงเปด  ,a b  

แลว     0r t r t 
 

 บนชวงปดนั้น นั่นคือ  r t  จะตั้งฉากกับ  r t  สําหรับทุก

คา t  บนชวงเปด  ,a b  
 

พิสูจน    จาก      
2

r t r t r t k  
  

 เม่ือ k  เปนคาคงตัว 

ดังนั้น หาอนุพันธได      0d r t r t
dt

   
 

  

ซายมือได                    0r t r t r t r t    
   

 

นั่นคือ     0r t r t 
 

 

 

3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนที่เชิงเสนโคง  
 

 กําหนดให  r t  และ  r t t


 เปนจุดสองจุดเสนโคงเรียบ คือ จุด P  และ Q  ดังภาพท่ี 

3.5.1  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

ภาพท่ี 3.5.1    ,r t r t t
 

 และ  r t  
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จากภาพท่ี 3.5.1 จะไดวา เวกเตอรความเร็วเฉลี่ยของการเคลื่อนท่ีจากจุด P  ไปยังจุด Q  
คือเวกเตอร  

   r t t r tPQ
t t

 


 



 

 

พบวาเวกเตอรความเร็วเฉลี่ยมีทิศทางขนานกับ PQ


 ให 0t   จุด Q  จะเขาใกลจุด P  

ตามเสนโคงเรียบ เวกเตอร PQ


 จะมีทิศทางเขาสูทิศทางเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ณ จุด P  และจะ
ไดเวกเตอร  

   
0 0

lim lim
t t

r t t r tPQ
t t   

 


 



 

 

เปนเวกเตอรท่ีมีทิศทางในแนวเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ท่ีจุด P  หรือเปนเวกเตอรท่ีขนาน 

กับเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ณ จุด  r t  นั่นเอง แตเนื่องจาก 
   r t t r t

t
 



 

 เปนความเร็ว

เฉลี่ยของการเคลื่อนท่ีจากจุด  r t  ไปยัง  r t t


 

 
นิยาม 3.5.1 กําหนดให  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคงซ่ึง

ราบเรียบใน 3R  ความเร็วเชิงเวกเตอร (velocity vector) ณ จุด  r t  ใชสัญลักษณ

แทนดวย  v t  กําหนดโดย    v t r t
 

 ทิศทางของการเคลื่อนท่ี (direction of 

motion) คือ ทิศทางของ  v t  อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี (speed) คือขนาดของ

เวกเตอร  v t  ใชสัญลักษณแทนดวย  v t  กําหนดโดย    v t v t


 

 
นิยาม 3.5.2 สําหรับ  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคงเรียบ

สําหรับเวกเตอรความเร็ว  v t  ณ จุด  r t  แลว ความเรงเชิงเวกเตอร (acceleration 

vector) ณ จุด  r t  ใชสัญลักษณแทนดวย  a t  กําหนดโดย    a t v t
 

 อัตรา

เรงของการเคลื่อนท่ี คือ ขนาดของความเรง  a t  ใชสัญลักษณแทนดวย  a t  

กําหนดโดย    a t a t


 

 

ตัวอยาง 3.5.1 ให   2 3r t t i tj k  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนว

เสนโคงเรียบ จงหา 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอร ของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
2. อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
3. ความเรงเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
4. อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
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วิธีทํา  1. ความเร็วเชิงเวกเตอร       v t r t
 

 

 2

2

3

3

d t i tj k
dt
dt dt di j k
dt dt dt

  

                      



 



 

 

2ti j 
 

 

นั่นคือ ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2v t ti j 
 



 

จาก                    2v t ti j 
 



 

เม่ือ 2t            2 2 2v i j 
 



 

4i j 
 

 

ดังนั้น ความเร็วเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 4i j
 

 
 

2. จากความเร็วเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 4i j
 

 

จาก                  2 4v i j 
 



 

พิจารณา                              2 4v i j 
 



 

   2 24 1

17

 


 

ดังนั้น อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 17  หนวย/หนวยเวลา 
 

3. ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2v t ti j 
 



 

พิจารณา                  a t v t
 

 

 2

2 1 2

d ti j
dt
d t di j i
dt dt

 

  

 

  

 

นั่นคือ ความเรง ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2a t i




 

จาก                         2a t i




 

เม่ือ 2t               2 2a i




 

ดังนั้น ความเรงเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
 

4. จาก                      2 2a i




 

พิจารณา                         2 2a a


  22 2 2i  


 

ดังนั้น อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t  คือ 2  หนวย/(หนวยเวลา)2 
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ตัวอยาง 3.5.2 อนุภาคชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคงเกลี่ยวกลม ณ เวลา t  ใด ๆ กําหนดโดย

เวกเตอรบอกตําแหนง   3cos sinr t ti tj t k  


 



 และเวลามีหนวยเปนวินาที 

ระยะการเคลื่อนท่ีมีหนวยเปนเมตร จงหา 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอรและอัตราเร็วท่ีเวลาใด ๆ และเม่ือเวลา 3  วินาที 
2. ความเรงเชิงเวกเตอรและอัตราเรงท่ีเวลาใด ๆ และเม่ือเวลา 3  วินาที 

 

วิธีทํา  1. ความเร็วเชิงเวกเตอร คือ
   

   v t r t
 

 

3cos sind ti tj t k
dt

     



 

 

3

cos sind d dtt i t j k
dt dt dt

              



 

 

2sin cos 3ti tj t k  


 

 

ดังนั้น ความเร็ว ณ เวลา t  ใด ๆ คือ    2sin cos 3v t ti tj t k  


 



 

จาก                               2sin cos 3v t ti tj t k  


 



  

พิจารณา 3;t                         23 sin 3 cos 3 3 3v i j k  


 



 

       0.052 0.999 27i j k  


 

 

ดังนั้น ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา 3  วินาที คือ  3 0.052 0.999 27v i j k  


 



 

จาก                     2sin cos 3v t ti tj t k  


 



   

พิจารณา                           v t v t


 
2sin cos 3ti tj t k   


 

 

     22 2 2

2 2 4

4

sin cos 3

sin cos 9

1 9

t t t

t t t

t

   

  

 

 

ดังนั้น อัตราเร็ว ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   41 9v t t   

จาก                               41 9v t t     

เม่ือ 3;t             43 1 9 3v    

      730
27.02




 

ดังนั้น อัตราเร็ว ณ เวลา 3  วินาที คือ 27.02  เมตร/วินาที 
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2. จาก   2sin cos 3v t ti tj t k  


 



 

พิจาณา                      a t v t
 

 

      2sin cos 3d ti tj t k
dt

   


 

 

     2sin cos 3d d dt i t j t k
dt dt dt

                        



 

 

     cos sin 6ti tj tk  


 

 

ดังนั้น ความเรงเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

จาก                     cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

เม่ือ 3;t                              3 cos 3 sin 3 6 3a i j k  


 



  

     0.999 0.052 18i j k  


 

 

ดังนั้น ความเรง ณ เวลา 3  นาที คือ  3 0.999 0.052 18a i j k  


 



      

จาก                     cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

พิจารณา                      a t a t


   

     cos sin 6ti tj tk   


 

 

          2 2 2cos sin 6t t t      

     2 2 2cos sin 36t t t    

     21 36t   

ดังนั้น อัตราเรง ณ เวลา t  ใด ๆ   21 36a t t   

จาก                         21 36a t t   

เม่ือ 3;t            23 1 36 3a    

    325 18.03   
ดังนั้น อัตราเรง ณ เวลา 3  วินาที คือ 18.03  เมตร/วินาที2 

 

3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก 
 

นิยาม 3.6.1 ให   r t  เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง ให 0P  เปนจุดบน  r t  ณ ท่ี 0t t  แลว

เรียก  r t  วาเวกเตอรสัมผัส (tangent vector) ของเสนโคง  r t  จะไดวา 

 
 

 
 

   

0

0 0
0 0

lim
t

t t

dr t r t t r t
r t r t

dt t 
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นิยาม 3.6.2 ให  r t  เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง แลวจะเรียกเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย 

และมีทิศทางเดียวกับ  r t  วาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย (unit tangent vector) ของ

เสนโคง ณ จุด  r t  และใชสัญลักษณแทนดวย  T t


 กําหนดโดย 

 
 
 

r t
T t

r t











 เม่ือ   0r t 


 

จากนิยาม 3.6.2 เรียกเสนตรงท่ีผานจุด  r t  และขนานกับเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยวา         

เสนสัมผัสเสนโคง ณ จุด  r t  ดังภาพท่ี 3.6.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.6.1 กราฟของเสนโคงและเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส 
 

ตัวอยาง 3.6.1 ให   23cos 3sinr t ti tj t k  


 



 เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง จงหา

เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง  
 

วิธีทํา จากสมการเวกเตอร        23cos 3sinr t ti tj t k  


 



 

พิจารณา                              23cos 3sindr t ti tj t k
dt

      



 



 

2

3 cos 3 sind d dtt i t j k
dt dt dt

                  



 

 

3sin 3cos 2ti tj tk  


 

 

และ                              3sin 3cos 2r t ti tj tk   


 



 

              

     

 

2 2 2

2 2 2

2

3sin 3cos 2

9 sin cos 4

9 4

t t t

t t t

t
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จาก           
 
 

r t
T t

r t











 

2

3sin 3cos 2
9 4

ti tj tk
t

  






 

            
 

2 2 2

3sin 3cos 2
9 4 9 4 9 4

t t ti j k
t t t

  
  



 

 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคงคือ 
2 2 2

3sin 3cos 2
9 4 9 4 9 4

t t ti j k
t t t

  
  



 

 

 
ตัวอยาง 3.6.2 ใหเสนโคง 2 1, 3x t y t   และ 2 6z t t   จงหาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของ

ท่ี 2t   
 

วิธีทํา จากสมการตัวแปรเสริมของเสนโคง คือ 2 1, 3x t y t   และ 2 6z t t   

เขียนเปนสมการเวกเตอรของเสนโคง       2 21 3 6r t t i tj t t k    


 



 

พิจารณา                      2 21 3 6dr t t i tj t t k
dt

        



 



 

   2 231 6d d t dt i j t t k
dt dt dt
   
       
      



 

 

             2 3 2 6ti j t k   


 

 

และ                                2 3 2 6r t ti j t k   


 



 

     2 2 2

2 2

2

2 3 2 6

4 9 4 24 36

8 24 45

t t

t t t

t t

   

    

  

 

เวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส     
 
 

r t
T t

r t











 

 
2

2 3 2 6

8 24 45

ti j t k

t t

  


 



 

 

เม่ือ 2;t                       
    

   2

2 2 3 2 2 6
2

8 2 24 2 45

i j k
T

  


 



 



   

     
4 3 10

125
i j k 





 

 

     4 3 2
5 5 5 5 5

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคงท่ี 2t  คือ 4 5 3 5 2 5
25 25 5

i j k 
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นิยาม 3.6.3 ให  T t


 เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง ณ จุด  r t  เรียกเวกเตอรท่ีมี

ขนาดหนึ่งหนวยและมีทิศทางเดียวกับ  T t


 ท่ีจุด  r t  ใด ๆ วา เวกเตอรแนวฉาก

หนึ่งหนวย หรือ เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย (unit normal vector) ใชสัญลักษณแทนดวย 

 N t


 นั่นคือ  
 
 

T t
N t

T t












 เม่ือ   0T t 


  

เรียกเสนตรงท่ีลากผานจุด  r t  และขนานกับ  N t


 วา เสนแนวฉากของเสนโคง ณ จุด  r t  

 
 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.6.2 เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย และเวกเตอรเวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคง
 

 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และสวนประกอบตามแนวเวกเตอรปกติ

หนึ่งหนวย จาก       
 
 

T t
N t

T t












   เม่ือ   0T t 


 

     
 
 

v t
v t




 

จึงได                                  v t v t T t




 

หาอนุพันธเทียบกับ
 
 t  ท้ังสองขาง จะได  

                                           v t v t T t v t T t   
 



 

หรือ                 a t v t T t v t T t  
 



 

จาก         
 
 

T t
N t

T t











 

                                      T t T t N t 
  

 

ดังนั้น                   a t v t T t v t T t N t 
  



 

 เรียก  v t  วาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และเรียก    v t T t


 วา

สวนประกอบตามแนวเวกเตอรปกติหนึ่งหนวย ของ  a t  
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ตัวอยาง 3.6.3 ให   cos sinr t ti tj 
 



 เปนฟงกชันเวกเตอรของเสนโคงเรียบ จงหาเวกเตอร

ปกติหนึ่งหนวยของเสนโคง  
 

วิธีทํา จาก                  cos sinr t ti tj 
 



 

พิจารณา                      cos sind dr t t i t j
dt dt

              

 



 

      
     sin costi tj 

 

 

                   2 2
sin cos 1r t t t    



 

จาก         
 
 

r t
T t

r t











 

     sin cos
1

ti tjT t  


 



 

 sin costi tj 
 

 

                        sin cosdT t ti tj
dt

      


 

 

     sin cosd dt i t j
dt dt

              

 

 

     cos sinti tj 
 

 

           2 2cos sinT t t t    


 

     
2 2cos sin

1
t t 


 

จากเวกเตอรแนวฉาก     
 
 

T t
N t

T t











  

พิจารณา                            cos sin
1

ti tj 


 

 

        cos sint i t j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย คือ      cos sinN t t i t j 


 

 

 
ตัวอยาง 3.6.4 ให   3cos 3sin 4r t ti tj tk  



 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรของฮิลิกซกลม จงหา

เวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคงฮิลิกซกลม  
 

วิธีทํา จาก  
 

  3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



 
พิจารณา               3 cos 3 sin 4d d dtr t t i t j k

dt dt dt
                         



 



 

    3sin 3cos 4ti tj k  
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                    3sin 3cos 4r t ti tj k   


 



 

     2 2 2

2 2

3sin 3cos 4

9sin 9cos 16

t t

t t

   

  
 

 2 29 sin cos 16t t    

9 16

25 5

 

 
 

จาก                      
 
 

r t
T t

r t











 

     3sin 3cos 4
5

ti tj k  




 

 

3 3 4sin cos
5 5 5

ti tj k  


 

 

                     3 3 4sin cos
5 5 5

d d dT t t i t j k
dx dx dx

                          




 

 

3 3cos sin
5 5

ti tj 
 

 

             3 3cos sin
5 5

T t ti tj   


 

 

2 23 3cos sin
5 5

t t
               

 

 

2 2

2 2

9 9cos sin
25 25
9 cos sin
25
9 3
25 5

t t

t t

 

 

 

 

จาก                     
 
 

T t
N t

T t











 

     

3 3cos sin
5 5

3
5

ti tj 


 

 

     cos sinti tj 
 

 

ดังนั้น
 
เวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคงฮิลิกซกลมคือ cos sinti tj 
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3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

นิยาม 3.7.1 ปริพันธไมจํากัดเขต (indefinite integral) ของ r  เก่ียวกับ t  คือ เซตของทุกๆ 

ปฏิกิริยาอนุพันธ (antiderivatives) ของ r  ใชสัญลักษณแทนดวย  r t dt


 และ

ถา  R t


 เปนปฏิกิริยาอนุพันธของ  r t  จะไดวา 

   r t dt R t c 


 

 

 เม่ือ c  เปนเวกเตอรคงท่ี 
จากนิยาม 3.7.1 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอรท่ีเขียนในรูปสวนประกอบ จะเปนเวกเตอรท่ี

มีสวนประกอบเปนปริพันธของฟงกชันท่ีเปนสวนประกอบดังนี้ 

สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 ฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ 

          r t dt f t dt i g t dt j h t dt k     


 



 

 

ตัวอยาง 3.7.1 ให   2cos 2 3r t ti tj t k  


 



เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาปริพันธของ  r t   
 

วิธีทํา              2cos 2 3r t dt ti tj t k dt   


 



  

    
2

2 3

cos 2 3

sin

t dt i t dt j t dt k

ti t j t k c

                 

   

  


 



 



 

ดังนั้น ปริพันธของ  r t  คือ 2 3sin ti t j t k c  


 



 

 

ตัวอยาง 3.7.2 อนุภาคหนึ่งเคลื่อนท่ีใน 3R  ดวยความเร็ว   2 cos 2tv t e i t j tk  


 



 จงหา

สมการการเคลื่อนท่ีของอนุภาคเม่ือเวลา t  ใด ๆ ถา  0 2r i j k  


 



 
 

วิธีทํา จาก           r t v t 
 

 

                                     2 cos 2tr t e i t j tk   


 



 

                 2 cos 2tdr t
e i t j tk

dt
  





 

 

                                 2 cos 2tdr t e i t j tk dt   


 



 

                                          2 cos 2tr t e dt i t dt j tdt k    


 



 

     
 

 

3

1 2 3

3

1 2 3

1 sin 2
3 2

1 sin 2
3 2

t

t

te c i c j t c k

te i c i j c j tk c k
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3

1 2 3
1 sin 2

3 2
t te i j tk c i c j c k

          

 

   

 

 
3

1 2 3
1 sin 2

3 2
t te i j tk c i c j c k

          

 

   

 

ให 1 2 3 ;c c i c j c k  


 



       
3 1 sin 2
3 2

t te i j tk c
        



 



  

ดังนั้น  
3 1 sin 2
3 2

t tr t e i j tk c
        



 

 

     ........... 1   

แทนคา 0t   ในสมการ  1  

จึงไดวา                     
 

 
3

0 0 10 sin 2 0
3 2

r e i j k c
        



 

 

 

i c 




 
จาก  0 2r i j k  



 



       ........... 2  

จึงไดวา                     สมการ  1  สมการ 2                                   

                                    2i c i j k   


  



 

           2c i j k i   


  



 

  i j k  


 

 

นั่นคือ c i j k  


 



 แทนคาใน  1  

            
3 1 sin 2
3 2

t tr t e i j tk i j k
          

 

   



 

 
 

 

3

3

1 sin 2
3 2

11 1 sin 2 1
3 2

t

t

te i i j j tk k

te i j t k

                
                

 

   



 

 

ดังนั้น สมการการเคลื่อนท่ีของอนุภาคเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ  

   
3 11 1 sin 2 1
3 2

t tr t e i j t k
                



 



 

 

นิยาม 3.7.2 ถาสวนประกอบของ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร ท่ีหา

ปริพันธได บน  ,a b  จะกลาววา r  หาปริพันธได (integrable) เชนกัน และปริพันธ

จํากัดเขต (definite integral) ของ r  จาก a  ถึง b  คือ  

       
b b b b

a a a a

r t dt f t dt i g t dt j h t dt k
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ตัวอยาง 3.7.3 จงหาปริพันธของ   sin sec tan 2r t ti t tj tk  


 



 บนชวงปด  0,  
 

วิธีทํา             
0 0

sin sec tan 2r t dt ti t tj tk dt
 

   


 



 

0 0 0

sin sec tan 2tdt i t tdt j t dt k
       

            
          
  



 

 

               

   

2
0 0 0

2 2

2

2

cos sec

cos cos 0 sec sec 0 0

1 1 1 1 0

2 2

t i t j t k

i j k

i j k

i j k

                
               

          

  



 



 



 



 

 

  





 

ดังนั้น ปริพันธของ  r t  บนชวง  0,  คือ 22i k




  

 

3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ 
 

นิยาม 3.8.1 ให r เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  ,a b  และมีพิสัยเปนสับเซตของ nR  เม่ือ 2,3n   

โดยมีอนุพันธคือ r   เปนฟงกชันหาคาไดและตอเนื่องบนชวง  ,a b  จะเรียกกราฟ 

หรือพิสัยของ r  วาเสนโคงเรียบ ให  ,L a b  แทนความยาวของเสนโคงจาก  r a  

ถึง  r b  
 

ทฤษฎีบท 3.8.1 ให  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย  r t  เม่ือ  ,t a b  ความยาวสวนโคง

เรียบ คือ    ,
b

a

L a b r t dt 


  

พิสูจน ให  เปนเสนโคงใน  กําหนดโดย        r t f t i g t j h t k  


 



 เม่ือ  ,t a b   

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.8.1 สวนโคงยอยท่ี i  ซ่ึงมีจุดปลายท้ังสองอยูท่ีจุด  และ  

C

C 3R

 1ir t 

  ir t
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 ในการคํานวณหาคา  ,L a b  ทําได โดยการแบงชวง  ,a b  ออกเปนชวงยอย ๆ               

ท่ีจุด 0 1 2, , ,..., nt t t t  โดยท่ี  

0 1 2 ... na t t t t b       

ดังนั้น เม่ือ 0t t a   ไดจุด  r a  บนเสนโคง C  ซ่ึงเปนจุดเริ่มตน 

เม่ือ nt t b   จะไดจุด  r b   บนเสนโคง C  ซ่ึงเปนจุดสุดทาย 

หรือ เม่ือ it t  จะไดจุด  ir t  บนเสนโคง C  เม่ือ 0,1,2,3,...,i n  ดังนั้นสวนโคง C  จึง       

ถูกแบงออกเปน n  สวนเชนกัน 
พิจารณาสวนโคงยอยท่ี i  ซ่ึงมีจุดปลายท้ังสองอยูท่ีจุด  1ir t 

  และ  ir t  ดังภาพ 3.8.1 

ความยาวสวนโคงยอยนี้ก็คือ ระยะทางท่ีไดจากการเคลื่อนท่ีในชวงเวลาตั้งแต 1it   ถึง it  จึงประมาณ

คาความยาวนี้ไดจากสูตร    
ระยะทาง = อัตราเร็ว เวลา 

 ในท่ีนี้เวลาท่ีใชในการเคลื่อนท่ี คือ 1i it t  สวนอัตราเร็วนั้นอาจประมาณไดดวยคา

สัมบูรณของอนุพันธของ r  ท่ีจุด it
  ซ่ึงเปนจุดใดจุดหนึ่งในชวง  1,i it t  ดังนั้น 

ความยาวสวนโคงยอยท่ี    1i i ii r t t t
 



 

     1
1

,
n

i i i
i

L a b r t t t




  

 

ถาให n  มีคามากข้ึนโดยมีขีดจํากัด กลาวคือ n   แลว  1 0i it t    

จะเห็นวา            1
1

,
n

i i i
i

r t t t L a b




     

ดังนั้น          1
1

, lim
n

i i in
i

L a b r t t t




     

 เนื่องจาก  r t ตอเนื่องบนชวง  ,a b  สามารถหาปริพันธของฟงกชัน  r t  ไดบนชวง 

 ,a b  ดังนั้น     

   ,
b

a

L a b r t dt 


 

ในทํานองเดียวกัน ถา C  เปนเสนโคงเรียบใน 2R  ซ่ึงกําหนดโดย      r t x t i y t j 
 



 โดยท่ี 

 ,t a b  จะไดความยาวของเสนโคงจาก  r a  ถึง  r b  ดังนี้ 

   ,
b

a

L a b r t dt 
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ตัวอยาง 3.8.1 กําหนดสมการเคลื่อนท่ีของอนุภาค คือ   2 3 46 4 2 3r t t i t j t k  


 



 เม่ือ 

 1,2t   เคลื่อนท่ีไปบนปริภูมิสามมิติ จงหาระยะทางท่ีอนุภาคเคลื่อนท่ีไปใน

ชวงเวลาท่ีกําหนดให  
 

วิธีทํา จาก                         2 3 46 4 2 3r t t i t j t k  


 



 

     2 312 12 2 12r t ti t j t k   


 



 

  
       

2 22 2 312 12 2 12r t t t t   


 

2 4 6144 288 144t t t    
2 4 612 2t t t    

 3

3

12

12 12

t t

t t

 

 
 

                                   
2

3

1

1, 2 12 12L t t dt   

        

24 2 24 2

1
1

4 2 4 2

12 12 3 6
4 2

3 2 6 2 3 1 6 1

63

t t t t   

            


 

ดังนั้น ระยะทางท่ีอนุภาคเคลื่อนท่ีในชวง  1,2t   คือ 63  หนวย  

 

ตัวอยาง 3.8.2 เครื่องรอนหมุนไปตามเสนโคงรูปกนหอย   2cos sinr t ti tj t k  


 



 

เครื่องรอนนี้จะเคลื่อนท่ีไปไดระยะทางเทาใดจากเวลา 0t   ถึง 2t   
 

วิธีทํา  จาก     
2

0

0, 2L r t dt


  


 

พิจาณา             2cos sind d dr t t i t j t k
dt dt dt

                         



 

  

    sin cos 2ti tj tk  


 

 

                2 2 2sin cos 2r t t t t    
  

          
21 4t   

จึงได  
2

2

0

0, 2 1 4L t dt


         ............. 1  
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ให 2 tant   แลว 21 sec
2

dt   แทนคา 

                         
2

2 2

0

11 tan sec
2

s dt


 
       

 
2

2 2

0

1 sec sec
2

d


     

 
2

3

0

1 sec
2

d


       ............. 2  

พิจารณา 3sec d   ใชระเบียบวิธีการปริพันธทีละสวน โดย 

ให  secu     และ   2secdv d   

 sec tandu d     และ   tanv  แทนคา 

         
 3sec sec tan tan sec tand d           

2sec tan tan sec d       

 3sec tan sec sec d        

3sec tan sec secd d          

                        
3 32 sec sec tan sec secd d d             

sec tan ln sec tan C        

                           3 1sec sec tan ln sec tan
2

d C          แทนคาสมการ 2  

        
2

0

1 1 sec tan ln sec tan
2 2

x

x
L


   





 
   
  

 

 
2

0

1 sec tan ln sec tan
4

x

x


   




    

2
2 2

0

1 2 1 4 ln 2 1 4
4

x

x
t t t t





 
     
  



 

       

       

2 2

2 2

1 2 2 1 4 2 ln 2 2 1 4 2
4
1 2 0 1 4 0 ln 2 0 1 4 0
4

        
        

   
 

  2 21 4 1 16 ln 4 1 16 ln1
4
        

     

  2 21 4 1 16 ln 4 1 16
4
       

     

40.41      
จึงไดความยาวของสวนโคงคือ 40.41  หนวยความยาว 
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ทฤษฎีบท 3.8.2 สําหรับสวนโคง C  ใน 2R  โดยมีสมการ คือ  y f x  โดยท่ี  ,x a b  แลว

ความยาวสวนโคง C  คือ     2
, 1

b

a

L a b f x dx    

 

พิสูจน สวนโคง  ใน  โดยมีสมการคือ  โดยท่ี  

เปลี่ยนสมการในรูปแบบคารทีเซียนใหเปนแบบเวกเตอรได ดังนี้ ให  จะได  

ดังนั้น เสนโคง  กําหนดโดย           เม่ือ  

พิจารณา                            

และ                 

      
221 f t      

      
2

1 f t      

จากทฤษฎีบท 3.8.2 จึงได 
          

 

 
 

จากให จึงได   
 

 

ดังนั้น ความยาวสวนโคง  คือ  

 
ตัวอยาง 3.8.3 ใหสมการเสนโคง  ใน  คือ  เม่ือ  จงหาความยาวสวนโคง 
 

วิธีทํา จากสมการสวนโคง                   
                               

                                      

 

 

พิจารณา            

ให    จึงได  

       

C 2R  y f x  ,x a b

x t  y f t

C    r t ti f t j 
 



 ,t a b

   r t i f t j  
 



   r t i f t j  
 



   ,
b

a

L a b r t dt 


  2
1

b

a

f t dt 

;x t   2
1

b

a

f x dx 

C     2
, 1

b

a

L a b f x dx 

C 2R 25y x  0,5x 

25y x
10y x 

   2 210y x 
2100x

 
5

2

0

0,5 1 100L x dx 

   2 221 100 1 10x dx x dx   
10 tanx 

1 tan
10

x 

21 sec
10

dx d 
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แทนคา            

     

 

       
     

 
 

          
 

 

                    
 

 

            
5

2 2

0

1 10 1 100 ln 1 100 10
20

x

x
x x x x





       
 

           2 21 10 5 1 100 5 ln 1 100 5 10 5
20

        
    

     1 50 2501 ln 2501 50
20

    

     1 2500.5 4.61
20

   

    125.26  
ดังนั้น ความยาวสวนโคงคือ 125.26  หนวย 
 
นิยาม 3.8.2 ให C  เปนเสนโคงเรียบบนปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย         , ,r t f t g t h t



 

       เม่ือ  ,t a b  ความยาวของสวนโคงจากจุด  r a  ถึงจุด  r t  ใชสัญลักษณแทน

ดวย  s t เรียก s  วาเปนฟงกชันความยาวของเสนโคง  
  

 จากนิยาม 3.8.2 จึงได                      ,s t L a t  

      
t

a

r u du 


     

เรียกสมการ  วา ระยะทางกําหนดทิศทาง (directed distance) โดยวัดตามแนวเสนโคง 

C  เริ่มตนจาก  r a   

พิจารณา   
      s t r t   

หรือ                    ds r t
dt

     ........... 2  

นั่นคือ          
2 2 2ds dx dy dz

dt dt dt dt
                        

 

     2 2 2 211 10 1 tan sec
10

x dx d  
       

 2 2

3

1sec sec
10

1 sec
10

d

d

  

 

    







 1 sec tan ln sec tan
20

C      

  2 21 10 1 100 ln 1 100 10
20

x x x x C     

 
5

2

0

0,5 1 100L x dx 

 ........... 1

 1
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ดังนั้น           ,s t L a t  

     
2 2 2t

a

dx dy dz du
dt dt dt

                          ........... 3  

เรียกสมการ  2  อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง C  และเรียกสมการ  3  วาสมการ  

อิงตัวแปรเสริมของความยาวเสนโคง C  โดยเริ่มตนท่ีจุด  r a   

 
ตัวอยาง 3.8.4 ให C  เปนสวนโคงเรียบ กําหนดโดย    2 , ln , 4r t t t t



 จงหาความยาวสวน

โคง สําหรับ  1,4t    
 

วิธีทํา  จาก    2 , ln , 4r t t t t


  

 จึงได    2 , lnf t t g t t   และ   4h t t  

 พิจารณา   2f t   แลว    
2 22 4f t      

    1g t
t

   แลว  

   แลว  

                   

 

 

 

 

ดังนั้น ความยาวสวนโคง  คือ 18.3 หนวย  
 

 
 
 
 
 

 
2

2

2

1 1g t
t t
       

 
1
24 2d th t t

dt


    
21

2 122 4h t t t
 

         

 
2 2 2t

a

df dg dhs t dt
dt dt dt

                        
4

1
2

1

14 4t dt
t

  
4

1

14 4lnt t
t

 
   
  

 
 

   
 

 1 14 4 4ln 4 4 1 4ln 1
4 1

   
                 
21.30 3
18.3

 


C
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3.9 ความโคงของเสนโคง  
 

 คาความโคงสามารถวัดจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของเสนโคงท่ีโคงออกจากเสนสัมผัส ณ 
จุดท่ีกําหนดให ดังภาพท่ี 3.9.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.1 ความโคงของเสนโคง  

 

 โดยอัตราการเปลี่ยนแปลงท่ีวัดจากคาสัมบูรณของอัตราการเปลี่ยนแปลงของมุมเอียงของ
เสนสัมผัสเทียบกับระยะทางตามแนวเสนโคง โดยสรุปเปนนิยามได ดังนี้ 
 
นิยาม 3.9.1 ให  เปนเสนโคงเรียบกําหนดโดยฟงกชันท่ีมีตัวแปรเสริม  เปนความยาวสวนโคง 

แลวความโคง (curvature) ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  s   กําหนดโดย  

  ds
ds


    

จากนิยาม 3.9.1 สามารถสรางความสัมพันธระหวาง  กับ  จะไดวา  

หมายเหตุ อานวา แคปปา (kappa) 
 

ทฤษฎีบท 3.9.1 ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  สําหรับแตละคา  ท่ี  และ  

หาคาได แลว ความโคง  กําหนดโดย  โดยท่ี  

 

พิสูจน จากนิยาม 3.9.1          

 
 

dT
dt T tdT
dsds r t
dt


  











 

ดังนั้น ความโคง  

C

C s
C

T


N
 dT N

ds






C  r t t  T t


 r t

C  
 
 

T t
t

r t











  0r t 


d
ds




 
 
 

T t
t

r t
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ตัวอยาง 3.9.1 ให  เปนสวนโคงซ่ึงกําหนดโดย  จงหาคาความโคง 
 

วิธีทํา จาก          

                  

                        

 

 

จาก                    

                    

                                    

                                  

     
 

จาก                     

 ดังนั้น ความโคง คือ  

 
ทฤษฎีบท 3.9.2 ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  แลว ความโคง  สําหรับแตละคา  ท่ี 

 หาคาได คือ  โดยท่ี  

 

พิสูจน               

และ    
      

 

ดังนั้น           

แต                       

C   cos sin 3r t ti tj tk  
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จึงได                 

       
 

แต  

จึงได                              

ดังนั้น ความโคง  

 

ตัวอยาง 3.9.2 ให  เปนสวนโคงซ่ึงกําหนดโดย  จงหาคาความโคง

โดยใชทฤษฎีบท 3.9.2 
 

วิธีทํา จาก                          
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dt dt ds dt
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พิจารณา    

 

 

 

             

 

จาก            

 

ดังนั้น ความโคง คือ  

 
ตัวอยาง 3.9.3 จงหาความโคงของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด และรัศมียาว  หนวย 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพท่ี 3.9.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.2 วงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุดกําเนิด รัศมียาว  หนวย 

 
เนื่องจาก สมการวงกลมท่ีมีจุกศูนยกลางท่ีจุดกําเนิดรัศมียาว  หนวย คือ  

                                       

จึงได ฟงกชันคาเวกเตอร     เปนฟงกชันสําหรับวงกลม 
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จาก                               

 

                                   

 

จาก                               
 
 

T t
t

r t











  

     
1
a

  

ดังนั้น ความโคง คือ 
1
a

 

 จากตัวอยาง 3.9.3 สําหรับ  ท่ีเปนรัศมีของความโคงของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ี       
จุดกําเนิด สามารถหาความสัมพันธ ระหวางคา  กับรัศมี  ดังนิยามตอไปนี้ 

 
นิยาม 3.9.2 สําหรับความโคง  จะเรียกสวนกลับของ  วารัศมีความโคง (radius of 

curvature) ณ จุด  ใชสัญลักษณแทนดวย  กําหนดโดย  เม่ือ 

 ดังภาพท่ี 3.9.3 

 
 
 
 

 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.3 รัศมีความโคง 
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ตัวอยาง 3.9.4 ให  เปนสวนโคงเรียบท่ีกําหนดโดย  จงหาความโคง

และรัศมีความโคง ท่ี  ใด ๆ  

 

วิธีทํา  จาก        

พิจารณา               
        

 

      

                  

จาก                    

                                    

 

   

 
 

 

จาก                    

ดังนั้น ความโคง คือ  

จาก              

ดังนั้น รัศมีความโคงคือ  
 

ตัวอยาง 3.9.5 ให C  เปนสวนโคงเรียบท่ีกําหนดโดย      cos 3 sin 3 4r t t i t j tk  


 



 จงหา

ความโคง และรัศมีความโคง ท่ี t  ใด ๆ  
 

วิธีทํา จาก                  cos 3 sin 3 4r t t i t j tk  


 



  

จะได                  3sin 3 cos 3 4r t t i t j k   


 



 

                                
2 2 23sin 3 cos 3 4r t t t    



 

    2 29 sin 3 cos 3 16t t    

   9 16 25 5     

C   2cos 2sinr t ti tj 
 



t

  2cos 2sinr t ti tj 
 



  2 cos 2 sind dr t t i t j
dt dt
   

     
      

 



2sin 2costi tj 
 

     2 22sin 2cos 2r t t t    


 
 
 

r t
T t

r t











  2sin 2cos
2

ti tjT t  


 



sin costi tj 
 

  cos sinT t ti tj  


 

  cos sinT t ti tj   


 

   2 2cos sin

1

t t   



 
 
 

T t
t

r t











1
2



1
2

 
 
1t
t




 1 21
2

 

2



ตัว
อย
่าง

 
 

168 

                     

 

                                  

                                

       2 281 9cos 3 sin 3
25 5

t t    

                            
 

ดังนั้น ความโคง คือ  

จาก                        

ดังนั้น รัศมีความโคง คือ  

 

ตัวอยาง 3.9.6 ให  เปนสวนโคงฮิลิกซท่ีกําหนดโดย  โดยท่ี 

 จงหาความโคง และรัศมีความโคง  
 

วิธีทํา จาก       

พิจารณา             
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จาก              

   

 

 

จึงไดวา ความโคง คือ  

จาก                    

ดังนั้น รัศมีความโคง คือ  

 

ตัวอยาง 3.9.7 ให  เปนสวนโคง Helix กําหนดโดย  จงหา

ความโคงและรัศมีความโคง  
     

วิธีทํา จาก                         

พิจารณา             

                 

               

  

                      
 

 

                    
  

 

2sin cosab ti ab tj a k  


 

    2sin cosr t r t ab ti ab tj a k    


 

 

     

 

 

22 2 2

2 4

2 2

sin cosab t ab t a

ab a

a a b

   

 

 

 
   

 
3

r t r t
t

r t


 




 



 
   

2 2

2 22 2 2 2

a a b a
a ba b a b


 

 

2 2

a
a b

 
 
1t
t






 

2 2

2 2

1 a b
a a

a b


 


2 2a b

a


C   2cos 2sin 2r t ti tj tk  


 



  2cos 2sin 2r t ti tj tk  


 



  2sin 2cos 2r t ti j k   


 



     2cos 2sinr t t i t j  
 



    2sin 2cos 2
2cos 2sin 0

i j k
r t r t t t

t t
   

 



 

 

 
 

 
 

   
   

2cos 2 2sin 2 2sin 2cos
2sin 0 2cos 0 2cos 2sin

t t t t
i j k

t t t t
 

  
   



 

4sin 4cos 4ti tj k  


 

         2 2 24sin 4cos 4r t r t t t     
 

2 216sin 16cos 16

16 16 32

t t  

  



ตัว
อย
่าง

 
 

170 

                         

 

 
                         

จาก                          

 

จาก             

ดังนั้น ความโคงของเสนโคง คือ  และรัศมีความโคงของเสนโคง คือ  

 
ทฤษฎีบท 3.9.3 เสนโคงเรียบ C  ของสมการเวกเตอร  r t  มีอนุพันธอับดับสองท่ีตอเนื่องเปน

เสนตรงก็ตอเม่ือ 0   
 

พิสูจน    ให C  เปนเสนตรง จึงได T


 เปนเวกเตอรคาคงตัว 

 นั่นคือ   0dT
ds







 

 ดังนั้น 0dT
ds

 



 

   ให                     0   

 จึงได 
          

0dT
ds





 

 นั่นคือ 0dT
ds







 แสดงวา T


 จะมีทิศทางคงท่ี  

 ดังนั้น C  เปนเสนตรง  
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3.10 เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
 

นิยาม 3.10.1 สําหรับ  เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง C  และ  เปนเวกเตอรปกติ

หนึ่งหนวย เรียกเวกเตอรเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ T


 และ N


 วาเวกเตอรแนวฉากรอง

หนึ่งหนวย ( unit binormal vector) ใชสัญลักษณแทนดวย B


 โดยท่ี B T N 
  

  
 

ขอสังเกต  

 พิจารณาเวกเตอร B T N 
  

 เนื่องจาก T


 และ N


 ตางเปนเวกเตอรท่ีมีความยาว

เทากับหนึ่งหนวยและ T


 ตั้งฉากกับ N


 ฉะนั้นจะไดวา T N B 
  

 และ N B T 
  

ดวยทิศทาง
ของ ,T N

 

 และ B


 เปนไปตามกฎมือขวา เปนพิกัดท่ีมีจุดกําเนิดเคลื่อนท่ีไปบนเสนโคง  r t  มีชื่อ        

วากรอบของเฟรเนต 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.10.1 ความสัมพันธของเวกเตอร ,T N

 

 และ B


 

 

 สําหรับเสนตรงสามเสนซ่ึงผานจุด  ตามภาพท่ี 3.10.1 เสนท่ีขนานกับ T


 คือ เสนสัมผัส

เสนท่ีขนานกับ N


 คือ เสนแนวฉาก และเสนท่ีขนานกับ B


 คือ เสนแนวฉากรองของเสนโคงท่ีจุด  

 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ N


 เรียกวา ระนาบแนวโคง (osculating plane) 
 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T



 และ B


 เรียกวา ระนาบสัมผัส (rectifying plane) 

 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร N


และ B


 เรียกวา ระนาบตั้งฉาก (normal plane) 
 

ตัวอยาง 3.10.1 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   2 33 2 3r t t i t j tk  


 



 จงหาเวกเตอรแนวฉาก

รองหนึ่งหนวย เม่ือ  ใด ๆ และ 1t    
 

วิธีทํา                  
 
 

r t
T t

r t











 

2 26 6 3 6 6 3
36 36 9 81

ti t j k ti t j k   
 

 

 

   

 

26 6 3
9

ti t j k 




 

22 2 1
3 3 3

ti t j k  


 

 

T


N


P
P

t



ตัว
อย
่าง

 
 

172 

    22 2 1
3 3 3

T t ti t j k  



 

 

               2 4
3 3

tT t i j  


 

 

            
  2 4

3 3
tT t i j  


 

 

   
2 22 4

3 3
t             

2 24 16 2 1 4
9 9 3

t t
    

             
 
 

T t
N t

T t











 

   
 

2 2 2

2 4 2 2 42
3 3 3 3 3
2 2 21 4 1 4 1 4
3 3 3

t ti j i tj i j

t t t

  
  

  

     

 

   
   

22

2 2 23
2 1 41 4
3

i tj i tj

tt

 
 



 

 

 

   
2 2

1 2
1 4 1 4

ti j
t t

 
 

 

 

       B t T t N t 
  

  

   2

2 2

2 2 1
3 3 3
1 2 0

1 4 1 4

i j k

t t

t
t t



 



 

 

   

2 2

2 2 2 2

2 1 2 1 2 2
3 3 3 3 3 3
2 1 1 20 0

1 4 1 4 1 4 1 4

t t t t
i kt t

t t t t

  

   





 

   
2 2

2 2 2 2

2 1 4 20 0
3 1 4 3 1 4 3 1 4 3 1 4

t t ti j k
t t t t

                                    



 

 

   
2

2 2 2

2 1 2
3 1 4 3 1 4 3 1 4

t ti j k
t t t

  
  



 

 

ดังนั้น  
2

2 2 2

2 1 2
3 1 4 3 1 4 3 1 4

t tB t i j k
t t t

  
  




 

 



ตัว
อย
่าง

 
 

173 

เม่ือ 1;t    
 

   

 

 

2

2 2 2

2 1 2 111
3 1 4 1 3 1 4 1 3 1 4 1

B i j k  
  




 

 

2 1 2
3 5 3 5 3 5

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย เม่ือ 1t   คือ 
2 1 2

3 5 3 5 3 5
i j k  



 

  

 

ตัวอยาง 3.10.2 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   2t tr t e i e j tk  


 



 เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่ง

หนวย เม่ือ 0t    
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จาก      
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ตัวอยาง 3.10.3 จงหาสมการระนาบสัมผัสประชิด และสมการเสนแนวฉาก เม่ือ  
   sin 1 cos 2r t ti t j k   



 



 เม่ือ 0 3t    ณ จุด  0,0,2
 

 

วิธีทํา สมการเสนโคง    sin 1 cos 2 ,0 3r t ti t j k t      


 



  

 ณ จุด  0,0, 2 บนเสนโคง คือ จุด  r 


 

 เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย  

         
 
 

r t
T t

r t











 

   2 2

cos sin

cos sin

cos sin
1

cos sin

ti tj

t t

ti tj

ti tj




 




 

 

 

 

 

                                  

 
 
 

T t
N t

T t












 

   2 2

sin cos

sin cos

sin cos
1

ti tj

t t

ti tj

 


  

 


 

 

 

sin costi tj 
 

 

ท่ี ;t                    cos sinT i j i    


  

  

                                   sin cosN i j j    


  

 

                                      B T N   
  

 

                                       

1 0 0
0 1 0

0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1

i j k

i j k

k

 

 
  





 



 



 

สมการของระนาบประชิดท่ีจุด  0,0,2 คือ  
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3.11 การบิด 
  

นิยาม 3..11.1 ให C  เปนสวนโคงเรียบ ซ่ึงประกอบดวยแกนเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N
 

 และ B


 

อัตราการหมุนของระนาบผานโคง (หรือระนาบสัมผัส) รอบแกนเวกเตอร T


 เรียกวา 
การบิด (torsion) ให  t  เปนการบิดของเสนโคง จะไดวา 

  dBt N
ds

  





 
 

ทฤษฎีบท 3.11.1 สูตรของเฟรอเนต – แซรเรต (Frenet – Serret formulae) แสดงความสัมพันธ
ของเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N

 

 และ B


 

  1.    dT t N t
ds







   2. dB N
ds







 

  3. dN B T
ds

  



 

  เม่ือ   การบิด และ   เปนความโคง 
 

พิสูจน สําหรับเสนโคง  C  ใด ๆ ท่ีเปนเสนโคงเรียบใน 3R  ท่ีมี s  เปนฟงกชันความยาวของเสนโคง 

T


เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และ dT
ds



 เปนเวกเตอรความโคงของเสนโคง 

จาก     
 
 

T tdT
ds v t








 เม่ือ   0v t    

จาก                 T t T t N t 
  

 

ดังนั้น     
 
 

 
T tdT N t

ds v t










 

แต                                  
 
 

 
T t

t
v t








 

ดังนั้น               dT t N t
ds







     ........... 1  

 ฉะนั้นเวกเตอรความโคง dT
ds



 เปนเวกเตอรผลคูณของเวกเตอร N


 กับสเกลาร   เม่ือ     

  คือ ความโคง และ dT
ds



 เปนเวกเตอรท่ีขนานกับ N


 ดวย 

 เนื่องจาก N


 ตั้งฉากกับ T


 ดังนั้น dT
ds



 จึงตั้งฉากกับ T


ดวย 

พิจารณาอนุพันธของ B T N 
  

 เทียบกับ s  

จะเห็นวา        dB d T N
ds dx
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    dN dTT N
ds ds

   

 

 

     

dNT
ds

 





 (เพราะ dT
ds



 ขนานกับ N


) 

ดังนั้น dB
ds



 ตั้งฉากกับ T


 

เนื่องจาก B


 เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดคงตัว ฉะนั้น B


 ยอมตั้งฉากกับ dB
ds



  

จึงไดวา dB
ds



 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ T


 และ B


 

ดังนั้น dB
ds



 ยอมขนานกับ N


 จึงสามารถเขียน dB
ds



 ใหอยูในรูปของผลคูณของเวกเตอร N


 กับ 

สเกลารไดดังนี้ 
dB N
ds







    ........... 2  

จากสมการ  1 และสมการ  2 จะได  

dT N
ds







 และ dB N
ds







 

และจะหาคาของ dN
ds



 อีกคาหนึ่งดังนี้ 

เพราะวา                     N B T 
  

 

จะได                  
dN dT dBB T
ds ds ds

   

  

 

 

     dBB N T
ds

   



  

 

        N B N T    
   

 

แต N B T 
  

 และ N T B 
  

 

ดังนั้น                  dN T B
ds

  



 

    ............ 3  

จากสมการ  1 , สมการ  2 และ สมการ  3 จึงได  

        dT kN
ds







 

                 dN B T
ds

  



 

 

                dB N
ds
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ทฤษฎีบท 3.11.2 ให C  เปนเสนโคงท่ี กําหนดโดย  r t  การบิด   ของฟงกชันของเสนโคง C  

กําหนดโดย 2
v a a
v a


 




  

 

 เม่ือ 0v a 
 

 

 

พิสูจน ทฤษฎีบท 3.11.1 ขอ 2 

                                     dB N
ds







 

โดยกฎลูกโซ                  dB dB ds
dt ds dt



 

 

     
 

  

dBv t
ds

v t N



 





 

ฉะนั้น            dB v t N
dt







 

จาก                              2a t v t T t v t k t N t 
 



  

จะได                                 2a t v t T t v t T t v t k t N t        
 



 

                           2v t v t k t N t


 

                  2v t T t v t T t v t k t N t      
 

 

               2k t N t v t v t k t N t  
 

 

                  2v t T t v t T t v t k t N t     
  

 

                                              2 2v t k t v t v t k t N t     


 

แต                                      dT dsT t v t k t N t
ds dt

  


 

ดังนั้น                                          2a t v t v t t N t v t T t v t t N t     
  



   

                          2 2v t t v t v t t N t     


   

               2 3v t T t v t t v t v t t N t       
 

      

         2v t t N t


       ........... 1  

จาก                     N B T 
  

  

     
 

       
dN t

B t T t B t T t
dt

     



   

 

             B t v t t N t v t N t T t    
   

 

             v t t B t N t v t N t T t    
   

 

         v t t T t v t B t  
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จะได                                             2 3a t v t T t v t t v t v t t N t        
 



   

                                      2v t t v t t T t v t B t    
 

    

     
               

           

2

3 3

3v t T t v t t v t v t t N t

v t t T t v t t B t

 

  

       
    

 

 

 

             3 3v t v t t T t v t t B t     
 

    

              2 3v t t v t v t t N t     


    ........... 2  

จาก                      
 
 

v t
T t

v t





 จะได      v t v t T t




 

และ                                         2a t v t T t v t t N t 
 



 

                                            2v t a t v t T t v t T t v t t N t      
  

 

 

     3v t t B t


                        ........... 3  

จากสมการ  2 และสมการ  3 จะไดวา 

        6 2v a a v   
  

 

                  
 

6 2

v a a
v




 


  

  

แต 3

a v
v





 

 แทนคา          
2

6
3

v a a

a v
v

v


 


      

  

 

 

        
 

2

v a a

a v

 




  

 

 

ดังนั้น สามารถหาคาการบิดของเสนโคง จาก 
 

2

v a a

v a


 




  

 

 

จากทฤษฎีบท 3.11.2 
 

2

v a a

v a


 




  

 

 สําหรับ  r t  เปนเสนโคงเรียบแลว 

จึงได      v t r t
 

 

         a t v t r t  
  

 

                 a t v t r t   
  

 แทนในคา   

นั่นคือ    
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 

ดังนั้น สามารถหาคาการบิดของเสนโคง จาก 
 

2

r r r

r r
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ตัวอยาง 3.11.1 ให C  เปนเสนโคงเรียบ กําหนดโดย   2 32
3

r t ti t j t k  


 



 จงหา คาความโคง 

และการบิด 
 

วิธีทํา                      2 32
3

r t ti t j t k  


 



   

                                      22 2r t i tj t k   


 



   

          22 2 21 2 2r t t t   
  

 

 
 

2 4

22

2

1 4 4

2 1

2 1

t t

t

t

  

 

 

 

               2 4r t j tk  






  

            21 2 2
0 2 4

i j k
r t r t t t

t
  



 

   

2 2 1 22 2 1 2
0 22 4 0 4

tt t t
i j k

t t
  



 

 

     2 28 4 4 0 2 0t t i t j k     


 

 
24 4 2t i tj k  



 

 

           
2 2 224 4 2r t r t t t     

   

  
 

4 2

4 2

16 16 4

4 4 4 1

t t

t t

  

  
 

     22 22 2 1 2 2 1t t     

จาก                      
   

 
3

r t r t
k t

r t

 




 



 

 
   

2

3 22 2

2 2 1 2

2 1 2 1

t

t t


 

 
 

ดังนั้น คาความโคง คือ 
 22

2

2 1t 
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จาก                         2 4r t j tk  






  

พิจาณา                  4r t k 




 

และ            24 4 2r t r t t i tj k    


 

 

 

จาก             24 4 2 4r r r t i tj k k       
 

 

  

 

                               
22 22 2 1r r t      

   

      224 2 1t   

จาก            
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 

     
   2 22 2

8 2

4 2 1 2 1t t
 

 
 

ดังนั้น การบิดของเสนโคง C  คือ 
 22

2

2 1t 
 

 

ตัวอยาง 3.11.2 ให C  เปนสวนโคงเรียบ กําหนดโดย   2cos 2sinr t ti j tk  


 



 จงหา  

1. เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย 
2. เวกเตอรแนวฉาก 
3. เวกเตอรแนวฉากรอง   
3. คาความโคง  
5. รัศมีความโคง 

6. การบิด ท่ี 
6

t 
  

 

วิธีทํา จาก           2cos 2sinr t ti j t k  


 



 

     2sin 2cosr t ti tk  






   

       2 22sin 2cosr t t t   
  

 2 24 sin cos 2t t    

    
 
 

r t
T t

r t











 

2sin 2cos
2

sin cos

ti tk

ti tk

 


 









 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย คือ   sin cosT t ti tk 





 

8
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2. เวกเตอรแนวฉาก            cos sinT t ti tk  





 

  
     2 2cos sin 1T t t t     



             
 

จาก                               
 
 

T t
N t

T t












 

cos sin
1

cos sin

ti tk

ti tk

 


 









 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉาก คือ   cos sinN t ti tk 





 
 

3. เวกเตอรแนวฉากรอง   

             B t T t N t 
  

 

sin 0 cos
cos 0 sin

i j k
t t
t t

 
 



 

 

     2 2

0 cos sin cos sin 0
0 sin cos sin cos 0

0 0 sin cos 0 0

t t t t
i j k

t t t t

i t t j k j

 
  

   

      



 



  

 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉากรอง คือ  B t j




 
 

3. คาความโคง 

    2sin 2cosv t r t ti tk  




 

 

       2 22sin 2cos 2v t v t t t    
  

    2cos 2sina t v t ti tk  




 

 

                   2sin 0 2cos
2cos 0 2sin

i j k
v t a t t t

t t
   

 



 

   

0 2cos 2sin 2cos 2sin 0
0 2sin 2cos 2sin 2cos 0

t t t t
i j k

t t t t
 

  
   



 

 

4 j


 

        4 4v t a t j   
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จาก                   
   

 3

v t a t
k t

v t



 

 

 
 3

4 1
22

   

ดังนั้น คาความโคง คือ   1k t   
  

5. รัศมีความโคง  

จาก  
 
1 1 1

1
t

k t
      

ดังนั้น รัศมีความโคงคือ   1t    
 

6. การบิด  

      cos sina t ti tk  






  

            4 2sin 2cosv a a j ti tk     


 

  

 

     0       

จาก                                  
      

   
2

v t a t a t

v t a t


 




  

 

 

     
0 0

16
   

ดังนั้น การบิด คือ 0   
 
สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสและสวนประกอบตามแนวฉากของเวกเตอร
ความเรง 
 

จาก                      a t v t T t v t T t N t  
  



 

เรียก  v t  วาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง

(tangential component) ใชสัญลักษณแทนดวย Ta  และเรียก    v t T t


 วาสวนประกอบตาม

แนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง (normal component) ใชสัญลักษณแทนดวย Na
กลาวไดวา    

                 Ta v t  และ    Na v t T t


   ............ 1  

 เนื่องจากเวกเตอร    ,a t T t




และ  N t


 อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้นสามารถเขียน

เวกเตอร  a t  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ  T t


 กับ  N t


 ไดดังนี้ 

     T Na t a T t a N t 
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มีวิธีการหาสวนประกอบท้ังสองอีกวิธีดังนี้ 

หาคา Ta จาก            T Na t a T t a N t 
 



  

                                       T Na t v t a T t v t a N t v t    
 

   

 

        cos 0 cos
2T Na T t v t a N t v t      





 

 

 
 

0T

T

a v t

a v t

 





 

                        
   

 T

a t v t
a

v t



 

 

หาคา Na  จาก            T Na t a T t a N t 
 



  

                                    T Na t v t a T t v t a N t v t    
 

   

 

        sin 0 sin
2T Na T t v t a N t v t      





 

 

 0 Na v t 


 

 Na v t  

                                     
   

 N

a t v t
a

v t



 

 

ดังนั้น 
   

 T

a t v t
a

v t



 

 และ 
   

 N

a t v t
a

v t



 

    ............ 2  

 

ตัวอยาง 3.11.3 กําหนดเสนโคง   2 23 3 3r t t i t j tk  


 



จงหา Ta  และ Na ท่ี 1t    
 

วิธีทํา จากสมการ  1 ;   Ta v t  และ    Na v t T t


 

หาคา  Ta v t  

จาก              2 23 3 3r t t i t j tk  


 



 

                              6 6 3v t r t ti tj k   


 

 

 

         2 2 236 36 9 72 9v t v t t t t     


 

                             
1

2 221 72 9 72 9
2

dv t t t
dx


     

    
1

2 2
2

1 7272 9 144
2 72 9

tt t
t


  


 

ท่ี 1;t    
 
 

72 1 721 8
8172 1 9

Ta v   
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หาคา    Na v t T t


 

จาก           2 23 3 3r t t i t j tk  


 



 

       6 6 3r t ti tj k   


 



 

                       2 2 236 36 9 72 9r t t t t     
  

  
2

6 6 3
72 9

ti tj kT t
t

 






 



 

 
     3 3 32 2 2

54 54 216

72 9 72 9 72 9

tT t i j k
t t t

   
  




 

 

  2 2 81
27 27 27

T i j k   



 

 

                     6 21
27

T  


 

                         2 2 236 36 9 72 9v t V t t t t     


 

   21 72 1 9 9v     

                     6 29 2 2
27Na

      
 

ดังนั้น 8Ta   และ 2 2Na    

จากสมการ  2 ;  
   

 T

a t v t
a

v t



 

 และ 
   

 N

a t v t
a

v t



 

    

หาคา 
   

 T

a t v t
a

v t



 

 

         6 6 3v t ti tj k  


 



 

           6 6a t v t i j  
 

 

 

ท่ี 1;t          1 6 6 3v i j k  


 



 

     1 6 6a i j 
 



 

       1 1v v


 

     2 2 26 6 3

81
9

  




    

ดังนั้น      6 6 6 6 72 8
9 9Ta
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หาคา 
   

 N

a t v t
a

v t



 

  

จาก  1 6 6 3 ,v i j k  


 

  2 6 6a i j 
 



 และ  1 9v    

                     1 1 6 6 0
6 6 3

i j k
a v 



 

   

6 0 6 0 6 6
6 3 6 3 6 6

18 18

i j k

i j

  

 



 

 

 

ดังนั้น 
   2 218 18 18 2 2 2

9 9Na
 

    

ดังนั้น จากสมการ  2  ได 8Ta   และ 2 2Na   

 

3.12 สรุป  
 

บทนี้กลาวถึงฟงกชันคาเวกเตอร การเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี การดําเนินการของ
ฟงกชันคาเวกเตอร ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร อนุพันธของ
ฟงกชันคาเวกเตอร ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอร
แนวฉาก ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ ความโคงของเสนโคง 
สมบัติความโคงของเสนโคง รัศมีความโคง เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด  
การบิด สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง และ สวนประกอบตาม
แนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง โดยมีลายละเอียดสรุปไดดังนี้ 
สําหรับ ,f g  และ h  เปนฟงกชันคาจริง 

ใ ห     ,x f t y g t    แ ล ะ   z h t   เ ม่ื อ  t I   เ รี ย ก เ ซ ต ข อ ง จุ ด 

      , ,f t g t h t  ท้ังหมดวาเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ และให        r t f t i g t j h t k  


 



 

เรียก  r t  วาฟงกชันคาเวกเตอรและ เรียก      , ,f t g t h t  วาสวนประกอบของ  r t  

การเขียนรอยทางเดินของการเคล่ือนท่ี 
1. กําหนดคาตัวแปร t  และคํานวณหาคา x  และ y  จากสมการ 

2. กําจัดตัวแปร t  และสรางสมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y  โดยตรง 
สมการท่ีไดคือสมการคารทีเซียน ของเสนโคงของการเคลื่อนท่ี 

การดําเนินการของฟงกชันคาเวกเตอร  
ให    ,r t s t 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t  ในโดเมน

ของ  r t  และ  s t  แลว 

1.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 
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2.       fr t f t r t
 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

3.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาจริง 

3.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

5.      r f t r f t
 

  

ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

และ R


 เปนเวกเตอรคาจริง จะกลาววา  r t  มี R


 เปนลิมิต เม่ือ t  เขาใกล 0t  ใชสัญลักษณแทน

ด วย   
0

lim
t t

r t R







  เ ม่ือ ทุกๆจํ านวนจริ ง  0  จะสามารถหาจํ านวน 0  ท่ี ทํ า ให  

00 t t     แลว  r t R  




 ทุกคา t I  

สําหรับ         r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคา เวกเตอรบนชวง I  แลว 

 
0

lim
t t

r t




 จะมีคาก็ตอเม่ือ    
0 0

lim , lim
t t t t

f t g t
 

 และ  
0

lim
t t

h t


มีคา กลาวคือ  

       
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t t t t t

r t f t i g t j h t k
   

  


 

  

สมบัติลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร ให  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  

แ ล ะ  f t   เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  สํ า ห รั บ  t I   ถ า     
0 0

lim , lim
t t t t

r t R s t S
 

 


    แ ล ะ 

 
0

lim
t t

f t L


  

1.    
0

lim
t t

f t r t LR







 

2.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

3.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

3.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับฟงกชันคาเวกเตอร  r t  มีความตอเนื่องท่ี 0t t  ก็

ตอเม่ือ    
0

0lim
t t

r t r t



 

 สมบัติความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร 

 1. ถา r  ตอเนื่องท่ีทุกๆ จุดบนชวง I  ใด ๆ จะกลาววา r  ตอเนื่องบนชวง I  

    2. ฟงกชันคาเวกเตอร        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือ 

,f g  และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  

 3. ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ

t I  และตอเนื่องบน I แลว            , ,f t r t r t s t r t s t 
    

 และ    r t s t
 

ตอเนื่องบน I  

อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคา

เวกเตอร จะกลาววา  r t  หาอนุพันธได ณ ท่ี 0t t  ถา    ,f t g t  และ  h t  หาอนุพันธได ณ  

ท่ี 0t t  อนุพันธของ  r t  คือ   
   0 0

0 0
lim

t

r t t r t
r t

t 

 
 



 



 เม่ือลิมิตมีคา    
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จะกลาววา  r t  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธท่ี 0t  ถากําหนดให 0 1t t t    เม่ือ 0t   

จะได 1 0t t  ดังนั้น   
   

1 0

1 0
0

1 0

lim
t t

r t r t
r t

t t


 



 



  เม่ือลิมิตมีคา 

สมบัติอนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ให        r t f t i g t j h t k  


 



 หาอนุพันธไดท่ี t  

1.        r t f t i g t j h t k     


 



 

    2.               fr t f t r t f t r t f t r t          
   

 

    3.           r s t r t s t r t s t            
       

    3.               r s t r t s t r t s t r t s t              
         

    5.               r s t r t s t r t s t r t s t              
       

 

   6.                   r t s t z t r t s t z t r t s t z t                  
       

 

                 r t s t z t    
    

7.                   r t s t z t r t s t z t r t s t z t                  
       

  

                                                     r t s t z t    
    

8. กฎลูกโซ ถา  r z s
 

 และ  s f t  หาอนุพันธได และพิสัยของ s  เปนเซตยอยของ

โดเมนของ r

 
แลว   r z f t 

 

 จะหาอนุพันธได โดยท่ี       z f t z f t f t     
   หรือ

du du ds
dx ds dt


 

  

    9. สําหรับ    nr t

เปนอนุพันธอันดับท่ี n  เ ม่ือ n Z ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  

กําหนดโดย        1n ndr t r t
dt

    
 

 

10.     0r t r t 
 

 

ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง สําหรับ  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ี

เคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคง 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอร    v t r t

 

 

2. อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี    v t v t


 

 3. ความเรงเชิงเวกเตอร    a t v t
 

 

 4. อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี    a t a t


 

เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก  

 1. เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย  
 
 

r t
T t

r t











 เม่ือ   0r t 
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 2. เวกเตอรแนวฉากหนึ่งหนวย  
 
 

T t
N t

T t











เม่ือ   0T t 



 

ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



ฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ 
 

               
          r t dt f t dt i g t dt j h t dt k     



 



 

ปริพันธจํากัดเขต ของ r  จาก a  ถึง b  คือ  

       
b b b b

a a a a

r t dt f t dt i g t dt j h t dt k
                              

   


 

  

ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ  
1. ให C  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย  r t  เม่ือ  ,t a b  ความยาวสวนโคงเรียบ คือ 

   ,
b

a

L a b r t dt 


  

2. ให C  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย ใน 2R  โดยมีสมการคือ  y f x  โดยท่ี 

 ,x a b  แลว    
2

, 1
b

a

L a b f x dx       

3. สมกา ร อิ ง ตั ว แ ป ร เ ส ริ ม ข อ ง คว าม ย า ว เ ส น โ ค ง  C  โ ด ย เ ริ่ ม ต น ท่ี จุ ด   r a  

   
2 2 2

,
t

a

dx dy dzs t L a t du
dt dt dt

                           

ความโคงของเสนโคง ให C  เปนเสนโคงเรียบกําหนดโดยฟงกชันท่ีมีตัวแปรเสริม s  เปนความยาว

สวนโคง แลวความโคงของ C กําหนดโดย   ds
ds


    

สมบัติความโคงของเสนโคง ให C  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  r t   สําหรับแตละคา t   

1.   
 
 

T t
t

r t











 โดยท่ี   0r t 


 

2.  
   

 
3

r t r t
t

r t


 




 



 โดยท่ี    0r t 


 

รัศมีความโคง 
สําหรับความโคง   0t   จะเรียกสวนกลับของ  t  วารัศมีความโคง ณ จุด  r t  คือ 

 
 
1t
t




   

เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย ใชสัญลักษณแทนดวย B



 คือ เวกเตอรเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ 

T


 และ N


 โดยท่ี B T N 
  

 

ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ N


 เรียกวา ระนาบแนวโคง 



ตัว
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ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ B


 เรียกวา ระนาบสัมผัส  

ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร N


และ B


 เรียกวา ระนาบตั้งฉาก 
การบิด 
 ให C  เปนสวนโคงเรียบ ซ่ึงประกอบดวยแกนเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N

 

 และ B


 อัตรา

การหมุนของระนาบผานโคง (หรือระนาบสัมผัส) รอบแกนเวกเตอร T


 เรียกวา การบิด ให  t  

เปนการบิดของเสนโคง จะไดวา   dBt N
ds

  





 

สูตรของเฟรอเนต – แซรเรต แสดงความสัมพันธของเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N
 

 และ B


 

1.    dT t N t
ds







  

2. dB N
ds







 

3. dN B T
ds

  



 

 

ให C  เปนเสนโคงท่ีกําหนดโดย  r t  คาการบิด   ของเสนโคง C  กําหนดโดย 

2
v a a
v a


 




  

 

เม่ือ 0v a 
 

 หรือ 
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 เม่ือ 0r r  
 

 
 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง  Ta v t  หรือ 

   
 T

a t v t
a

v t



 

 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง    Na v t T t


 และ 

   
 N

a t v t
a

v t
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แบบฝกหัด 3 
 

1. กําหนด r  และ s  เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา      ,r s t r s t 
   

 และ   r s t
 

 

1.1      21 1 2r t t i t j tk    


 



 และ  
2 3

32
t ts t ti j k  



 



 

1.2    2 2r t t i t j tk   


 



 และ      2 21 1s t t i t j tk    


 



 

1.3       2sin cos 2r t t i t j t k  


 



และ      2cos 3sin 4s t t i t j tk  


 



 

1.4       4sec tan
3

r t t i t j tk  


 



และ      2cos 2sints t e i t j t k  


 



 

1.5       2cos sinr t t i t t j t k  


 



และ        cos 2sin sins t t i t j t k  


 



 

2.จงหาลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี้  

2.1   2

0
lim sin cos t

t
ti t t j e k



     



 

 

2.2   
4

lim 2sin 2cos 5
t

ti tj tk


 


 

 

2.3   
2

2

1
lim 2ln 1

2t

tt i t j k


 
     



 

 

2.4     
0

lim sin 5 cost

t
e i tj tk ti tj tk



       

 

   

 

2.5             2

0
lim cos 2 sin 2 sin 2 1 1
t

t i t j t k ti t j t k


         

 

   

 

 

3. ใหฟงกชันคาเวกเตอร     23sin 3cos 4 , cos sin 2r t ti tj tk s t ti t tj t k     
 

   

 

 
   และฟงกชันคาจริง   6sin cosf t t t t    จงหา

 
3.1

 
   

0
lim
t

f t r t




 
    3.2    

0
lim
t

r t s t


  
 

 

3.3    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

 3.4    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

4. กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร  r t จงพิจารณาวา ตอเนื่องท่ี t ท่ีกําหนดใหหรือไม 

4.1    2 2r t t i t j tk   


 



ท่ีจุด 0t   

4.2   cos sinr t ti tj tk  


 



ท่ีจุด 0t   

4.3    2 1r t i t j t k   


 



ท่ีจุด 1t   

4.4   cos sin sinr t ti tj t tk  


 



ท่ีจุด 0t   

4.5       2sin cos cos sinr t t t t i t t t j t k    


 



ท่ีจุด 
2

t 
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5. กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร  r t  จงหา  r t  

5.1    2 2r t t i t j tk   


 



 

5.2   cos sinr t ti tj tk  


 



 

5.3    2 1r t i t j t k   


 



 

5.4   cos sin sinr t ti tj t tk  


 



 

5.5       2sin cos cos sinr t t t t i t t t j t k    


 



 
 

6. กําหนดให   sin cosr t ti t tj tk  


 



 และ   2s t ti j t k  


 



 จงหาคา  

6.1   

6.2    

6.3  
 

7. จงหาปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ตอไปนี้ 

7.1  

7.2  

7.3  

7.4  

7.5  

 

8. อนุภาคชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคงเกลี่ยงกลม ณ เวลา  ใด ๆ กําหนดโดยเวกเตอรบอก
ตําแหนง  จงหา ความเร็วและความเรง ขนาดของความเร็วทิศทางการเคลื่อนท่ีของอนุภาค  

8.1  ท่ี  

8.2  ท่ี  

8.3  ท่ี  

8.4  ท่ี  

8.5  ท่ี  

   r s t
 

   r s t
 

   r s t
 

 r t

 
1

3 6

0

7 1t i t j t k dt     


 

 
2

2
1

15 5 2t i t j k dt
t

          




 

 
3

2

3

sin 1 cos secti t j tk dt






     


 

     
6

0

sec tan tan 2sin cost t i t j t t k dt



    


 

1

2 22
0

2 3 1
1 11

i j k dt
t tt

 
      




 

t
 r t

     2 21 1 2r t t i t j tk    


 



2t 

  2cos 3sin 2r t ti tj t k  


 

 4t 

  2sec 3tanr t ti tj t k  


 

 3t 

     2 2ln 1 3 3r t t i tj t k   


 



1t 

   2 2sin cos 2tr t e i tj t k  


 



1t 
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9. จงหาความยาวของสวนโคงและระยะทางตามแนวการเคลื่อนท่ีของสวนโคงท่ีกําหนดให  

9.1 ชวง  

9.2 ชวง  

9.3 ชวง  

9.4 ชวง  

9.5 ชวง  
 

10. จงหาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย และ เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย 
ของสวนโคงท่ีกําหนดให  

10.1  

10.2  

10.3  

10.4  

10.5  

11. จงหาความโคง รัศมีความโคง และการบิด ของสวนโคงท่ีกําหนดให  

 11.1  

 11.2  

 11.3  

 11.4  

 11.5  
 

12. จงหาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง  และ

สวนประกอบตามแนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง ของสวนโคงท่ีกําหนดให 

 12.1  

 12.2  

 12.3  

 12.4  

 12.5  

 
 

     6sin 2 6cos 2 5r t t i t j tk  


 

 0 t  

     2 1r t t i t j tk    


 

 0 4t 

  3 36 2 3r t t i tj t k  


 

 0 2t 

   sin cos 3r t t ti t tj t k   


 

 0 t  

     2cos 3 2sin 3tr t e i t j t k  


 

 0 t  

  3sin 3cosr t ti tj tk  


 



     cos sin sin cos 3r t t t t i t t t j tk    


 



 
3

32 3
3 3
t tr t i j t k
            



 



  2sin cosr t t ti t tj t k  


 



  cos sin 3t t tr t e ti e tj e k  


 



  cos3 sin 3 4r t ti tj tk  


 



     cos sin sin cos 4r t t t t i t t t j k    


 



   cos sin 1 cosr t ti tj t k   


 



     3 cos 3 sin 4t t tr t e t i e t j e k  


 



     22 3 2 1r t ti t j t k    


 



 Ta

 Na

  4cos 4sin 3 ,
3

r t ti tj tk t 
   



 



  sin cos sin ,r t ti tj tk t   


 



       2 21 2 3 2 , 2r t t i t j t k t      


 



  2sin cos , 1r t ti tj t k t   


 



     22 3 2 1 , 2r t ti t j t k t     
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

4.1 อนุพันธระบุทิศทาง 
4.2 เวกเตอรเกรเดียนต 
4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว 
4.4 สนามเวกเตอร และเสนกระแส 
4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร 
4.6 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาอนุพันธระบุทิศทางได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาเวกเตอรเกรเดียนตได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาเสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิวได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาสนามเวกเตอร และเสนกระแสได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและพิจารณาการลูออกและเคิรลของสนาม

เวกเตอรได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
 
 
 

การวัดผลและการประเมินผล 



ตัว
อย
่าง

 198 

1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 4 
เวกเตอรเชิงอนุพันธสําหรับพ้ืนผิว  

 
ในบทนี้จะศึกษา อนุพันธระบุทิศทาง เวกเตอรเกรเดียนต เสนแนวฉากและระนาบสัมผัส

ของผิว สนามเวกเตอร และ เสนกระแส การลูออก เคิรลของสนามเวกเตอร F


  
 

4.1 อนุพันธระบุทิศทาง 
 

พิจารณา : ; nf D R D R   เม่ือ 2,3,...n   ให 0P  เปนจุดภายในของ ,D v  เปน

เวกเตอรใน ,nR h  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ 1 0OP OP hv 
 

  ดังภาพท่ี 4.1.1 
 

 
 

ภาพท่ี 4.1.1 2D R  
 

จะไดวา 1 0OP OP hv 
 

  เปนเวกเตอรตําแหนงของจุดบนเสนตรงท่ีลากผานจุด 0P  

และขนานกับเวกเตอร v  

ระยะทางจาก 0P  ถึง 1 1 0P OP OP h v  
 

  

เนื่องจาก 0P  เปนจุดภายในของ D  แสดงวามีจํานวนจริงบวก r  ซ่ึงเปนเซตกลมปด 

 0;B P r D  

ถากําหนด v  เปนเวกเตอร ท่ี มีขนาดหนึ่ งหนวย และเลือก h  ซ่ึง h r  จะได  

1 0OP OP h r  
 

 ดังนั้น  1P D  ดังภาพท่ี 4.1.1 สามารถหาคาของ f  ท่ี 1P  ได  

จาก    1 0OP OP hv 
 

  

        1 0f OP f OP hv 
 

  

                   1 0 0 0f OP f OP f OP hv f OP   
   

  คือ คาท่ีเปลี่ยนแปลงของ f

จากจุด 0P ไปยัง จุด 1P  
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       1 0 0 0f OP f OP f OP hv f OP

h h

  


   



 

คือคาเฉลี่ยของความเปลี่ยนแปลงของ f จากจุด 0P ไปยัง จุด 1P  พิจารณาในชวงของ

เสนตรงท่ีตอระหวาง 0P  กับ 1P  เม่ือเทียบกับเวกเตอร v  

       1 0 0 0

0 0
lim lim
h h

f OP f OP f OP hv f OP

h h 

  


   



 เม่ือลิมิตหาคาได 

ลิมิตนี้ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f  ท่ีจุด 0P  เทียบกับเวกเตอร v  

 
นิยาม 4.1.1 สําหรับ f  เปนฟงกชันสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด 

 0 0,x y  เทียบกับเวกเตอร 1 2v v i v j 
 



 ใชสัญลักษณแทนดวย  0 0, ;f x y v 

     

นั่นคือ      0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

 

จากนิยาม 4.1.1 ให 
vu
v








 จึงได 1 2u u i u j 
 



 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง

ของเวกเตอร v  จะได      0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา

และ เรียกคาลิมิตท่ีไดวา อนุพันธระบุทิศทาง (directional derivative) ของ f  ท่ีจุด  0 0,x y  ใน

ทิศทางของเวกเตอร v  
 
ตัวอยาง 4.1.1 กําหนด 2: ;f D R D R   โดยท่ี   2 2, 2 3f x y x xy y    จงหาอนุพันธ

ของ f  ท่ีจุด  2,3  เทียบกับเวกเตอร i j
 

 และ อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  

ในทิศทางของเวกเตอร i j
 

 
 

วิธีทํา                       0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 

จาก                            2 2, 2 3f x y x xy y    

                  0 1 0 2, 2 1 ,3 1f x hv y hv f h h      

 2 ,3f h h    

            2 22 2 2 3 3 3h h h h         

       2 2 24 2 2 6 2 3 3 9 6h h h h h h h           
2 2 24 2 12 10 2 27 18 3h h h h h h          

26 30 43h h    
                     0 0, 2,3f x y f  
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      2 22 2 2 3 3 3
4 12 27 43

  

   
 

                2

0

6 30 43 43
2,3; lim

h

h h
f i j

h

  
  

 

                                     

   

2

0

0

6 30lim

lim 6 30 30
h

h

h h
h

h







  
 

ดังนั้น อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  เทียบกับเวกเตอร i j
 

 คือ 30 

ให 1 1
2 2 2

v i ju i j
v


   

 



 





 

                     
 

     0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 

           0 1 0 2, 2 ,3
2 2

h hf x hu y hu f
        

 

2 2

2 2 2 3 3 3
2 2 2 2

h h h h                                       
2 2 24 5 64 2 6 3 9

2 2 22 2 2
h h h h h h                                  

 

          

2 2 2

2

4 10 2 18 34 12 27
2 2 22 2 2

32 643
22

h h h h h h

h h

                                  

  

 

                              0 0, 2,3f x y f  

      2 22 2 2 3 3 3
4 12 27 43

  

   
 

          
 

2

0

32 643 43
21 1 22,3; lim

2 2 h

h h

f i j
h

             

 

 

2

0 0

32 6
32 6 3222lim lim

22 2h h

h h
h

h 


     

ดังนั้น อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  ในทิศทางของเวกเตอร i j
 

 คือ 32
2
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ความหมายของอนุพันธระบุทิศทาง คือ อัตราการแปลงคาของฟงกชันตามทิศทางของ

เวกเตอร 1 2u u i u j 
 



 ถา 2 0u   อนุพันธระบุทิศทาง คือ อนุพันธยอย 
f
x




 และถา 1 0u   

อนุพันธระบุทิศทาง คือ อนุพันธยอย f
y




 ดังภาพท่ี 4.1.2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.1.2 อนุพันธระบุทิศทาง 
 

ทฤษฎีบท 4.1.1 สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันของตัวแปร x และ y  ท่ีมีอนุพันธยอย 
f
x




และ f
y




 

เ ป น ฟ ง ก ชั น ต อ เ นื่ อ ง แ ล ะ เ ว ก เ ต อ ร หนึ่ ง หน ว ย  1 2u u i u j 
 



  จ ะ ได  

  1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

 

พิสูจน จากนิยาม 4.1.1        0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 
จาก    0 1 0 2 1 2 1 1 2 2, , f ff x hu y hu f x y hu hu hu hu

x y
 

 
      

 
 

โดยท่ี 1 0   และ 2 0  เม่ือ  0h   ดังนั้น  

                         
1 2 1 1 2 2

0 0 0
, ; lim

h

f fhu hu hu hu
x yf x y u

h

 



 
  

  


 

1 2 1 1 2 2

0
lim
h

f fh u u u u
x y

h

 



           
  

1 2
f fu u
x y

 
 

 
 

ดังนั้น   1 2, ; f ff x y u u u
x y
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จากทฤษฎีบท 4.1.1 ถา cos sinu i j  
 

  เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ   
แกน X  ดังภาพท่ี 4.1.3  

  
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.1.3 cos sinu i j  
 

  
 

จากภาพท่ี 4.1.3 ถา cos sinu i j  
 

  สามารถหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ใน

ทิศทางทํามุม  กับแกน X  ดังนี้  , ; cos sinf ff x y u
x y

 
   
 



 

  
ตัวอยาง 4.1.2 กําหนดฟงกชัน   2 2, 4 4f x y x y    จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศ

ท่ีทํามุมกับแกน X  เปนมุม 
4


ท่ีจุด  1,2   
 

วิธีทํา  ให          cos sinu i j  
 

   

สําหรับ ;
4


         cos sin
4 4

u i j 
 

 



 

2 2
2 2

i j 
 

 

                               2 2 2 22 2, ; 4 4 4 4
2 2

f x y u x y x y
x y

                       



 

   2 28 2
2 2

4 2 2

x y

x y

                

 

 

           1,2; 4 2 1 2 2f u  
  

6 2  

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศท่ีทํามุมกับแกน X  เปนมุม 
4


ท่ีจุด  1,2  คือ 6 2  
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ตัวอยาง 4.1.3 กําหนดฟงกชัน  , ln xf x y
y

     
 จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ 

1 3
2 2

u i j 
 

  ท่ีจุด  2,1   

 

วิธีทํา จาก     1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 
1 3ln ln
2 2

x x
x y y y

                            
 

   1 3ln ln ln ln
2 2

x y x y
x y

               
 

1 1 3 1
2 2x y

                          

1 3
2 2x y

   

                 
   
1 32,1;

2 2 2 1
f u  

 1 3 1 2 3
4 2 4


    

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ 1 3
2 2

u i j 
 

 ท่ีจุด  2,1  คือ 1 2 3
4

  

 
 สําหรับฟงกชันของสามตัวแปร อนุพันธระบุทิศทางมีนิยามเชนเดียวกับ สองตัวแปร กลาวคือ 
ถา f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y  และ z  และ 1 2 3u u i u j u k  



 

  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวย 

อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  , ,x y z  ในทิศทางตามแนวเวกเตอร u  คือ  

     1 2 3

0

, , , ,
, , ; lim

h

f x hu y hu z hu f x y z
f x y z u

h

   
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันของตัวแปร ,x y และ z  ท่ีมีอนุพันธยอย ,f f
x y

 
 

และ 
f
z




 เปน

ฟงกชันตอเนื่องและเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2 3u u i u j u k  


 

  จะได 

                                      1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

 ถาเวกเตอรหนึ่งหนวย u  ทํามุมกับแกน ,x y  และ z  เปนมุม ,   และ   ตามลําดับ  

จะได                                           cos cos cosu i j k    


 



 

อนุพันธระบุทิศทางจะได        3, , ; cos cos cosf f ff x y z u u
x y z
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ตัวอยาง 4.1.4 กําหนดฟงกชัน   3 2, ,f x y z x xy z    จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ใน

ทิศทางของ 2 3 6v i j k  


 



 ท่ีจุด  2,1,0   

 

วิธีทํา  ให u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง v  

 จึงได           
2 3 6

4 9 36
v i j ku
v

 
 

 



 







 

2 3 6 2 3 6
7 7 749

i j k i j k 
   



 



 

 

              1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

     3 2 3 2 3 22 3 6
7 7 7

x xy z x xy z x xy z
x y z
  

        
  

      2 22 3 63 2 1
7 7 7

x y xy        2 22 6 63
7 7 7

x y xy     

                        2 22 6 61,1,0; 3 1 1 1 1
7 7 7

f u    
  2,1,0  

   2 6 6 4 6 6 162 1
7 7 7 7 7

 
      

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ v  ท่ีจุด  2,1,0  คือ 
16
7

 
 

4.2 เวกเตอรเกรเดียนต  
           

นิยาม 4.2.1 ถา f  เปนฟงกชันของสองตัวแปรซ่ึงมีอนุพันธยอย 
f
x




 และ f
y




 ซ่ึงตอเนื่อง เวกเตอร

เกรเดียนต (gradient vector) ของ f  ซ่ึงใชสัญลักษณแทนดวย  ,f x y  หรือ 

f  (อานวา del f) เปนเวกเตอรท่ีกําหนดโดย  f ff i j
x y

 
  

 

 

  

และสําหรับ f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y และ z  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ  

                            f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

 

ตัวอยาง 4.2.1 กําหนดให   2 3 2, , 3f x y z x y y z   จงหา f  ท่ีจุด  1,2,1  
 

วิธีทํา f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

      

                  2 3 2 2 3 2 2 3 23 3 3x y y z i x y y z j x y y z k
x y z
  

     
  



 

 

   2 2 2 36 3 3 2xyi x y z j y zk   
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f  ท่ีจุด  1,2,1 ;                   2 2 2 31, 2,1 6 1 2 3 1 3 2 1 2 2 1f i j k    


 

 

12 15 16i j k  


 

 

ดังนั้น f  ท่ีจุด  1,2,1  คือ 12 15 16i j k 


 

  

 

ทฤษฎีบท 4.2.1 สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 0c 


 
 

พิสูจน  พิจารณา               c c cc i j k
x y z

  
   

  



 

0 0 0i j k  


 

 

    0


 
ดังนั้น สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 0c 



 
 
ทฤษฎีบท 4.2.2 สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได และ c  เปนสเกลาร    

ใด ๆ cf c f    
 

พิสูจน ให f  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได และ c  เปนสเกลารใด ๆ 

พิจารณา      cf cf cf f f fcf i j k c i c j c k
x y z x y z

     
      

     

 

   

 

f f fc i j k
x y z

c f

            

 



 

 

ดังนั้น cf c f    
 
ทฤษฎีบท 4.2.3 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได   
                     f g f g     
 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

พิจารณา                       f g f g i f g j f g k
x y z
  

       
  



 

 

f g f g f gi j k
x x y y z z

f g f g f gi i j j k k
x x y y z z

f f f g g gi j k i j k
x y z x y z

                               
                              

                      



 

 

   

 

   

f g

  

 

 

ดังนั้น  f g f g     
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ทฤษฎีบท 4.2.4 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได   
   fg f g g f      

 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

พิจารณา                 fg fg i fg j fg k
x y z
  

   
  



 

 

g f g f g ff g i f g j f g k
x x x x x x

                                     



 

 

g f g f g ff i g i f j g j f k g k
x x x x x x

                                     

 

   

 

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x x x x x x

                           

 

   

 

g g g f f ff i j k g i j k
x x x x x x

                           

 

   

 

f g g f     

ดังนั้น  fg f g g f      
 

ทฤษฎีบท 4.2.5 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได      

                    2

f g f f g
g g

        
 เม่ือ 2 0g   

 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

                    
f f f fi j k
g x g y g z g

                                             



 

 

2 2 2

f gf g f gg fg f g fy yx x z zi j k
g g g

                                             



 

2 2 2 2 2 2

f gf g f gg fg f g fy yx x z zi i j j k k
g g g g g g

                                               

 

   

2 2

f f f g g gg i g j g k f i f j f k
x y z x y z

g g

     
   

      

 

   

 

2 2 2

g f f g g f f g
g g g
    

    

ดังนั้น 2

f g f f g
g g
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ทฤษฎีบท 4.2.6 สําหรับ f  เปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได
    1nnf nf f  

 
 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

                      n n n nf f i f j f k
x y z
  

   
  



 

 

1 1 1n n nnf fi nf fj nf fk
x y z

    
  

  



 

 

1nnf fi fj fk
x y z


            



 

 

1nnf f   

ดังนั้น    1nnf nf f    

 
ทฤษฎีบท 4.2.7 ถา  f f g  และ  , ,g g x y z  เปนฟงกชันคาจริงท่ีหาอนุพันธไดแลว 

dff f
dg

    

พิสูจน จาก       f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

   df f df f df fi j k
dg x dg y dg z

  
  

  



 

 

   df f
dg

   

ดังนั้น ถา  f f g  และ  , ,g g x y z แลว dff f
dg

    

 
ตัวอยาง 4.2.2 กําหนด   2, ,f x y z x yz  และ   2 2 2, , 2 3 5g x y z x y z     จงหา 

1.  f g   ท่ีจุด  1,2,1    2.  fg  ท่ีจุด  1,2,1  

3. 
f
g

     
 ท่ีจุด  1,2,1   4. 2f ท่ีจุด  1,2,1    

 

วิธีทํา        2, ,f x y z x yz  

      2 2 2, ,f x y z x yzi x yzj x yzk
x y z
  

   
  



 

 

2 2 2x yzi x yzj x yzk
x y z
  

  
  



 

 
2 22xyzi x zj x yk  



 

 
                  2 2 2, , 2 3 5g x y z x y z     
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                   2 2 2 2 2 2, , 2 3 5 2 3 5g x y z x y z i x y z j
x y
 

         
 

 

 

   2 2 22 3 5x y z k
z


  




 

              4 6 2xi yj zk  


 

 
                  2 , , 2 , , , ,f x y z f x y z f x y z    

  2 2 22 2x yz xyzi x zj x yk  


 

 

        2 2 2 2 22 2 2 2x yz xyz i x yz x z j x yz x y k  


 

 
3 2 2 4 2 4 24 2 2x y z i x yz j x y zk  



 

 

ท่ีจุด  1,2,1 ;        21, 2,1 1 2 1 2f    

                            2 21, 2,1 2 1 2 1 1 1 1 2 4 2f i j k i j k      
 

   

 

                        2 2 21, 2,1 2 1 3 2 1 5 8g       

                     1,2,1 4 1 6 2 2 1 4 12 2g i j k i j k      
 

   

 

1. จาก  f g f g     

                       1,2,1 1,2,1 1,2,1f g f g     

   
     

4 2 4 12 2

4 4 1 12 2 2

8 13

i j k i j k

i j k

i j

     

     

 

 

   



 

 

 

ดังนั้น  f g   ท่ีจุด  1,2,1  คือ 8 13i j
 

 

2. จาก  fg f g g f      

                               1,2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1fg f g g f      

   
   
2 4 12 2 8 4 2

8 24 4 32 8 16

i j k i j k

i j k i j k

     

     

 

   

 

   

 

     8 32 24 8 4 16

40 32 12

i j k

i j k

      

  



 



 

 

ดังนั้น  fg  ท่ีจุด  1,2,1 คือ 40 32 12i j k 


 

 

3. จาก  2

f g f f g
g g

        
 

          
 

       
 2

1, 2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1
1, 2,1

1,2,1
g f f gf

g g
         

 



ตัว
อย
่าง

 210 

   

   
2

8 4 2 2 4 12 2

8
32 8 16 8 24 4

64

i j k i j k

i j k i j k

    


    


 

   

 

   

 

    

      32 8 8 24 16 4
64

34 16 20 17 8 10
64 32

17 1 5
32 4 16

i j k

i j k i j k

i j k

     


   
 

  



 

 

   



 

 

ดังนั้น 
f
g

     
ท่ีจุด  1,2,1  คือ 

17 1 5
32 4 16

i j k 


 

  

4. จาก                     2 , , 2 , , , ,f x y z f x y z f x y z    
3 2 2 4 2 4 24 2 2x y z i x yz j x y zk  



 

 

                                            3 2 2 4 2 4 22 1, 2,1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1f i j k   


 

 

16 4 8i j k  


 

 

ดังนั้น 2f ท่ีจุด  1,2,1  คือ 16 4 8i j k 


 

 

 
จากนิยามสามารถหาอนุพันธระบุทิศทางในพจนของเวกเตอรเกรเดียนตและเวกเตอรสัมผัส

หนึ่งหนวยได ดังนี้ 
สําหรับ f  เปนฟงกชันคาจริงสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด 

 ,x y  ในทิศทางของเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2u u i u j 
 



 คือ  

        1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

               
           

 1 2
f fi j u i u j
x y

          

   

 

f u 


  

และ สําหรับ f เปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปร ,x y  และ z  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ี

จุด  , ,x y z  ในทิศทางของเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2 3u u i u j u k  


 



 คือ  

       1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

 1 2 3
f f fi j k u i u j u k
x y z

              

 

   

   
      

f u 
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สําหรับอนุพันธระบุทิศทางในเทอมของเวกเตอรเกรเดียนต และเวกเตอรหนึ่งหนวย u       
ถา u เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย ใชสัญลักษณแทนดวย 

T
f   ซ่ึงหมายถึง คาเวกเตอรเกรเดียนต

ในทิศทางของเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย T


 ท่ีมีทิศทางเฉพาะโดยสรุปเปนบทแทรก ดังนี้ 
 

บทแทรก 4.2.1 ถา f  เปนฟงกชันคาจริงท่ีมีอนุพันธ อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด P  ใน

ทิศทางตามแนวเวกเตอร T


 จะเทากับผลคูณภายในของ T


 กับเกรเดียนตของ f               

ใชสัญลักษณแทนดวย 
T

f   คือ 
T

f f T  



 

 
ตัวอยาง 4.2.3 กําหนด   2 2, ,f x y z x xy zy y     จงหา 

T
f   ท่ีจุด  1,1,3  ในทิศทาง

ของเสนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 
 

วิธีทํา         
2

2 3
1 4 9

i tj kT t
t

 


 



 



 

2 2 2

1 2 3
10 4 10 4 10 4

ti j k
t t t

  
  



 

 

ท่ีจุด  1,1,3  บนสวนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 ได 1t   

จึงได                           
 

 

   2 2 2

2 11 31
10 4 1 10 4 1 10 4 1

T i j k  
  




 

 

1 2 3
14 14 14

i j k  


 

 

         

   

 

2 2 2 2

2 2

f x xy zy y i x xy zy y j
x y

x xy zy y k
z

 
         

 


  


 



 

            2 2x y i x z y j yk     


 

 

ท่ีจุด  1,1,3 ;                               1,1,3 2 1 1 1 3 2 1 1f i j k      


 

 

3 6i j k  


 

 

จาก                             
T

f f T  



 

 1 2 3 3 6
14 14 14

3 12 3 18
14 14 14 14

i j k i j k
        

   

 

   

 

ดังนั้น 
T

f   ท่ีจุด  1,1,3  ในทิศทางของเสนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 คือ 8
14
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จากบทแทรก     T
f f T  



 

    cosf T  


 เม่ือ   เปนมุมระหวาง f  กับT


  

 จะพบวาคาอนุพันธระบุทิศทาง
T

f   มีคามากท่ีสุด เม่ือ 0  (เพราะ cos 0 1 ) คือ T


 

มีทิศทางเดียวกับ f  ซ่ึงจะไดวา 
T

f f     

นั่นคือ อนุพันธทิศทางหรืออัตราการ เปลี่ยนแปลง (เพ่ิมข้ึน) ของฟงกชันจะมีคามากท่ีสุดใน
ทิศทางของเกรเดียนต และมีคาเทากับขนาดของเกรเดียนตนั้น 

 จากสมการขางตนจะพบวาคาอนุพันธระบุทิศทางมีคาเปนศูนย เม่ือ 
2


  คือ 0
T

f   

เม่ือ f  และ T


ตั้งฉากกัน    
 
ตัวอยาง 4.2.4 จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,1, 2  ใน

ทิศทางของเวกเตอร 2 2u i j k  


 



 และหาคาและทิศทางของอนุ พันธ        

ระบุทิศทางท่ีมากท่ีสุด 
 

วิธีทํา จาก   2 2 2, ,f x y z x y z    

              
     

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,f x y z x y z i x y z j
x y

x y z k
z

 
       

 


 


 



 

   2 2 2xi yj zk  


 

 

ท่ีจุด  2,1, 2 ;           2,1, 2 2 2 2 1 2 2f i j k     


 

 
4 2 4i j k  



 

 

ให  T t


คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 

จึงได                           
 22 2

2 2

1 2 2

i j kT t  


  



 



 

1 2 2
3 3 3

i j k  


 

 

                       1 2 2 4 2 4
3 3 3T

f T f i j k i j k
           



 


   

 4 4 8 16
3 3 3 3

     

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  2,1, 2 ในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 คือ 
16
3

 

และ อนุพันธระบุทิศทางท่ีมีคามากท่ีสุดเกิดข้ึน เม่ือทิศทางเปนทิศทางเดียวกับ f  

โดยมีคามากท่ีสุดคือ  22 24 2 4 36 6f        
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ถา f  เปนฟงกชันคาจริงของสองตัวแปร x  และ y  สมการ  ,f x y k  จะเปนเสนโคง

ระดับของ f  ให  1 1,x y  เปนจุดอยูบนโคงระดับและ T


 เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง

ระดับท่ีจุด  1 1,x y  จะได อนุพันธตามแนวเวกเตอร T


 จะเปนศูนย เพราะวาทิศทางดังกลาวคาของ

ฟงกชันเทากับ k  เปนคาคงตัว นั่นคือ  
   1 1 1 1, , 0

T
f x y T f x y   



 
 

นั่นคือ เวกเตอรเกรเดียนตของ f จะตั้งฉากกับเวกเตอร T


 ซ่ึงเปนเสนโคงตามแนวเสนโคงระดับ 
 

 
ภาพท่ี 4.2.1 เสนโคงระดับ  ,f x y k  

 

จากท่ีไดกลาวมาสรุปความสัมพันธระหวางอนุพันธระบุทิศทางกับเวกเตอรเกรเดียนตได ดังนี้ 
1. อนุพันธระบุทิศทางในทิศทางเกรเดียนตจะมีคามากท่ีสุด และมีคาเทากับขนาดของ      

เกรเดียนตนั้น 
2. อนุพันธระบุทิศทางในทิศทางตั้งฉากกับเกรเดียนตมีคาเปนศูนย 

 ถา f  เปนฟงกชันคาจริงของสามตัวแปร ,x y และ z  สมการ  , ,f x y z k  มีกราฟ

เปนผิวโคงท่ีเรียกวาผิวโคงระดับ (level surface) ของ f  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ f  จะ

เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีสัมผัสกับผิวโคงระดับ อนุพันธระบุทิศทางของ f  จะมีคาสูงสุดใน

ทิศทางตามแนวเกรเดียนตของ f  และอนุพันธระบุทิศทางของ f  จะมีคาเปนศูนยในทิศทางตาม

แนวเวกเตอรท่ีขนานกับผิวโคงระดับของ f  ภาพท่ี 4.2.2  
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 4.2.2 เสนโคงระดับ  , ,f x y z k  กับ f  
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ทฤษฎีบท 4.2.8 อนุพันธระบุทิศทางของ f  จะเปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง  , ,f x y z c    

เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
 

พิสูจน กําหนดให r xi yj zk  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนงของจุด  , ,x y z  บนผิวโคง 

 แลว dr dxi dyj dzk  


 



 เปนเวกเตอรท่ีสัมผัสผิวโคง 

 แต          f f fdf dx dy dz
x y z

  
  

  
 

     f f fi j k dxi dyj dzk
x y z
f dr

              

 

 

   



 

จากสมการพ้ืนผิว  , ,f x y z c  

   , , 0df x y z   
ดังนั้น 0f dr  



 

แสดงวา f  ตั้งฉากกับ dr   
เพราะวา  dr สัมผัสสวนโคง 
ดังนั้น F  เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 
 
ตัวอยาง 4.2.5 กําหนดสมการผิวโคง 4xy yz zx    จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด 

 1,1,3  
 

วิธีทํา จาก                , ,f x y z xy yz zx     

                                       f xy yz zx i xy yz zx j
x y
 

       
 

 

 

                xy yz zx k
z


 




 

             y z i x z j y x k     


 

 

ท่ีจุด  1,1,3 ;                  1,1,3 1 3 1 3 1 1f i j k      


 

 

       4 4 2i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด  1,1,3  คือ 4 4 2i j k 
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ตัวอยาง 4.2.6 จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 2 2 4 0x y z     ท่ีจุด  1,4,1  
 

วิธีทํา ให   2 2, , 4f x y z x y z     

    
     

 

2 2 2 2

2 2

, , 4 4

4

f x y z x y z i x y z j
x y

x y z k
z

 
         

 


  


 



 

         2 2xi yj k  


 

 

                                1,4,1 2 1 2 4f i j k   


 

2 8i j k  


 

 

ดังนั้น 2 8i j k 


 

 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 2 2 4 0x y z     ท่ีจุด  1,4,1  

 

ตัวอยาง 4.2.7 ให r xi yj zk  


 



 เปนเวกเตอรบอกตําแหนงของจุด  , ,x y z  ใด ๆ จงหา  
r


  
 

วิธีทํา เนื่องจาก 2 2 2r x y z  


  และ r r i r j r k
x y x
  

   
  



 

   

 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2r x y z i x y z j x y z k
x y x
  

         
  



 



 

        
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z i x y z x y z i
x x

            

 

 

             
2 2 2

x xi i
rx y z

 
 

 



 

       
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z j x y z x y z j
y y

            

 

 

            
2 2 2

y yj j
rx y z

 
 

 



 

       
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z k x y z x y z k
y z

            

 

 

   
2 2 2

z zk k
rx y z

 
 

 



 

จะได                 
x y zr i j k
r r r

   


 



 



 

    1 rxi yj zk
r r

   




 

 

 

ดังนั้น 
rr
r
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4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว 
 

กําหนด S  เปนผิวใน 3R  มีสมการคือ  , , 0F x y z   ให  , ,P a b c  เปนจุดบนผิว S

C  เปนเสนโคงบนผิว S  ซ่ึงผานจุด P  และมีสมการอิงตัวแปรเสริม คือ    , ,x x t y y t   

 z z t  สําหรับ t I  เม่ือ I  เปนตัวแปรเสริม ดังนั้นจะมี 0t I  ซ่ึง 

     0 0 0 0 0 0, ,x x t y y t z z t    

 เนื่องจาก C  เปนเสนโคงบนผิว S  ดังนั้น  
      , , 0F x t y t z t   เม่ือ t I  

ให                                , , 0g t F x t y t z t   

จะได                                0 0 0 0F F Fg t P x t P y t P z t
x y z

        
  

 

จะไดวา            0 0 0 0F F FP i P j P k x t i y t j z t k
x y z

                     

 

   

 

หรือ       0 0, ,F a b c x t i y t j   
 

 

แสดงว า   , ,F a b c  ตั้ ง ฉาก กับ เวก เตอร        0 0 0x t i y t j z t k   


 

 แต

เนื่องจาก      0 0 0x t i y t j z t k   


 

 เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง C  ณ จุด  , ,P a b c  ดังนั้น  

 , ,F a b c  เปนเวกเตอรตั้งฉากกับเวกเตอรสัมผัสเสนโคง C  บนผิว S ท่ีจุด  , ,P a b c  

โดยการ พิจารณา เส นสั มผั ส เส น โค งต า งๆ  ท่ี ผ านจุ ด   , ,P a b c บนผิ ว  S  ซ่ึ ง 

  0F P   เสนสัมผัสเสนโคงเหลานั้นตางก็ตั้งฉากกับ  F P  ซ่ึงจะไดวาเสนสัมผัสเหลานั้นตาง

อยูบนระนาบเดียวกันและระนาบดังกลาวนี้จะตั้งฉากกับ  F P  ซ่ึงเรียกระนาบนี้วา ระนาบสัมผัส

ของผิว S    ท่ีจุด P  และเรียกเสนตรงท่ีผานจุด P  และขนานกับ  F P  วา เสนแนวฉาก ของผิว 

S  ท่ี      จุด P และเรียกเวกเตอรท่ีขนานกับ  F P    วาเวกเตอรแนวฉากของผิว S  ท่ีจุด P  

ดังนั้น สมการระนาบสัมผัส และ เวกเตอรแนวฉาก สรุปดังนิยามตอไปนี้ 
 

นิยาม 4.3.1 สําหรับ F เปนฟงกชันของสามตัวแปรท่ีมีอนุพันธยอย , ,F F F
x y z

  
  

 เปนฟงกชัน

ตอเนื่องท่ีจุด  , ,P a b c  จะกลาววาระนาบท่ีมีสมการ  

                                , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
       วา

เปนระนาบสัมผัสกับผิวโคง (tangent plane) ท่ีจุด  , ,P a b c และเสนตรงท่ีมีสมการ  

                      , , , , , , , ,x a t F a b c y b t F a b c z c t F a b c
x y z
  

     
  

 

                เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ เปนเสนแนวฉากของผิวโคง ท่ีจุด  , ,a b c  ดังภาพท่ี 4.3.1 
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ภาพท่ี 4.3.1  F P  และระนาบสัมผัสกับผิวโคง 
 

 สําหรับเวกเตอร v  ใด ๆ ท่ีตั้งฉากกับผิว S  ก็ตอเม่ือ v เปนเวกเตอรแนวฉากของ S  ท่ีจุด 
P  และกลาววาผิว 1S  และผิว 2S  สัมผัสกันท่ีจุด P  ก็ตอเม่ือ ระนาบสัมผัสของ 1S  ท่ีจุด P  และ

ระนาบสัมผัสของ 2S  ท่ีจุด P เปนระนาบเดียวกัน 

 
ตัวอยาง 4.3.1 จงหาสมการระนาบสัมผัสและเสนแนวฉากของผิวโคง 2 24 16 0x y z    ท่ีจุด 

 2,4,2  
 

วิธีทํา  ให    2 2, , 4 16F x y z x y z    

 , , 2F x y z x
x





  จะได     2,4,2 2 2 4F

x


 


 

 , , 8F x y z y
y





 จะได     2,4,2 8 4 32F

y


 


 

 , , 16F x y z
z





 จะได   2,4,2 16F

z





 

สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  , ,a b c  

           , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
 

สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  2,4,2  คือ  

           2 2,4,2 4 2, 4, 2 2 2, 4, 2 0F F Fx y z
x y z

  
     

  
 

                    
                2 4 4 32 2 16 0x y z         

                                                     4 32 16 104 0x y z      

ดังนั้น สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  2,4,2  คือ 4 32 16 104 0x y z     
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จากสมการเสนแนวฉากท่ีจุด  , ,a b c  

       , , , , , , , ,x a t F a b c y b t F a b c z c t F a b c
x y z
  

     
  

 

จากสมการเสนแนวฉากท่ีจุด  2,4,2  

 
 

   2 2, 4, 2 2 4 2 4x t F t t
x


     
  

   4 2,4,2 4 32 4 32y t F t t
y


     


 

   2 2,4,2 2 16 2 16z t F t t
z


      


 

ดังนั้น สมการเสนแนวฉากท่ีจุด  2,4,2  คือ 2 4 , 4 32 , 2 16x t y t z t       

จากนิยาม 4.3ในกรณีท่ี สมการผิวโคงในอยูรูป  ,z f x y จัดรูปสมการ 

   , , ,F x y z f x y z   

   , , ,F x y z f x y
x x
 


 

  จึงได    , , ,F a b c f a b
x x
 


 

 

   , , ,F x y z f x y
y y
 


 

  จึงได    , , ,F a b c f a b
y y
 


 

 

 , , 1F x y z
z





   จึงได  , , 1F a b c
z





 

จะไดสมการเสนตั้งฉากกับผิวโคง คือ 

   , , , ,x a t f a b y b t f a b z c t
x y
 

     
 

 

และสมการระนาบท่ีสัมผัสผิวโคง คือ  

                 , , 0x a f a b y b f a b z c
x y
 

     
 

 

 
ตัวอยาง 4.3.2 จงหาสมการเสนปกติและระนาบสัมผัสของผิวโคง   2 2,f x y x xy y    ท่ีจุด  

 1,2, 5  
 

วิธีทํา  จาก   2 2,f x y x xy y    

จัดรูป       2 2, ,F x y z x xy y z     

 , , 2F x y z x y
x


 


  จึงได      1,2, 5 2 1 2 4F
x


   


 

 , , 2F x y z x y
y


 


  จึงได      1,2, 5 1 2 2 3F
y


   


 

 , , 1F x y z
z





   จึงได  1,2, 5 1F
z


 


 

 



ตัว
อย
่าง

 219 

จะไดสมการเสนตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด  1,2, 5 คือ 

 
 
 

1 4 1 4

2 3 2 3

5 1 5

x t t

y t t

z t t

   

    

    

 

ดังนั้น สมการเสนตั้งฉากกับผิวโคง คือ 1 4 , 2 3 , 5x t y t z t       

และสมการระนาบสัมผัสของผิวโคง ท่ีจุด  1,2, 5  คือ 

              1 4 2 3 5 0x y z                         

4 3 3 0x y z                                               

ดังนั้น สมการระนาบคือ 4 3 3 0x y z     
 
ตัวอยาง 4.3.3 จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสผิว และสมการเสนตั้งฉากผิว 22 3 4 7xz xy x       

ท่ีจุด  1, 1, 2  
 

วิธีทํา                           2, , 2 3 4F x y z xz xy x    

         2 22 3 4 2 3 4f xz xy x i xz xy x j
x y
 

       
 

 

      

                22 3 4xz xy x k
z


 




 

 22 3 4 3 4z y i xj xzk    


 

 

                   21, 1,1 2 1 3 1 4 3 1 4 1 1f i j k          



 

 

3 4i j k  


 

                      

สมการระนาบท่ีสัมผัสผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ  

        1 1 3 1 4 2 0x y z         
 

                    
1 3 3 4 8 0x y z       

 
        

3 4 12 0x y z     

ดังนั้น สมการระนาบท่ีสัมผัสผิว คือ 3 4 12 0x y z     

สมการเสนตั้งฉากกับผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ 

    
1

1 3
2 4

x t
y t
z t

 
 
 

 

ดังนั้น สมการเสนตั้งฉาก คือ 1 , 1 3 , 2 4x t y t z t        
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ตัวอยาง 4.3.4 จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสผิวและสมการเสนตั้งฉากผิว 2 2 2 24 0x y z        

ท่ีจุด  3, 1,2  
 

วิธีทํา           2 2 2, , 24F x y z x y z   


 

                 2 2 2 2 2 224 24F x y z i x y z j
x y
 

        
 


 

 

              2 2 2 24x y z k
z


   




 

2 2 2xi yj zk  


 

 

                              3, 1,2 2 3 2 1 2 2f i j k     


 

 

6 2 4i j k  


 

 

สมการระนาบท่ีสัมผัสผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ  

                                    6 6 2 1 4 2 0x y z          

          6 36 2 2 4 8 0x y z        
          6 2 4 30 0x y z      

ดังนั้น สมการระนาบท่ีสัมผัสผิว คือ 6 2 4 30 0x y z      

สมการเสนตั้งฉากผิว จุด  1, 1,2  คือ 

1 6x t   
1 2y t   

2 4z t   
ดังนั้น สมการเสนตั้งฉากผิว 1 6 , 1 2 , 2 4x t y t z t       
 

4.4 สนามเวกเตอร และ เสนกระแส  
 

นิยาม 4.4.1 สนามเวกเตอร (vector field) คือ ฟงกชันซ่ึงกําหนดเวกเตอรจุดแตละจุดในโดเมนเพียง
เวกเตอรเดียว 

     สนามเวกเตอรในสองมิติ จะเขียนในรูป  
       , , ,F x y f x y i g x y j 


 

 

      สนามเวกเตอรในสามมิติ จะเขียนในรูป  
                , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  




 

 

สําหรับ   2 2, , xi yjF x y z
x y






 



 เปนสนามเวกเตอร ท่ีไมนิยาม เม่ือ 2 2 0x y   ซ่ึง 

2 2 0x y   ก็ตอเม่ือ 0x y   นั่นคือ สนามเวกเตอรนี้ไมนิยามสําหรับจุดตางๆบนแกน Z   
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ตัวอยาง 4.4.1 พิจารณากราฟของสนามเวกเตอร  , 2F x y xi




 
 

วิธทํา  
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอยาง 4.4.2 พิจารณากราฟของสนามเวกเตอร  ,F x y xi yj 


 

 
 

วิธีทํา  

 
 
 
 
 
 
 
 สนามเวกเตอร F



 ท่ีนิยามและไมเปนศูนยท่ีทุกๆ จุดของบริเวณในปริภูมิเสนโคงใด ๆ ท่ีผาน
บริเวณนี้เรียกวา เสนกระแส (flow lime) ของ F



 ซ่ึงท่ีทุกๆ จุดบนเสนโคง เวกเตอร T


 สัมผัสกับ
เสนโคงจะขนานกับ F



ดังภาพท่ี 4.4.1 ซ่ึงเสนกระแสแสดงดวยเสนปะ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.4.1 เสนกระแส 
 

 ถา r  เปนเวกเตอรตําแหนง สําหรับจุดใด ๆ บนเสนกระแส และถา s  แทนความยาวของ
เสนโคง แลวเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยกับเสนโคงท่ีจุดนั้น กําหนดโดย 
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drT
ds




 dx dy dzi j k
ds ds ds

  


 

 

จาก T


 มีทิศทางเดียวกับ        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 จะได 

    T F
 

  
สําหรับ   เปนคาของฟงกชันท่ีเปนสเกลารท่ีเปนฟงกชันของ ,x y และ z  จึงไดวา 

dxf
ds

   

dyg
ds

   

dzh
ds

   

ถา ,f g และ h  ไมเปนศูนย สามารถจํากัด   และ ds  จะไดวา dx dy dz
f g h
    ............ 1  

จากสมการ 1  สามารถหาสมการของกระแสไดโดยการปริพันธ เม่ือกําหนด F


 

  
ตัวอยาง 4.4.3 ใหสนาม  , ,F x y z xi yj k  




 

จงหาสมการของเสนกระแสท่ีผานจุด  3,4,7  
 

วิธีทํา จาก  , ,F x y z xi yj k  



 

 จึงได ,f x g y   และ 1h   

จาก                        
1

dx dy dz
x y

   

dx dz
x

  

จะไดวา                              1ln lnx z C   

  1
zx C e     ........... 1  

จาก                     dy dz
y
  

จะไดวา              2
zy C e     ........... 2  

จากสมการ  1  จะกําจัด 1C   

ท่ีจุด  3,4,7  จะได               1
zx C e  

            7
13 C e  

                                     7
1 3C e  

จากสมการ  2  จะกําจัด 2C  

ท่ีจุด  3,4,7  จะได             2
zy C e  

       7
24 C e  

                                   7
2 4C e  

ดังนั้น สมการของเสนกระแสท่ีจุด  3,4,7  คือ 7 73 , 4z zx e y e    
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4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร F


 
 

สําหรับสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

       จาก

ตัวดําเนินการ   คือ i j k
x x z
  

  
  



 

 

พิจารณา         , , , , , , , ,F x y z i j k f x y z i g x y z j h x y z k
x x z

              

 


   

 

             , , , , , ,f x y z g x y z h x y z
x x z
  

  
  

 

จะได  , ,F x y z


 เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงสรุปเปนนิยาม ดังนี้ 
 

นิยาม 4.5.1 สําหรับสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

แลวการลูออก (divergence) ของสนามเวกเตอร F


 ใชสัญลักษณแทนดวย div F


 

โดยท่ี f g hdiv F F
x y z

  
   

  

 

 

 

ขอสังเกต การดําเนินการ F


 คลายการดําเนินการผลคูณภายในของสองเวกเตอร แต F


    

ไมมีสมบัติการการสลับท่ี นั่นคือ F F  
 

 เนื่องจาก F f g h
x y z
  

  
  



 

 
ตัวอยาง 4.5.1 กําหนดให   2 2 2, , 4 2F x y z x yzi xy j yz k  




 

 จงหาการลูออกของ F


 
 

วิธีทํา                               2 2 24 2div F x yz xy yz
x y z
  

  
  



 

8 2 4xyz xy yz    

ดังนั้น การลูออกของ F


คือ  8 2 4xyz xy yz   
 
ตัวอยาง 4.5.2 กําหนดให  , , sin lnyF x y z xe i z yj xy zk  




 

 จงหาการลูออกของ F


ท่ีจุด 

 3,0,1  
 

วิธีทํา             , , sin lnydiv F x y z xe z y xy z
x y z
  

  
  



 

     sin ln

cos

y

y

xe z y xy z
x y z

xye z y
z

  
  

  

  

 

ท่ีจุด  3,0,1 ;         
  
 

0 3 0
3,0,1 1 cos 0 2

1
div F e   



 

ดังนั้น การลูออกของ F


ท่ีจุด  3,0,1 คือ 2 
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ทฤษฎีบท 4.5.1 สําหรับ F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน สําหรับสนามเวกเตอร F


 และ G


 ใด ๆ 

ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

พิจารณา 
                     1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k          


 

 

3 31 1 2 2 f gf g f g
x x y y z z

                                 
 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

                            
 

F G 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.2 สําหรับ F


 และ G


 ท่ีเปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน  สําหรับสนามเวกเตอร F


 และ G


ใด ๆ 

ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

พิจารณา           1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k          


 

 

3 31 1 2 2 f gf g f g
x x y y z z

                                 

 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

                             

 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

F G

                            

 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 
ตัวอยาง 4.5.3 ให   2, , yF x y z xe i y j xzk  




 

 และ   2 2 2, , 2G x y z x i y j z k  


 

  

จงหา  F G 


 และ  F G 


  
 

วิธีทํา  จาก               2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 

          2, , yF x y z xe y xz
x y x
  

   
  



 

2ye y x    
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                             2 2 2, , 2G x y z x i y j z k  


 

  

                              2 2 2, , 2G x y z x y z
x y x
  

   
  



 

         4 2 2x y z    

จาก                     F G F G   
  

 

       2 4 2 2ye y x x y z       

5 4 2yx y e z     

ดังนั้น    5 4 2yF G x y e z     


 

จาก                         F G F G   
  

 

   2 4 2 2

3 2

y

y

e y x x y z

x e z

     

  
 

ดังนั้น    3 2yF G x e z    


 

 
ทฤษฎีบท 4.5.3 สําหรับ F



 เปนสนามเวกเตอรและ   เปนฟงชันคาจริงแลว 

 F F F      
  

 
 

พิสูจน  ให สนามเวกเตอร 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ  เปนฟงชันเชิงสเกลาร 

พิจารณา            1 2 3F f i f j f k      



 

 

     1 2 3f f f
x y z
  

  
  

  
 

31 2
1 2 3

ff ff f f
x x y y z z

  
  

                               
 

31 2
1 2 3

ff f f f f
x y z x y z

  
  
                            

 

 31 2
1 2 3

ff f f i f j f k i j k
x y z x y z

  

                               

 

   

 F F    
 

 

ดังนั้น  F F F      
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ตัวอยาง 4.5.4 ให   2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 และ 2x xy z    จงหา  F


 
 

วิธีทํา   2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 

         2, , yF x y z xe y xz
x y x
  

   
  



 

        2ye y x    
                  2x xy z    

                    2 2 2x xy z i x xy z j x xy z k
x y z


  

         
  



 

                 

       2 1 2x y i x j k x y i xj k         
 

   

 

           F F F      
  

  

  2 2yx xy z e y x       

         2 2yxe i y j xzk x y i xj k        

 

   

  

 2 2 3 2 22 2 2y y yx e x y x xye xy x y ze yz xz                 

              22 1yxe x y y x xz         

 2 3 2 2 2y y yx e xye ze x x y xy xy yz          

       2 22 y yx e xye xy xz    

    
2 3 2 23 2 2 2y y yx e xye ze x x y xy xy xz yz          

ดังนั้น   2 3 2 23 2 2 2y y yF x e xye ze x x y xy xy xz yz         


 

 

ทฤษฎีบท 4.5.4 สําหรับ  เปนฟงชันคาจริงแลว 
2 2 2

2 2 2x y z
  


  

   
  

 

พิสูจน  ให  เปนฟงชันเชิงสเกลาร 

พิจารณา          i j k
x y z
  


             



 

 

2 2 2

2 2 2

i j k i j k
x y z x y z

x x y y z z

x y z

  

  

  

                             
                           

  
  

  

 

   

 

ดังนั้น 
2 2 2

2 2 2x y z
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จากทฤษฎีบท 4.5.4 คือการลูออกของเวกเตอรเกรเดียนต   สําหรับฟงกชันสเกลาร 

  ใด ๆ ใชสัญลักษณแทนดวย 2  

จึงไดวา 2  เปนการดําเนินซ่ึงเขียนในรูปสมการไดดังนี้ 
2 2 2

2
2 2 2x y z

  
   

  
 เปน

ตัวดําเนินการอนุพันธ  
 

นิยาม 4.5.2 ตัวดําเนินการ 2  ซ่ึงเรียกวาตัวดําเนินการลาปลาซ (laplacian oprator) และ สําหรับ
ฟ งกชันค าจริ ง  f  ใด ๆ  ถา  2 0f   จะกลาวว า  f  เปนฟ งกชันฮาโมนิก         

(harmonic function) และ เรี ยกสมการ  2 0f   สมการลาปลาซ  (laplace 
equation) 

 
ตัวอยาง 4.5.5 ให   2 2,f x y x y   จงพิจารณาวา f  เปนฟงกชันฮาโมนิกหรือไม 
 

วิธีทํา จาก    
2 2

2
2 2

f ff
x y

 
  

 
 

   
2

2 2
2 2 2f x y x

x x x x
            

 

       
2

2 2
2 2 2f x y y

y y y x
              

 

   2 2 2 0f      

เนื่องจาก 2 0f   

ดังนั้น   2 2,f x y x y  เปนฟงกชันฮาโมนิก 

 
ตัวอยาง 4.5.6 ให  , cosxf x y e y  จงพิจารณาวา f  เปนฟงกชันฮาโมนิกหรือไม 
 

วิธีทํา จาก    
2 2

2
2 2

f ff
x y

 
  

 
 

   
2

2 cos cos cosx x xf e y e y e y
x x x x

           
 

       
2

2 cos sin cosx x xf e y e y e y
y y y x

             
 

 2 cos cos 0x xf e y e y      

เนื่องจาก 2 0f   

ดังนั้น  , cosxf x y e y  เปนฟงกชันฮาโมนิก 
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นิยาม 4.5.3 กําหนดใหสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

แลว เคิรล (curl) ของสนามเวกเตอร F


 หรือการหมุน (rotation) ของ F


 ใช
สัญลักษณแทนดวย Curl F



 โดยท่ี 

i j k

Curl F F
x y z
f g h

  
 

  



 

 

 

 ในการกระจายตัวดําเนินการ ,
x y
 
 

 และ 
z



 ตองอยูหนา ,f g  และ h  

 

ตัวอยาง 4.5.6 กําหนดใหสนามเวกเตอร  , , cos lnyF x y z xe i z yj xy zk  



 

 จงหา  

                  Curl F


 ท่ีจุด 3, ,
2

e    
  

 

วิธีทํา   

cos lny

i j k

Curl F
x y z

xe z y xy z

  


  



 



 

lncos ln cosy y

y z x yi j kx z
xe xy zz y xy z xe z y

    
      



 

 

       ln cos ln yxy z z y i xy z xe j
y z x z

                     

 

 

   

   cos yz y xe k
x y

      



 

 ln cos ln yx z y i y zj xe k   


 

 

ท่ีจุด 3, ,
2

e    
 

        
        23, , 3 ln cos ln 3

2 2 2
Curl F e e i e j e k

                        




 

 

23 3
2

i j e k


  


 

 

ดังนั้น Curl F


 ท่ีจุด 3, ,
2

e    
คือ 23 3

2
i j e k
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ตัวอยาง 4.5.7 ใหสนามเวกเตอร F fi gj hk  



 

 จงแสดงวา  

F F FCurl F i j k
x y z

  
     

  

  




 

 

 

วิธีทํา   

i j k

Curl F
x y z
f g h

  


  



 



y z x yi jx z
f hg h f g

    
      

 

 

h g h f g fi j k
y z x z x y

                                



 

 

h g h f g fi i j j k k
y z x z x y

h g h f g fj k i k i j
x x y y z z

     
     

     
                                

 

   

 

   

 

1 0 0 0 1 0 0 0 1
i j k i j k i j k

f g h f g h f g h
x x x y y y z z z

  
        
        

  

     

 

F F Fi j k
x y z

                                     

  



 

 

ดังนั้น 
F F FCurl F i j k
x y z

  
     

  

  




 

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.5 สําหรับ F


 และ G


 ท่ีเปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน  สนามเวกเตอร F


 และ G


 ใด ๆ ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

      1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k      


 

  

  
 

 
1 1 2 2 3 3

i j k

F G
x y z

f g f g f g

  
  

  
  



 

          1 1 3 32 2 3 3 1 1 2 2

y z x yi j kx z
f g f gf g f g f g f g
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3 3 2 2 3 3 1 1

2 2 1 1

f g f g i f g f g j
y z x z

f g f g k
x y

                         
           

 



 

3 3 3 32 2 1 1f g f gf g f gi j
y y z z x x z z

                                                      

 

 

   

2 2 1 1f g f g k
x x y y

                       



 

3 32 1 2 1

3 32 1 2 1

f ff f f fi j k
y z x z x y

g gg g g gi j k
y z x z x y

                                    
                                  



 



 

 

1 32 3 1 2

y z x yi j kx z
f ff f f f

      
         
 
 



 

 

  

1 32 3 1 2

y z x yi j kx z
g gg g g g

      
       
 
 



 

 

1 2 3 1 2 3

i j k i j k

x y z x y z
f f f g g g

     
 

     

 

   

F G 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 
ทฤษฎีบท 4.5.6 สําหรับ F



 เปนสนามเวกเตอรและ  เปนฟงชันคาจริงแลว

     F F F       
  

 
 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 เปนสนามเวกเตอรและ  เปนฟงชันคาจริง 

                                         1 2 3F f i f j f k     



 

 

                                    1 2 3F f i f j f k      



 

 



ตัว
อย
่าง

 231 

   1 2 3

1 32 3 1 2

i j k

x y z
f f f

y z x yi j kx z
f ff f f f

  

    

  


  

    
      



 



 

 

3 2 3 1 2 1f f i f f j f f k
y z x z x y
     

                                



 

  

3 32 1
3 2 3 1

f ff ff f i f f j
y y z z x x z z

   
   

                                                     

 

    2 1
2 1

f ff f k
x x y y

 
 

                      



 

3 32 1
3 2

f ff fi i f i f i j j
y z y z x z

 
   
                                  

     

 

                

2 1
3 1 2 1

f ff j f j k k f k f k
x z x y x y
   

 
                                  

   

 

 

3 32 1 2 1

3 2 3 1 2 1

f ff f f fi i j j k k
y z x z x y

f i f i f j f j f k f k
y z x z x y

     

     

                              
                              

 

   

 

   

 

3 32 1 2 1f ff f f fi j k
y z x z x y


                                    



 

 

         3 2 3 1 2 1f f i f f j f f k
y z x z x y
                                        



 

 

   

1 2 3 1 2 3

i j k i j k

x y z x y z
f f f f f f

F F

  


 

     
 

     

    

 

   

 

 

ดังนั้น      F F F       
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ทฤษฎีบท 4.5.7 สําหรับ F


 และG


เปนสนามเวกเตอร แลว

     F G F G F G       
    

 
 

พิสูจน F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอร ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

            1 2 3

1 2 3

i j k
F G f f f

g g g
 



 



     

     2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g i f g f g j f g f g k     


 

 

             2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1F G f g f g f g f g f g f g
x y z
  

       
  



        

      2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g f g f g f g f g
x x y y z z

                              
 

3 3 3 3 32 2 1
2 3 3 2 3 1 1 3

g f f g ff g gf g f g f g f g
x x x x y y y y

                              
             

2 1 1 2
1 2 2 1

g f g ff g f g
z z z z

              
 

3 3 32 1 2
1 1 2 2 3 3

f f ff f fg g g g g g
y z z x x y

                     
 

     

3 32 1 1 2
1 1 2 2 3 3

g gg g g gf f f f f f
z y x z y x

                     
 

3 3 32 1 2
1 2 3

3 32 1 2 1
1 2 3

f f ff f fg g g
y z z x x y

g gg g g gf f f
y z z x x y

                                    
                                 

 

 3 3 32 1 2
1 2 3

f f ff f fi j k g i g j g k
y z z x x y

                                       

 

   

 

   

  3 32 1 2 1
1 2 3

g gg g g gf i f j f k i j k
y z z x x y

                                     

 

   

 

   F G F G     
  

 

ดังนั้น      F G F G F G       
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ทฤษฎีบท 4.5.8 สําหรับ   เปนฟงชันคาจริงใด ๆ   0  


  
 

พิสูจน ให  เปนฟงชันคาจริง ใด ๆ ซ่ึง  i j k
x y z
  


  

   
  



 

 

พิจารณา        

i j k

x y z

x y z



  

  
  

  
  
  



 

 

y z x yx zi j k

y z x z x y
     

    
      
     
     



 

 

i j k
y z z y x z z x x y y x

                                                 



 

 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

i j k
y z z y x z z x x y y x

i j k

                                                    

   



 

 

 

 

ดังนั้น   0  


 สําหรับ  เปนฟงชันเชิงสเกลารใด ๆ 

 

ทฤษฎีบท 4.5.9 สําหรับ F


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ   0F  


 
 

 

 

พิสูจน ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 เปนสนามเวกเตอร 

และ 3 32 1 2 1f ff f f fF i j k
y z z x x y

                                




 

 

พิจารณา       3 32 1 2 1f ff f f fF
x y z y z x z x y
                                     



 

3 32 1 2 1f ff f f f
x y x z y z y x z x z y

                                                  
 

2 22 2 2 2
3 32 1 2 1

2 22 2 2 2
3 31 1 2 2 0

f ff f f f
x y x z y z y x z x z y

f ff f f f
y z z y z x x z x y y x

                                             
                                              

 

ดังนั้น   0F  
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ทฤษฎีบท 4.5.10 สําหรับ F


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ     2F F F    
  

  

 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

  เปนสนามเวกเตอร 

และ 3 32 1 2 1f ff f f fF i j k
y z z x x y

                                




 

 

พิจารณา    
3 32 1 2 1

i j k

F
x y z

f ff f f f
y z z x x y

  
  

  
    

  
     



 



 

3 2 2 131 2 1

3 32 1

y z x zi jf f f fff f f
y z x yz x x y

x y
k

f ff f
y z z x

   
   

  
        
      

 
 

  
 

   

 



 

32 1 1 ff f f i
y x y z z x

                          



 

   32 1 2ff f f j
x x y z y z

                             



          

   3 31 2f ff f k
x z x y y z

                         



 

22 2 2
32 1 1

2 2

22 2 2
32 1 2

2 2

ff f f i
y x y z z x

ff f f j
x x y z y z

               
              





               

   
2 22 2

3 31 2
2 2

f ff f k
x z x y y z

             



 

22 2 2 2 2
32 1 1 1 1

2 2 2 2

ff f f f f i
y x y z z x x x

                          



 

   
22 2 2 2 2

32 1 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f f j
x x y z y z y y
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2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k
x z x y y z z z

                        



 

 
22 2 2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2 2

ff f f f f i
x x y x z y z x

                     



 

           
22 2 2 2 2

31 2 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f f j
x y y y z x y z

                    



 

   
2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k
x z y z z x y z

                   



 

22 2 2 2 2
31 2 1 1 1

2 2 2 2

ff f f f fi i
x x y x z y z x

                            

 

 

   
22 2 2 2 2

31 2 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f fj j
x y y y z x y z

                          

 

 

   
2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k k
x z y z z x y z

                           

 

 

2 22 2 2 2
3 31 2 1 2

2 2

f ff f f fi j
x x y x z x y y y z

                                 

 

 

   
22 2 2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2 2

ff f f f fk i
x z y z z y z x

                                  





 

   
2 2 22 2 2

3 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

f f ff f f j k
x y z x y z

                            





 

3 31 2 1 2f ff f f fi j
x x y z y x y z

                                  

 

 

   
2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2

ff f f f fk i i i
z x y z y z x

                             



  

 

   
2 2 22 2 2

3 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

f f ff f fj j j k k k
x y z x y z

                

  

  

 

 
2

31 2
1 2 32

ff f f i f j f k
x y z x

                             



 

 

      
2 2

1 2 3 1 2 32 2f i f j f k f i f j f k
y z

         

 

   

 

  2F F  
 

    

ดังนั้น     2F F F    
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ทฤษฎีบท 4.5.11 สําหรับ F


และ G


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ 
 

         F G F G G F F G G F           
        

 
 

พิสูจน ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

  เปนสนามเวกเตอร 

           1 1 2 2 3 3F G f g f g f g    


 

  1 1 2 2 3 3f g f g f g    

       1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3f g g f f g g f f g g f             

1 1 1 1 1 1
1 1

g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                  

 

   

 

             
 2 2 2 2 2 2

2 2
g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                 

 

   

 

                        3 3 3 3 3 3
3 3

g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                

 

   

 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                             

 

   

                             

  2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                            

 

   

 

                 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                            

 

   

 

  3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g i
x x x x x x

                   



 

             3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g j
y y y y y y

                      



 

   
   

3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g k
z z z z z z

                   



 

       
 

31 2 1 1 1 1
1 2 3 2 2 3 3

gg g g g g gf f f f f f f
x x x y y z z

                               
 

                          31 2 1 1 1 1
1 2 3 2 2 3 3

ff f f f f fg g g g g g g i
x x x y y z z

                             



 

             
    

31 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 3 3

gg g g g g gf f f f f f f
y y y x x z z

                                  
 

                         31 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 3 3

ff f f f f fg g g g g g g j
y y y x x z z

                                



 

                        

3 3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 2 2

g g g g gg gf f f f f f f
z z z x x y y
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                  3 3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 2 2

f f f f ff fg g g g g g g k
z z z x x y y

                            



 

3 32 1 1 2 1 1
2 2 3 3 2 2 3 3

g fg g g f f ff f f f g g g g
x y z x x y z x

                                     
     

 

     

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g i
x y z x y z

                              



 

             3 32 1 2 2 1 2
1 1 3 3 1 1 3 3

g fg g g f f ff f f f g g g g
x y y z x y y z

                                      
      

             2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g j
x y z x y z

                                



 

              3 3 3 31 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

g g f fg g f ff f f f g g g g
z x y z z x y z

                                    
 

             3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g k
x y z x y z

                               
 

3 32 1 2 1g gg g g gF i j k
y z z x x y

                                     




 

 

   3 32 1 2 1f ff f f fG i j k
y z z x x y

                                    



 

   

         1 2 3 1 2 3f f f G g g g F
x y z x y z

                             

 

 

       F G G F F G G F         
      

 

ดังนั้น          F G F G G F F G G F           
        

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.12 สําหรับ F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ 
 
     

                                F G G F G F F G F G         
        

 
 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

  เปนสนามเวกเตอร 

จาก        1 2 3

1 2 3

i j k
F G f f f

g g g
 



 



     

     2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g i f g f g j f g f g k     
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2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

i j k

F G
x y z

f g f g f g f g f g f g

  
  

  
  



 



 

2 3 3 2 1 2 2 13 1 1 3 1 2 2 1

y z i jx z
f g f g f g f gf g f g f g f g

   
    

  

 

 

   

2 3 3 2 3 1 1 3

x y k
f g f g f g f g

 
 
 



 

   1 2 2 1 3 1 1 3f g f g f g f g i
y z

          



 

      1 2 2 1 2 3 3 2f g f g f g f g j
x z

  
    
   



 

      3 1 1 3 2 3 3 2f g f g f g f g k
x y

        



 

       1 2 2 1 3 1 1 3f g f g f g f g i
y y z z

                        



 

          1 2 2 1 2 3 3 2f g f g f g f g j
x x z z

                         



 

          3 1 1 3 2 3 3 2f g f g f g f g k
x x y y

                       



 

3 32 1 1 2 1
1 2 2 1 3 1 1

f gg f g f gf g f g f g f
y y y y z z z

                    
 

    31 2 1 1 2 2
3 1 2 2 1 2 3

gf g f g f fg i f g f g f g
z x x x x z z
                         



 

    3 3 3 32 1 1
3 2 3 1 1 3 2

f f g gg g ff g j f g f g f
z z x x x x y

                        



 

     32 2
3 3 2

ff gg f g k
y y y

        



 

3 32 1 1 2 1
1 2 2 1 3 1 1

f gg f g f gf g f g f g f
y y y y z z z

                    
 

    1 1 1 1 1
3 1 1 1 1

f f f g gg g g f f i
z x x x x

                           



 

   32 1 1 2 2 2
1 2 2 1 2 3 3

gg f g f f gf g f g f g f
x x x x z z z
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    3 2 2 2 2
2 2 2 2 2

f f f g gg g g f f j
z y y y y

                             



 

   3 3 31 1 2 2
3 1 1 3 2 3 3

f g gg f f gf g f g f g f
x x x x y y y

                    
 

    3 3 3 3 3
2 3 3 3 3

f f f g gg g g f f k
y z z z z

                          



 

31 1 1 1 2 1 1
1 2 3 1 1 1 1 2

ff f f f f g gg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      
 

   31 1 2
3 1 1 1

gg g gf f f f i
z x y z

           



 

     32 2 2 1 2 2 2
1 2 3 2 2 2 1 2

ff f f f f g gg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      

     

32 1 2
3 2 2 2

gg g gf f f f j
z x y z

           



 
  3 3 3 3 3 31 2

1 2 3 3 3 3 1 2
f f f f g gf fg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      
 

   3 31 2
3 3 3 3

g gg gf f f f k
z x y z

           



 

1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3

f f f f f fg i g i g i g j g j g j
x y z x y z

                                

     

 

     3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 1

f f f ff fg k g k g k g i g i g i
x y z x y z

                                   

  

  

 

     3 31 2 1 2
2 2 2 3 3 3

f ff f f fg j g j g j g k g k g k
x y z x y z

                              

  

  

 

                       1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3

g g g g g gf i f i f i f j f j f j
x y z x y z

                               

     

 

  3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 1

g g g gg gf k f k f k f i f i f i
x y z x y z

                                   

  

  

 

  3 31 2 1 2
2 2 2 3 3 3

g gg g g gf j f j f j f k f k f k
x y z x y z

                             

  

  

 

 1 2 3 1 2 3g g g f i f j f k
x y z

                    



 

 

     31 2
1 2 3

ff fg i g j g k
x y z
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    1 2 3 1 2 3f f f g i g j g k
x y z

                   



 

 

     31 2
1 2 3

gg gf i f j f k
x y z

                 



 

 

       G F G F F G F G       
      

 

ดังนั้น          F G G F G F F G F G         
        

 

 

ตัวอยาง 4.5.8 ให 23 2F xz i yzj xzk  



 

 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ และ 2x yz  เปน

ฟงชันกคาจริง จงหา   

1. F


   2.  F


  

3.  F 


   4.  F F     

 

  

5.     
 

วิธีทํา 1. 

23 2

i j k

F
x y z

xz yz xz

  
 

  




 



   

2 23 22 3
y z x yi j kx z

xz xzyz xz xz yz

    
      





 

 

    2 22 2 3 3xz xzyz xz yz xzi j k
y z x z x y

                                        



 

 

 2 6yi z xz j  
 

 

ดังนั้น  2 6F yi z xz j   


 

 

2. พิจารณา         2 2 2 23 2F x yz xz i x yz yz j x yz xz k   



 

 
3 3 2 2 2 3 23 2x yz i x y z j x yz k  



 

 

        
3 3 2 2 2 3 23 2

i j k

F
x y z

x yz x y z x yz


  

 
  





 



 

3 3 3 22 2 2 3 2 3 3 2 2 23 22 3
y z x yi j kx z

x yz x yzx y z x yz x yz x y z
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       3 2 2 2 2 3 2 3 32 2 3x yz x y z i x yz x yz
y z x z

                       



 

      2 2 2 3 33x y z x yz k
x y

      



 

     3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3 32 2 6 9 2 3x z x y z i x yz x yz j xy z x z k       


 

 

     2 2 2 2 2 2 22 3 2 3 2 3x z xz y i x yz x j xz y x z k     


 

 

ดังนั้น        2 2 2 2 2 2 22 3 2 3 2 3F x z xz y i x yz x j xz y x z k      



 

 

3. จากขอ 1  2 6F yi z xz j   


 

 

พิจารณา     
2 6 0

i j k

F
x y z
y z xz

  
  

  
 



 



 

02 6 0 2 6
y z x yi j kx z

yz xz y z xz

    
      

  



 

 

   0 2 6 0z xz i y j
z z

    
         
       

 

 

      2 6z xz y k
x y

        



 

   2 6 6 1x i z k    




 

ดังนั้น      2 6 6 1F x i z k      





 

4. พิจารณา         2 6F yi z xz j   


 

  

                     23 2 2 6F F xz i yzj xzk yi z xz j           


 
   

 

       23 2 6 2 0xz y yz z xz xz       

 

2 2 2

2 2

2

3 2 6
3 2

3 2

xyz yz xyz
xyz yz

yz x

  

 

 

 

              2 23 2F F xyz yz       

 

 

     2 2 2 2 2 23 2 3 2 3 2xyz yz i xyz yz j xyz yz k
x y z
  

     
  



 

   2 2 23 3 2 6 4yz i xz z j xyz yz k    


 

 

ดังนั้น      2 2 23 3 2 6 4F F yz i xz z j xyz yz k          
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5. จาก 2x yz   

พิจารณา                2x yz       2 2 2x yz i x yz j x yz k
x y z
  

  
  



 

 

2 22xyzi x zj x yk  


 

 

                   
2 22

i j k

x y z
xyz x z x y


  

  
  



 

 

22 2 22 2
y z x yi j kx z

xyz x yx z x y xyz x z

    
      



 

 

       2 2 2 2x y x z i x y xyz j
y z x z

                     

 

 

      2 2x z xyz k
x y

      



 

     2 2 2 2 2 2 0x x i xy xy j xz xz k      
 

 

 

ดังนั้น   0  


 

 
ตัวอยาง 4.5.9 ให       2 4 2 3 4 2F x y z i x y z j x y z k        




 

 เปนสนาม

เวกเตอร โดยท่ี 0u 




 จงหาฟงกชันคาจริง   ซ่ึงทําให u 


 
 

วิธีทํา  ให  , ,x y z  เปนฟงกชันคาจริง 

 พิจารณา i j k
x y z
  


  

   
  



 

 

จาก                                 F 


  

จะได      2 4 2 3 4 2x y z i x y z j x y z k i j k
x y z
    

          
  

 

   

 

 2 4x y z
x

  


     ........... 1  

 2 3x y z
y

  


     ........... 2  

 4 2x y z
z

  


     ........... 3  

จากสมการ 1  ปริพันธเทียบกับ x  

    , , 2 4 ,x y z x y zdx f y z       
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2

2 4 ,
2
x xy xz f y z       ........... 4  

จากสมการ 4 ;      
2

, , 2 4 ,
2
xx y z xy xz f y z

y y


            
  

 2 ,x f y z
y


 


 

จากสมการ  2 ;  2 , 2 3x f y z x y z
y


   


 

จงได           , 3f y z y z
y


 


 

                                , 3f y z y zdy f z      

 
2

3
2
y yz f z    แทนในสมการ  4  

                             
2 2

, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz f z      

 
  ........... 5  

พิจารณา               
2 2

, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz f z

z z


             
 

 4x y f z
z


  


 

จากสมการ 3  4 4 2x y f z x y z
z


    


 

            2f z z
z





 

                                     2f z z c   แทนในสมการ 5  

                              
2 2

2, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz z c         

ดังนั้น ฟงกชันคาจริงซ่ึงทําให u 


 คือ 
2 2

22 4 3
2 2
x yxy xz yz z c        

 

 สนามเวกเตอร F


 ซ่ึง 0F 


  เรียกวา โซลีนอยดัล ( solenoidal ) ในกรณีนี้อาจหา

ฟงกชันคาเวกเตอร v  ซ่ึงทําให  F v




 ไดเนื่องจาก   0v  


 และเรียก v  วาศักย

เวกเตอรของ F


 

 ถา 0F 


 แลวจะสามารถหาฟงกชันคาสเกลาร   ท่ีทําให F 


 ได เนื่องจาก 

    สนามเวกเตอร  F


 เนื่องมาจาก F 


 นี้ เรียกวา สนามเวกเตอรอนุรักษ  

(conservative vector field) ซ่ึงเวกเตอร ซ่ึงเวกเตอรจะไมหมุน (irrational vector) และเรียก   
วาฟงกชันศักย (potential function) 
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 จ าก ตั ว อย า ง  4.28 ไ ด ว า  สน าม เ ว ก เตอร อนุ รั กษ  คื อ   2 4F x y z i   




   2 3 4 2x y z j x y z k    




 และฟงกชันศักย คือ 
2 2

2 4 3
2 2
x yxy xz yz     

2z c  
 

4.6 สรุป 
 

บทนี้ไดกลาวถึง อนุพันธระบุทิศทาง เวกเตอรเกรเดียนต สมบัติเวกเตอรเกรเดียนต เวกเตอร
ท่ีตั้งฉากกับระนาบสัมผัสท่ีจุด 0P  สมการระนาบสัมผัสของเสนโคง สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 

สนามเวกเตอร และเสนกระแส การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร สมบัติของการลูออก ของ
สนามเวกเตอร เคิรล และสมบัติเคิรลของสนามเวกเตอร ดังรายละเอียดพอสรุปดังนี้ 
อนุพันธระบุทิศทาง 

สําหรับ f  เปนฟงกชันสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  0 0,x y  

เทียบกับเวกเตอร 1 2v v i v j 
 



 นั่นคือ 

     0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

สมบัติของอนุพันธระบุทิศทางสําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชัน   1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

เวกเตอรเกรเดียนต  

ให f  เปนฟงกชันของสองตัวแปรซ่ึงมีอนุพันธยอย 
f
x




 และ f
y




ซ่ึงตอเนื่องเวกเตอร      

เกรเดียนตของ f  กําหนดโดย f ff i j
x y

 
  

 

 

 

และสําหรับ f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y  และ z  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ 
  

              f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

สมบัติเวกเตอรเกรเดียนต สําหรับ f และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปร สําหรับ c  เปนส
เกลารใด ๆ 

1. 0c 


 
2. cf c f    

3.  f g f g     
4.  fg f g g f      

4. 2

f g f f g
g g

        
 เม่ือ 2 0g   

6.    1nnf nf f    

7. ถา  f f g  และ  , ,g g x y z  เปนฟงกชันคาจริงท่ีหาอนุพันธไดแลว  
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       dff f
dg

    

8. 
T

f f T  



  

สําหรับผิวโคง  , ,f x y z c  จะไดวา f  ณ ท่ีจุด 0P  เปนเวกเตอรท่ีต้ังฉากกับระนาบ

สัมผัสท่ีจุด 0P  

ระนาบสัมผัสของเสนโคง ระนาบสัมผัสของเสนโคง  , ,F x y z c  ซ่ึงหาอนุพันธได ณ จุด 

 , ,P a b c  มีสมการ  

                                , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
    

สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง    

เสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง ณ  , ,P a b c  มีสมการเปน  , , ,x a t F a b c
x


 


 

 , ,y b t F a b c
y


 


  , , ,z c t F a b c
z


 


 

สนามเวกเตอร และเสนกระแส  
สนามเวกเตอรในสองมิติ คือ      , , ,F x y f x y i g x y j 


 

 

สนามเวกเตอรในสามมิติ คือ        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร F


 

สนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 แลวการ ลู

ออกของสนามเวกเตอร F


 กําหนดโดย
 

f g hdiv F F
x y z

  
   

  

 

 

สมบัติของการลูออกของสนามเวกเตอร F


และ G


 สําหรับ   ท่ีเปนฟงชันคาจริง 

1.  F G F G   
  

 

2.  F G F G   
  

 

3.  F F F      
  

 

4. 
2 2 2

2 2 2x y z
  


  

   
  

 

ตัวดําเนินการ 2   
ตัวดําเนินการ 2  ซ่ึงเรียกวาตัวดําเนินการลาปลาซ และ สําหรับฟงกชันคาจริง f  ใด ๆ 

ถา 2 0f   จะกลาววา f  เปนฟงกชันฮาโมนิก และเรียกสมการ 2 0f   สมการลาปลาซ  
เคิรลของสนามเวกเตอร F
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ใหสนามเวกเตอร  , ,F x y z fi gj hk  



 

 แลว เคิรลของสนามเวกเตอร F


 หรือ

การหมุนของ F


 กําหนดโดย

i j k

Curl F F
x y z
f g h

  
 

  



 

 

 

สมบัติของเคิรลของสนามเวกเตอร F


 และ G


 สําหรับ  เปนฟงชันคาจริง 

1.  F G F G   
  

  

2.      F F F       
  

  

3.      F G F G F G       
    

  

4.   0  


  

4.   0F  


  

6.     2F F F    
  

 

7.          F G F G G F F G G F           
        

  

8.          F G G F G F F G F G         
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แบบฝกหัด 4 
 

1. จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด P  ในทิศทางของเวกเตอร u  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

    1.1  , ,f x y z xy yz z    ท่ีจุด  1,1, 2P   ในทิศทาง 2 3 2u i j k  


 



 

 1.2   2 2 2, , 3f x y z x y y z    ท่ีจุด  1, 1,0P  ในทิศทาง 3u i j k  


 



 

 1.3    , , 3 sinf x y z x yz  ท่ีจุด  1,2,1P  ในทิศทาง 3u i j k  


 



 

 1.4   2 2, , 2 zf x y z x y e   ท่ีจุด  0,2, 1P   ในทิศทาง 2 3u i j k  


 



 

 1.5  , ,f x y z x xyz   ท่ีจุด  1, 2,2P   ในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 
 

2. กําหนดให  , ,f x y z  จงหา f  ท่ีจุด P  ตอไปนี้ 

 2.1   2 2 2, , 2f x y z x y z    ท่ีจุด  1,1,1P  

 2.2    3 2 2, , 2 3f x y z x y z    ท่ีจุด  1,2, 1P   

 2.3   3 2, , 2 4f x y z x y z    ท่ีจุด  0,0,0P  

 2.4   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  1,1, 1P   

 2.5  , ,f x y z x xyz  ท่ีจุด  1, 2,2P   
 

3. จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสและเสนปกติของสวนโคง  , ,f x y z  ท่ีจุด P  

 3.1   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,4, 1P   

 3.2   2 2, ,f x y z x z   ท่ีจุด  2,0,2P  

 3.3   2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,3,13P  

 3.4   2 2 2, , 2 3f x y z x y z    ท่ีจุด  2,1, 1P   

 3.5     2, , sinf x y z xy z   ท่ีจุด 1, , 1
2

P 
     

 

 

4. จงหา divF F
 

 ของสนามเวกเตอร F


 ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 4.1   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  




 

 

 4.2   1, , x yF x y z i j k
z z z

  



 

 

 4.3  , , cos sinx xF x y z e yi e yj zk  



 

 

 4.4      , , cos sin 2F x y z x x i y y y j zk    



 

 

 4.5   2, , cos sinxyF x y z e i yj zk  
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5. ใหสนามเวกเตอร sin ln , siny yF xe i z yj xy zk G xyzi ze j y zk     
 

   

 และฟงกชัน

คาจริง 3 2x xy z    จงหา  

5.1  F G 


 

5.2  F G 


 

5.3  F


  

5.4  G


 

5.5   
 

6. จงหา CurlF


 ของสนามเวกเตอร F


 ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 6.1   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  




 

 

 6.2   1, , x yF x y z i j k
z z z

  



 

 

 6.3  , , cos sinx xF x y z e yi e yj zk  



 

 

 6.4      , , cos sin 2F x y z x x i y y y j zk    



 

 

 6.5   2, , cos sinxyF x y z e i yj zk  



 

 
 

7. ให สนามเวกเตอร  2 22 1 ,F xyzi x zj x y k G xzi yzj xzk      
 

   

 และฟงกชันคา

จริง 3 2x xy z    จงหา  

7.1  F G 


 

7.2  F


 

7.3  F G 


  

7.4  G 


 

7.5  F G 
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
5.3 งาน 
5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี 
5.5 ทฤษฎีบทของกรีน 
5.6 สมการเวกเตอรของผิว 
5.7 การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง 
5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร 
5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส 
5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส 
5.11 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริงได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันคา

เวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคางานได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถีได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจทฤษฎีบทของกรีน 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาสมการเวกเตอรของผิวได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามผิวของฟงกชันคา

เวกเตอรได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจทฤษฎีบทของสโตกสและทฤษฎีบทของไดเวอร

เจนส 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
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7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 5 
ปริพันธเชิงเวกเตอร  

 
ในบทนี้จะกลาวถึงปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง ปริพันธตามเสนของคาฟงกชัน

เวกเตอร งาน ปริพันธตามเสนและวิถีอิสระ ทฤษฎีบทของกรีน สมการเวกเตอรของผิว การหาพ้ืนท่ี
ของผิวโคง ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร ทฤษฎีบทของสโตกส และทฤษฎีบทไดเวอรเจนส 

ซ่ึงการหาคาของปริพันธตามเสนข้ึนอยูกับเสนโคงและทิศทางของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง 
ซ่ึงจะพิจารณาปริพันธตามเสนซ่ึงมีคาคงตัว โดยเริ่มจากการศึกษาลักษณะตาง ๆ ของเสนโคง ดังนี้  

กําหนดความสัมพันธ               , , |C x t y t z t r t x t i y t j z t k   


 



 เรียก 

กราฟของการเคลื่อนท่ี        r t x t i y t j z t k  


 

  เม่ือ a t b    

โดย  r a  เปนจุดเริ่มตน และ  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

1.  กราฟของการเคลื่อนท่ี  r t  เรียก เสนโคงวิถี (path) หรือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี 

2.  ถา r  ตอเนื่องบน  ,a b  แลว r  เปนวิถีตอเนื่อง (continuous curve) 

   ถา วิถี r  มีสมบัติวา ทุกคา  1 2, ,t t a b  และ 1 2t t  จะได    1 1 2 2r t r t
 

 แลว r  

เปนวิธีเชิงเดียว 
3. ถา r  ตอเนื่องบน  ,a b  และ r   ตอเนื่องบน  ,a b  แลวเรียก r  วาเปนวิถีเรียบ 

(smooth curve) 
4. ถา r  เปนวิถีตอเนื่องและสามารถแบง  ,a b  ออกเปนชวงยอยดวยจุด 0 1, ,..., nt t t โดยท่ี 

0 1 2 ... na t t t t b        และ r  เปนวิถีเรียบบนแตละชวงยอย  1,i it t  เรียก r  วาเปน    

วิถีเรียบเปนชวง ๆ (piecewise smooth curve) 
5. กราฟของวิถีตอเนื่อง เรียก เสนโคงตอเนื่องและ กราฟของวิถีเรียบ เรียก เสนโคงเรียบ         

ดังภาพท่ี 5.1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.1.1 เสนโคงเรียบมีจุดเริ่มตนท่ี  r a  และจุดสิ้นสุดท่ี  r b  

 
 



ตัว
อย
่าง

 254 

5. กราฟของวิถีเรียบเปนชวง ๆ เรียกวาเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ดังภาพท่ี 5.1.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.2 เสนโคงเรียบเปนชวง ๆ มีจุดเริ่มตนท่ี  r a  และจุดสิ้นสุดท่ี  r b  
 

7. เสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถีเชิงเดียว r  เรียกวา เสนโคงเชิงเดียว (simple curve) 
8. ถา วิถี  r t  บนชวง  ,a b  มีสมบัติวา    r a r b

 

 แลว r  เปนวิถีปด หรือกลาววา 

วิถีปด คือ วิถีซ่ึงมีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนจุดเดียวกัน 
9. เสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถีปด r  เรียกวา เสนโคงปด ดังภาพท่ี 5.1.3 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 5.1.3 เสนโคงปด 

 

10. ถา วิถี r  เปนวิถีปด และเปนวิถีเชิงเดียว แลว r  เปนวิถีปดเชิงเดียว หรือกลาววา วิถีปด
เชิงเดียว คือ วิถีซ่ึงตัดกันท่ีจุดเดียวเทานั้น คือจุดปลายท้ังสอง   

1 1 .  ถ า   1 1:C r t  บ น ช ว ง     0 1 2 2, , :t t C r t

  บ น ช ว ง     1 2 3 3, , :t t C r t

  บ น ช ว ง 

   2 3, ,..., :i it t C r t  บนช ว ง     1, ,..., :i i n nt t C r t



 บนช ว ง   1,n nt t  โดย ท่ี     1 1 2 1 ,r t r t
 

           2 2 3 2 1 1 1,..., ,...,i i i i n n n nr t r t r t r t r t r t    
     

 จะได 1 2 ... nC C C C      หรือ 

1 2 ... nC C C C     เปนเสนโคงของวิถี  r t  บนชวง  0 , nt t  ท่ีกําหนดโดย    ir t r t
 

 เม่ือ 

 1,i it t t  ดังภาพท่ี 5.1.4 
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ภาพท่ี 5.1.4 เสนโคงของวิถี  r t  บนชวง  0 , nt t  โดย    ir t r t

 

 เม่ือ  1,i it t t  
 

5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
 

นิยาม 5.1.1 ให C  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  r t  เม่ือ a t b   สําหรับ 

,a b R  ซ่ึง  r t เปนวิถีเรียบหรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ s  เปนฟงกชันความยาวของ

สวนโคง กําหนดโดย    
t

a

s t r u du 


 เม่ือ  ,t a b  ให f  เปนฟงกชันคาจริง 

ซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง C  ให  | 0,1, 2,...,it i n  เปนผลแบงก้ัน

ข อ ง   ,a b   โ ด ย ท่ี  0 1 2 na t t t t b        เ ลื อ ก   1,i i it t t
   ถ า 

       1
1

lim
n

i i in
i

f r t s t s t




   มีคา แลว ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 

f  บน C  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C

f  หรือ 
C

fds  หรือ 
r

f


 หรือ 
r

fds


กําหนดโดย        1
1

lim
n

i i in
iC

fds f r t s t s t




 


 เม่ือลิมิตมีคา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.5 เสนโคง C  ในชวง  ,t a b  
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นิยาม 5.1.2 เสนโคง C  ซ่ึงเชื่อมจุด P  และ Q  ประกอบดวยเสนโคง 1 2, ,..., nC C C  ตอกันโดยท่ี

แตละเสนโคงยอยเปนเสนโคงเรียบ แลวสามารถกําหนดปริพันธตามเสนโคง C  จาก 
P  ถึงจุด Q  โดย 

       
1 2

, , , , , , ... , ,
nC C C C

f x y z ds f x y z ds f x y z ds f x y z ds        

 
ทฤษฎีบท 5.1.1 ใหเสนโคง C มีสมการ      , ,x x t y y t z z t    หรือเขียนในรูป ฟงกชัน 

ค า เ ว ก เ ต อ ร         r t x t i y t j z t k  


 



  เ ม่ื อ  a t b    ถ า 

   ,x t y t   และ  z t  เปนฟงกชันในชวงดังกลาว ปริพันธตามเสนจะหาคาได

โดย            , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


 

 

พิสูจน จากนิยาม 5.1.1              1
1

lim
n

i i in
iC

fds f r t s t s t




 


 

           
 1

1
1 1

lim
n

i i
i i in

i i i

s t s t
f r t t t

t t



 

     
 

 

           1 1
1

lim
n

i i in
i

f r t r t t t 




   

 

                              , ,
b

a

f x t y t z t r t dt 


 

ดังนั้น           , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


 

 
ทฤษฎีบท 5.1.2 ให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง C  กําหนดโดย  r t  บน

ชวง  ,a b  จะไดวา 
C C

fds fds


      

 

พิสูจน ให    r t r b a t   
 

 เม่ือ a t b   

พิจารณา                 
t b

C t a

fds r t dt




 

 
  

t b

t a

r b a t dt




  


 

         
u a

u b

r u d b a u




  


 เม่ือ u b a t    

       
u a

u b

r u du





  

b

a

r u du 


C

fds   

ดังนั้น 
C C

fds fds
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ตัวอยาง 5.1.1 กําหนดเสนโคง C  ซ่ึงกําหนดโดย   4cos 4sinr t ti tj 
 



 เม่ือ  0,t   จงหา 
2 2

C

x y ds   

 

วิธีทํา  จาก                             4cos 4sinr t ti tj 
 



 

             4cos 4sindr t ti tj
dt

  
 



 

                                  4sin 4costi tj 
 

  

                         4sin 4cosr t ti tj   
 



  

           2 24sin 4cost t    

         2 216 sin cost t  16 4     

 จาก                         2 2,f x y x y      

 พิจารณา                 2 2, 4cos 4sinf x t y t t t  16 4   

จากสูตร                                 , ,
b

C a

f x y ds f x t y t r t dt 


    

          
0

4 4 dt


 
0

16dt


   

        
0

16 16t     

ดังนั้น 2 2

C

x y ds  คือ 16  

 

ตัวอยาง 5.1.2  กําหนดเสนโคง  C  ซ่ึ ง กําหนดโดย   3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



 เ ม่ือ 

 0,2t   จงหาคาของ 2 2 2

C

x y z ds    

 

วิธีทํา จาก                                 3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



    

                 3cos 3sin 4dr t ti tj tk
dt

   


 



 

        3sin 3cos 4ti tj k  


 

 

                                              3sin 3cos 4r t ti tj k    


 



 

             2 2 23sin 3cos 4t t     

         2 29 sin cos 16t t    

        9 16 5         
จาก                         2 2 2, ,f x y z x y z    



ตัว
อย
่าง

 258 

                                      2 2 2, , 3cos 3sin 4f x t y t z t t t t    

        2 2 29cos 9sin 16t t t    
                               2 2 29 cos sin 16t t t    

        29 16t       
พิจารณา                   2, , 9 16 5f x t y t z t v t t 

 245 80t      

จาก                                     , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


            

         
2

2

0

45 80t dt


                   

        

 
 

23

0
3

8045
3

80 2
45 2

3

tt





 

 

 

        
3270 640

3
 

  

ดังนั้น 
3

2 2 2 64090
3C

x y z ds 
     

 
นิยาม 5.3 ให 1r



 เปนวิถีความโคงบนชวงปด  ,a b  และ    : , ,u c d a b  เปนฟงกชันท่ัวถึงซ่ึงมี

อนุพันธและ 0u   บนชวง  ,c d  แลว 2r


 เปนวิถีท่ีกําหนด โดย  

               2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d  จะได 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 

 ให 1C  เปนเสนโคงกําหนดโดย 1r


 และ 2C  เปนเสนโคงกําหนดโดย 2r


  

 ถา   0u t   บนชวง  ,c d  แลว กราฟของ 1C  และ 2C  มีทิศทางเดียวกัน 

 ถา   0u t   บนชวง  ,c d  แลว กราฟของ 1C  และ 2C  มีทิศทางตรงขามกัน 

 
ตัวอยาง 5.1.3 ให 1C  เปนสวนโคงกําหนดโดย  1r t ti tj tk  



 



 เม่ือ  1,1t    และ 2C  

เปนสวนโคงกําหนดโดย        2 1 1 1r t t i t j t k     


 



 เม่ือ  1,3t   

พิจารณาวา 1C  และ 2C  เปนวิถีท่ีสมมูลกันหรือไม  
 

วิธีทํา เนื่องจากมี   1u t t    

ซ่ึงทําให                                  1 1 1 1r u t t i t j t k     


 



 

         2r t


 

จากนิยาม 5.1.3  1C  และ 2C  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 
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ทฤษฎีบท 5.1.3 ให 1r


 เปนวิถีเชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  ,a b  และ 2r


 เปนวิถี

เชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  ,c d  และ 1 2,r r   เปนวิถีท่ีสมมูลกันแลว  

1 2r r

fds fds 
 

 

 

พิสูจน ให 1r


 และ 2r


 เปนวิถีตอเนื่องบนชวงปด  ,a b  ท่ีสมมูลกัน  

จากนิยาม 5.1.3 จะมี    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   บนชวง  ,c d  

ซ่ึงทําให         2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d  

แบงการพิสูจนเปน 2 กรณีดังนี้ 
กรณีท่ี 1 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกันและมีทิศทางเดียวกัน 

จึงไดวา   0u t   บนชวง  ,c d  และ    ,u c a u d b    

พิจารณา                
2

2

t d

r t c

fds f r t r t dt




 


 

 

              1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

    

              1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 

           1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 เพราะวา   0u t   

แทนคา  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t  

จึงได         
 

 

2

1 1

w u d

r w u c

fds f r w r w dw




 


 

 

    1 1

w b

w a

f r w r w dw




 
 

1r

fds 


 

ดังนั้น 
1 2r r

fds fds 
 

 

กรณีท่ี 2 1r


 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกันและมีทิศทางตรงขามกัน 

จึงไดวา   0u t   บนชวง  ,c d  และ    ,u c b u d a    

         
2

2 2

t d

r t c

fds f r t r t dt




 


 

 

               1

t d

t c

f r u t r u t u t dt
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               1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

   

                1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 เพราะวา   0u t   

แทนคา  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t  

จึงได                   
 

 

2

1 1

w u d

r w u c

fds f r w r w dw




 


 

 

    1 1

w a

w b

f r w r w dw





 

 

    
1

1 1

w b

w a r

f r w r w dw fds




  


 

 

ดังนั้น 
1 2r r

fds fds 
 

 

จากกรณีท่ี 1 และ กรณีท่ี 2 จึงไดวา 
1 2r r

fds fds 
 

 

 
ตัวอยาง 5.1.4 จงหาปริพันธตามเสน  , 2f x y x y   เม่ือ C  เปนเสนตรงรอบรูปสามเหลี่ยมท่ี

เกิดจากระนาบ 2 3 6 0x y z     ตัดกับแกนพิกัด โดยเริ่มจากจุดบนแกน X  
ไปตามระนาบ XY   

 

วิธีทํา  หาจุดตัดของระนาบบนแกน X  โดยให 0z   และ 0y   

จากระนาบ      2 3 6 0x y z     

แทนคา 0z   และ 0y   จึงได          2 0 3 0 6 0x     

                6x   
จึงไดวาระนาบตัดแกน X  ท่ีจุด  6,0,0  

หาจุดตัดแกน Y  โดยให 0x   และ 0z   
จากระนาบ      2 3 6 0x y z     
                0 2 3 0 6 0y     

                                         3y      

จึงไดวาระนาบตัดแกน Y  ท่ีจุด  0,3,0  

หาจุดตัดแกน Z  โดยให 0x   และ 0y   

จากระนาบ              2 3 6 0x y z     
                  0 2 0 3 6 0z     

                                            2z   
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จึงไดวาระนาบตัดแกน Z  ท่ีจุด  0,0,2  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.6 ระนาบตัดแกน ,X Y  และ Z  

 

เสนตรง 1C  ผานจุด  6,0,0  และ 0,3,0  คือ 6 6 , 3 , 0x t y t z     เม่ือ 0 1t   

เสนตรง 2C  ผานจุด  0,3,0  และ 0,0,2  คือ 0, 3 3 , 2x y t z t     เม่ือ 0 1t   

เสนตรง 3C  ผานจุด  0,0,2  และ 6,0,0  คือ 6 , 0, 2 2x t y z t     เม่ือ 0 1t   

พิจารณา          
1 2 3

2 2 2 2
C C C C

x y ds x y ds x y ds x y ds           

จาก                       
2 2 2dx dy dzds dt

dt dt dt
                        

 

ตามเสน 1C                   2 2 26 3 0ds dt    3 5dt  

ตามเสน 2C                   2 2 20 3 2ds dt    13dt  

ตามเสน 3C                   2 2 26 2 0ds dt    2 10dt  

จึงได                  
1 1

0 0

2 6 6 2 3 3 5 0 2 3 3 13
C

x y ds t t dt t dt                 

                                         
1

0

6 2 0 2 10t dt    

  
 

1 1 1

0 0 0

18 5 6 13 6 13 12 10dt t dt tdt       

   
1 12 21

0
0 0

6 13 12 1018 5 6 13
2 2

t tt t
 
       

 

    
11 12 2

0 00
18 5 6 13 3 13 6 10t t t t     

   18 5 6 13 3 13 6 10     
   18 5 3 13 6 10    
ดังนั้น ปริพันธตามเสน คือ 18 5 3 13 6 10   
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5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

ให  r t  เม่ือ a t b   เปนวิถีเรียบ หรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ และ r  เปนวิถีเชิงเดียว 

C  เปนกราฟของ r  ดังภาพท่ี 5.2.1 F


 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และเปนฟงกชันตอเนื่องบน C  
และมีพิสัยเปนเซตยอยของ nR   
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.2.1 เสนโคง C  กําหนดโดย  r t  

 ให  0 1 2, , ,..., nP t t t t  เปนผลแบงก้ันของชวง  ,a b  จึงได P  แบงชวง  ,a b  ออกเปน 

n  ชวงยอย ดวยจุด 0 1 2, , ,..., nt t t t  โดยท่ี 0 1 2 na t t t t b       และ 1k k kt t t     

ทุกคา 1,2,3,...,k n  ให kP  มีพิกัดเปน  kr t  เม่ือ 0,1,2,3,...,k n  เปนจุดบนเสนโคง C  

ดังนั้น  k kP r t


 เปนจุดบนเสนโคง C  ทุกคา 0,1,2,3,...,k n  ดังภาพท่ี 5.2.2 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.2.2 จุดบนเสนโคง C  

ถา       1
1

lim
n

k k k kn
k

F r t r t t t 




 


   มีคา จากการแสดงขางตนสามารถสรุปการ

ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร F


 บนเสนโคง C  ดังนิยาม 5.2.1 ตอไปนี้ 
 
นิยาม 5.2.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร F



 บนเสนโคง C  หรือปริพันธตามเสนของ 
F


 บนวิถี        r t x t i y t j z t k  


 



 เ ม่ือ  ,t a b  ใชสัญลักษณแทน

ดวย 
C

F dr




 หรือ 
r

F dr






 หรือ 
B

A

F dr




 เม่ือ  A r a


 และ  B r b


 

โดย         , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 

 



ตัว
อย
่าง

 263 

ตัวอยาง 5.2.1 ให   2,F x y x i xyj 


 

 และเสนโคง C  กําหนดโดย     21r t t i t j  
 



 

เม่ือ 0 1t   จงหา 
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก             2,F x y x i xyj 


 

 

พิจารณา                     2 2, 1 1F x t y t t i t t j   


 

 

   2 3 22 1t t i t t j    
 

 

จาก            21r t t i t j  
 



 

           21d dr t t i t j
dt dt

   
 

 2i tj 
 

 

       
            2 3 2, , 2 1 2F x t y t z t r t t t i t t j i tj               


   



 
       2 3 22 1 1 2t t t t t        

   2 4 3

4 3 2

2 1 2 2

2 2 2 1

t t t t

t t t t

    

    
 

จาก                                 , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 

 

 
1

4 3 2

0

2 2 2 1t t t t dt      

15 4 3 2

0

2 2 2
5 4 3 2
t t t t t      

     
   

15 4 3
2

0
5 4 3

2

2
5 2 3

2 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0

5 2 3

t t t t t    

  
      

 

2 1 1 1 1
5 2 3

     3.23  

ดังนั้น 3.23
C

F dr 




 

 

5.3 งาน  
 

การหางานท่ีไดจากแรง F


 ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  r a  ไปยังจุด  r b  ตามเสนโคง 

C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ a t b   และ C  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง ๆ และ r  เปน     

วิถีเชิงเดียว ในทํานองเดียวกับการหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันเวกเตอรขางตน 
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ภาพท่ี 5.3.1 ภาพฉายเวกเตอรของ   kF r t




 บน ku  

 
ในชวงเวลา  1,k kt t  ให s  แทนระยะทางการเคลื่อนท่ีจาก 1kP   ไปยัง kP  ตามเสนโคง C  ดังนั้น  

                     1k ks r t r t  
   

   
 1

1
1

k k
k k

k k

r t r t
t t

t t






 



 

 

   1k k kr t t t
 



 เม่ือ  1,k k kt t t
  

 
สําหรับ 

  kr t   เปนจุดบนเสนโคงในชวงเวลา  1,k kt t  

   kF r t




 เปนคาของฟงกชันคาเวกเตอรท่ีจุด  kr t  

 ku   เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสเสนโคง C  ท่ีจุด  kr t  

 k   เปนมุมท่ี   kF r t




 ทํากับเวกเตอร ku  

    k kuproj F r t





 เปนภาพฉายเวกเตอรของ   kF r t




 บน ku  

 

จึงไดวา         k kuproj F r t 





ภายฉายเชิงสเกลารของ   kF r t




 บน ku  

    
  k k

k

F r t u

u

 




 



 

         cosk k kF r t u 


 

 

       1 cosk kF r t 




 

     cosk kF r t 
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จึงไดวา  
งานชวง  1,k kt t  ขนาดของแรงระยะทาง 

   ขนานของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ีระยะทางจาก  1kr t 



ไปยัง  kr t  

  ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี    1k kr t r t  
   

  ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี 
   

 1
1

1

k k
k k

k k

r t r t
t t

t t






 



 

 

   ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี    1k kr t t t  
   

เม่ือ  1,k k kt t t
  

  ภาพฉายเชิงสเกลารของ   kF r t




 บน    1k k k ku r t t t
 

 

 

       1k k k k kuproj F r t r t t t 
  



 

 

        1cosk k k k kF r t r t t t 
  



 

 

       1k k k kF r t r t t t 


     



 

 

      งานท้ังหมด       1
1

n

k k k k
k

F r t r t t t 




     


 

 

เ ม่ือ  n  มีค า เ พ่ิม ข้ึนอย า ง ไม มี ขี ดจํ า กัด   n   และ kt  มีค า เข า ใกล ศูนย  ทุกค า 

1,2,3,...,k n  จะได 

งานท้ังหมด       1
1

lim
n

k k k kn
k

F r t r t t t 




     


   ในกรณีท่ีลิมิตลูเขา 

จากงานท้ังหมดท่ีไดจึงพอสรุปการหาคางานท่ีไดจากแรง F


ตามเสนโคง C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ 

a t b   ดังนิยาม 5.3.1  
 
นิยาม 5.3.1 งาน (work) ท่ีไดจากแรง F



 ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  r a  ไปยังจุด  r b  ตามเสน

โคง C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ a t b   และ C  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง 

ๆ และ r  เปนวิถีเชิงเดียวกําหนดโดย งาน 
C

F dr 




 

จากนิยาม 5.2.1              , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 

 และนิยาม 5.3.1 จึงไดวา 

                                งาน 
C

F dr 




 

        , ,
b

a

F x t y t z t r t dt 
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ตัวอยาง 5.3.1 จงหางานท่ีเกิดจากการเคลื่อนวัตถุดวยแรง   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  



 

 ไป

ตามเสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถี   cos sin 2r t ti tj tk  


 



 โดยมีชวงการ

เคลื่อนท่ี คือ  0,2t   
 

วิธีทํา จาก                       cos sin 2r t ti tj tk  


 



 

พิจารณา                cos sin 2d d dr t ti tj tk
dt dt dt

   


 



 

sin cos 2ti tj k  


 

 

                              2 2 2, ,F x y z x i y j z k  



 

 

                           2 2 2, , cos sin 2F x t y t z t t i t j t k  



 

 
2 2 2cos sin 4ti tj t k  



 

 

                   2 2 2, , cos sin 4 sin cos 2F x t y t z t r t ti tj t k ti tj k       
 


   



 

        2 2 2cos sin sin cos 4 2t t t t t     
2 2 2cos sin sin cos 8t t t t t    

จาก                  งาน 
C

F dr 




 

        
2

0

, ,F x t y t z t r t dt


 




 

 
2

2 2 2

0

cos sin sin cos 8t t t t t dt


     

2 2 2
2 2 2

0 0 0

cos sin sin cos 8t tdt t tdt t dt
  

       

 
2 2 2

2 2 2

0 0 0

cos cos sin sin 8td t td t t dt
  

      

22 23 3 3

0 0 0

cos sin 8
3 3 3

t t t
          
 

     33 31 1 8cos 2 sin 2 2
3 3 3

  
      

 

    31 1 641 0
3 3 3

    

31 64
3 3

   

ดังนั้น งานท่ีเกิดจากการเคลื่อนวัตถุดวย คือ 31 64
3 3
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ทฤษฎีบท 5.3.1 ให 1r


 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ถา 1r


 และ 2r


 มีทิศทางเดียวกันแลว  

1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 

พิสูจน ให 1r


 เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวง  ,a b สําหรับ    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   

บนชวง  ,c d  และ     2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d   

ให 1r


 และ 2r


 มีทิศทางเดียวกัน จึงไดวา 0u   บนชวง  ,c d  และ    ,u c a u d b   

พิจารณา              
2

2 2 2

t d

r t c

F dr F r t r t dt




   


 

  

 

              1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

        1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

ให  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t dt  แทนคา 

จึงได               
 

 

2

2 1 1

w u d

r w u c

F dr F r w r w dw




   


 

  

 

    1 1

w b

w a

F r w r w dw




 


 

1

1
r

F dr 




  

ดังนั้น 
1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 
ทฤษฎีบท 5.3.2 ให 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ถา 1r


 และ 2r


 มีทิศตรงขามกันแลว  

1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 

พิสูจน ให 1r


 เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวง  ,a b สําหรับ    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   

บนชวง  ,c d  และ     2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d   

ให 1r


 และ 2r


 มีทิศทางตรงขามกัน  

จึงไดวา 0u   บนชวง  ,c d  และ    ,u c b u d a   

พิจารณา              
2

2 2 2

t d

r t c

F dr F r t r t dt




   


 

  

 

              1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

        1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt
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ให  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t dt  แทนคา 

จึงได               
 

 

2

2 1 1

w u d

r w u c

F dr F r w r w dw




   


 

  

 

    1 1

w b

w a

F r w r w dw




 


 

1

1
r

F dr 




  

ดังนั้น 
1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 
ทฤษฎีบท 5.3.3 ใหC เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ โดย      r t x t i y t j 

 



 เม่ือ  ,x t   y t  

เปนฟงกชันคาจริงบนชวง  ,a b  และ      , , ,F x y P x y i Q x y i 


 

 เม่ือ 

 ,P x y  และ  ,Q x y  เปนฟงกชันคาจริงแลว 

C C

F dr Pdx Qdy   




 

เม่ือ       
,

b

C a

dx t
Pdx P x t y t dt

dt
   และ       

,
b

C a

dy t
Qdy Q x t y t dt

dt
   

  

พิสูจน จาก          
b

C a

F dr F r t r t dt   
 

             , ,
b

a

F x t y t x t y t dt  


 

                , ,
b

a

P x t y t x t Q x t y t y t dt    

               , ,
b b

a a

P x t y t x t dt Q x t y t y t dt     

             , ,
b b

a a

P x t y t dx t Q x t y t dy t    

             , ,
C C

P x t y t dx t Q x t y t dy t    

      
      

, ,
C C

dx t dy t
P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    

ให       
,

C C

dx t
Pdx P x t y t dt

dt
   และ       

,
C C

dy t
Qdy Q x t y t dt

dt
   

แทนคา               
      

, ,
C C C

dx t dy t
F ds P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    


 

C C

Pdx Qdy  
C

Pdx Qdy 
 

ดังนั้น 
C C

F dr Pdx Qdy   
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ตัวอยาง 5.3.2 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ ท่ีกําหนดโดย   4r t ti tj 
 



 เม่ือ 0 1t 

และ    2 2, 2F x y x y i xyj 


 

 จงหา
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก   2 2,P x y x y  จึงได         2 2 4, 4 16P x t y t t t t   

และ         , 2Q x y xy   จึงได         2, 2 4 8Q x t y t t t t   

จาก   4r t ti tj 
 



 

จึงได    , 4x t t y t t   แลว 1dx
dt

  และ 4dy
dt

  

จาก           
C C

F dr Pdx Qdy   




 

      
      

, ,
C C

dx t dy t
P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    

     
1 1

4 2

0 0

16 1 8 4t dt t dt    

1 1
4 2

0 0

16 32t dt t dt    

1 15 3

0 0

16 32
5 3
t t

   

16 32 48 160 208
5 3 15 15


     

ดังนั้น 
208
15C

F dr 




 

 
ทฤษฎีบท 5.3.4 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย        r t x t i y t j z t k  



 



 

เ ม่ื อ     ,x t y t   แ ล ะ   z t   เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง บ น ช ว ง   ,a b   แ ล ะ 

       , , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  



 

  เ ม่ื อ   , , ,P x y z  

 , ,Q x y z  และ  , ,R x y z  เปนฟงกชันคาจริงแลว  

C C

F dr Pdx Qdy Rdz    




 

เม่ือ         
        

, , , , ,
b b

C a C a

dx t dy t
Pdx P x t y t z t dt Qdy Q x t y t z t dt

dt dt
       

และ         
, ,

b

C a

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
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พิสูจน      
b

C a

F dr F r t r t dt   
 

  

 

              , , , ,
b

a

F x t y t z t x t y t z t dt   


 

                             , , , , , ,
b

a

P x t y t z t x t Q x t y t z t y t R x t y t z t z t dt    

                      , , , ,
b b

a a

P x t y t z t x t dt Q x t y t z t x t y t dt     
 

               , ,
b

a

R x t y t z t x t z t dt   

                          , , , , , ,
b b b

a a a

P x t y t z t dx t Q x t y t z t dy t R x t y t z t dz t    

                          , , , , , ,
C C C

P x t y t z t dx t Q x t y t z t dy t R x t y t z t dz t    

        
        

, , , ,
C C

dx t dy t
P x t y t z t dt Q x t y t z t dt

dt dt
     

           
, ,

C

dz t
R x t y t z t dt

dt  

ให         
        

, , , , ,
C C C C

dx t dy t
Pdx P x t y t z t dt Qdy Q x t y t z t dt

dt dt
      และ  

        
, ,

C C

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
   

แทนคา         
        

, , , ,
C C C

dx t dy t
F dr P x t y t z t dt Q x t y t z t dt

dt dt
     




  

                                 
, ,

C

dz t
R x t y t z t dt

dt  

           
C C C

Pdx Qdy Rdz      

C

Pdx Qdy Rdz    

ดังนั้น 
C C

F dr Pdx Qdy Rdz    
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ตัวอยาง 5.3.3 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ ท่ีกําหนดโดย   2 4r t ti t j t k  


 



 เม่ือ 

0 1t  และ   2, , 2F x y z x i zj k  



 

 จงหา
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก   2, , 2F x y z x i zj k  



 

 

จึงได       2, , , , , 2P x y z x Q x y z z   และ  , , 1R x y z   

พิจารณา         2 2, ,P x t y t z t t t   

         2 2, , 2 2Q x t y t z t t t   และ        , , 1R x t y t z t   

พิจารณา      2 4
31, 2 , 4

dx t dy t dz tdt dt dtt t
dt dt dt dt dt dt

       

                                        
, ,

C C

dx t
Pdx P x t y t z t dt

dt
   

 
1

2

0

1t dt 
11 3

2

00 3
tt dt 

1
3

  

                            
, ,

C C

dy t
Qdy Q x t y t z t dt

dt
   

      
1

2

0

2 2t t dt 
11 4 13 4

0
00

44
4
tt dt t    

1  

                                        
, ,

C C

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
   

  
1 1

3 3

0 0

1 4 4t dt t dt  
14 14

0
0

4
4
t t   

1  
จาก                         

C C

F dr Pdx Qdy Rdz    




 

    1 71 1
3 3

     

ดังนั้น  
7
3C

F dr 




 

 
นิยาม 5.3.2 ให   1 2 3, , ,..., nr x x x x



 เ ม่ือ ix  เปนฟงกชันคาจริ ง  บนชวง  ,a b  โดยท่ี 

1,2,3,...,i n


 และ  1 2 3, , ,..., nF f f f f


 เม่ือ if  เปนฟงกชันคาจริงนิยามบน

เสนโคง C  โดยท่ี 1,2,3,...,i n


 จะได  

1 1 2 2 3 3 ... n n
C C C C C

F dr f dx f dx f dx f dx         
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5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี 
 

นิยาม 5.4.1 ให S  เปนเซตเปดใน nR  เรากลาววา S  เปน เซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ก็ตอเม่ือ สําหรับ
จุดสองจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถีใน S  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  

 

 จากนิยาม 5.4.1 พบวา S  จะเปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ถา S  เปนเซตเปด และทุกคูของจุด 
,A B  ใน S  มีเสนโคงเรียบ C  จากจุด A  ไปยังจุด B  โดยท่ีเสนโคง C  อยูภายใน S  ท้ังสิ้น 

 
ตัวอยาง 5.4.1 พิจารณา   2 2, | 4S x y x y    เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 4S x y x y    ดังภาพท่ี 5.4.1 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.1 เสนโคง C  ใน   2 2, | 4S x y x y    

 จากภาพท่ี 5.4.1 กราฟของเซต S  พบวาทุกจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถี C  ใน S  ท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  
 
ตัวอยาง 5.4.2 พิจารณา   2 2, | 2, 3 3S x y x y x       และ 3 3y    เปนเซต

เปดท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 2, 3 3S x y x y x       และ 3 3y     

ดังภาพท่ี 5.4.2 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.2 เสนโคง C  ใน   2 2, | 2, 3 3S x y x y x      และ 3 3y    
 

จากภาพท่ี 5.4.2 กราฟของเซต S  พบวาทุกจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถี C  ใน S  ท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได 
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ตัวอยาง 5.4.3 พิจารณา   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y   เปนเซตเปด    

ท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y  ดังภาพท่ี 5.43 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.3 เสนโคง C  ใน   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y   
 

จากภาพท่ี 5.4.3 กราฟของเซต S  เนื่องจากมีบางจุด ,A B  ใน S  ท่ีไมมีวิถี C  ใน S  ท่ี
มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนไมเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได 
 

นิยาม 5.4.2 ให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  ซ่ึง : nF S R


 เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบน S
และ A  และ B  เปนจุดอยูใน S  ถา ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีใดก็ตามท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  มีคาคงตัวแลวเรียกวา ปริพันธตามเสนของ 
F


 เปนอิสระจากวิถีจากจุด A  ถึงจุด B  ถาทุกคูของจุด ,A B  ใน S  ปริพันธตาม
เสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีจากจุด A  ถึงจุด B  แลว เรียกวา ปริพันธตามเสนของ 
F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  
 

นิยาม 5.4.3 ให S  เปนเซตเปดใน nR  และ : nF S R


 เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีตอเนื่องบน S  
ฟงกชันศักดิ์ของ F



 คือ ฟงกชันคาจริง : S R   ซ่ึงมีสมบัติวา   เปนฟงกชันซ่ึงมี

อนุพันธบน S  และ F 


 เรียกฟงกชัน F


 ท่ีมีฟงกชันศักดิ์วา ฟงกชันเกรเดียนต  
 
หมายเหตุ ถา 1  และ 2  เปนฟงกชันศักดิ์ของ F



 แลวจะไดวา 1 2F   


 จึงไดวา 1  

และ 2 จะตางกันดวยคาคงตัว กลาวคือ 1 2 c    เม่ือ c  เปนคาคงตัว ดังนั้น ถา   เปน

ฟงกชันศักดิ์ของ F


 แลว c  เปนฟงกชันศักดิ์ของ F


 ดวย 
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ตัวอยาง 5.4.4 กําหนดให   2 2 2 2, , 2 2F x y z xyz i x z j x yzk  



 

 บนโดเมนใน 3R  มีฟงกชัน 

  2 2, ,x y z x yz   ท่ีเปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน 3R  จงพิจารณาวา   เปนฟงกชัน

ศักดิ์ของ F


 หรือไม 
 

วิธีทํา  พิจารณา      2 2 2 2 2 2, ,x y z x yz i x yz j x yz k
x y z


  

   
  



 

 

 

2 2 2 22 2

, ,

xyz i x z j x yzk

F x y z

  





 



 

จึงไดวา    , , , ,x y z F x y z 


 

ดังนั้น   2 2, ,x y z x yz   เปนศักดิ์ของ  , ,F x y z


 

 
ทฤษฎีบท 5.4.1 ทฤษฎีบทหลกัมูลบทท่ีหนึ่งสําหรับการปริพันธตามเสน 

กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  และ : nF S R


 เปนฟงกชัน
ตอเนื่องแลว ถาปริพันธตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  โดยท่ี A  เปนจุด

ใด ๆ ใน S  และ  เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย  
X

A

X F dr  




 จะได   เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  และ    X F X 


 ทุก X S  

ดังนั้น          
X

A

F dr F X  
 



        ทุก X S  

 

พิสูจน ในปริภูมิสองมิติ กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได และ F Pi Qj 


 

 เม่ือ ,P Q  
เปนฟงกชันคาจริงสองตัวแปร และปริพันธตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  และจุด 
 0 0,A x y  เปนจุดใน S  ให  ,X x y  เปนจุดใน S   

จาก S  เปนเซตเปดจึงมี 0  ท่ีทําให         2 2; , |B X u v u x v y S        

จะแสดงวา  ,
C

F dr P x y
x

        





 เลือก    , ;x y B X    โดยท่ี x x   

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.4 เสนโคง 1C และ 2C  
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จากภาพท่ี 5.4.4 เสนโคง 1C  กําหนดโดย  r t  เปนเสนโคงจากจุด A  ไปยังจุด  ,x y  และเสน

โคง 2C  กําหนดโดย  2 ,r t y


 เม่ือ x t x    เปนสวนของเสนตรงจาก  ,x y  ไปยังจุด 

 ,X x y  ให 1 2C C C    

           
1 2

1 2
C C C

F dr Fdr Fdr    
  

    

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





    
 

 

 

เพราะวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  จึงไดวา 
C

F dr




 มีคาเพียงคาเดียว 

เพราะวา คา 
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





   
 

 

 ข้ึนอยูกับคาของ ,x y   

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

ซ่ึงทําให   ,
C

F dr x y 




 และ 

                   
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr
x x






 
  
    
  
  
 

 

 

 

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr
x x





 
   

  
 

 

 

    
 

 ,

2

,

0
x y

x y

F dr
x 


  

 




 

 ,

2

,

x y

x y

F dr
x 


 

 




 

เพราะวา           
 

 

    
 

 , ,

2 2 2

, ,

x y x y

x y x y

F dr F r r t dt
 

   
 

  

 

            
 

 ,

2 2 2

,

x y

x y

P r t i Q r t j r t dt


  
 

  

 

      
 

 ,

,

, ,
x y

x y

P t y i Q t y j t i y j dt


    
   

  

เพราะ    2 2: ,C r t t y


เม่ือ x t x    

          
 

 ,

,

, , 1 0
x y

x y

P t y i Q t y j i j dt
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       , 1 , 0
t x

t x

P t y Q t y dt






   

 ,
t x

t x

P t y dt






   

ให    , ;g t P t y    
t x

t x

g t dt






   

จึงไดวา           
 

 

 
,

2

,

x y t x

t xx y

F dr g t dt
x x 





                  
 





 

 
t x

t x

d g t dt
dx 





      
  เพราะวา  

t x

t x

g t dt






  เปนฟงกชันของ x  

 g x   โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 

 ,P x y  

ดังนั้น    ,F dr P x y
x


 
 





 

จะแสดงวา 
C

F dr Q
y

        





 

เลือก    , ;x y B X    โดยท่ี y y   

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.5 เสนโคง 1C  และ 2C  

 

จากภาพท่ี 5.4.5 เสนโคง 1C  กําหนดโดย  r t  เปนเสนโคงจากจุด A  ไปยังจุด  ,x y  และ เสน

โคง 2C  กําหนดโดย  2 ,r x t


 เม่ือ y t y    เปนสวนของเสนตรงจาก  ,x y  ไปยังจุด 

 ,X x y  ให 1 2C C C    

   
1 2

1 2
C C C

F dr Fdr Fdr    
  

    

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr
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เพราะวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  จึงไดวา 
C

F dr




 มีคาเพียงคาเดียว 

เพราะวา คา 
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





   
 

 

 ข้ึนอยูกับคาของ ,x y   

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

ซ่ึงทําให   ,
C

F dr x y 




 และ  

             
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr
y y






 
  
    
  
  
 

 

   

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr
y y





 
   

  
 

 

 

    
 

 ,

2

,

0
x y

x y

F dr
y 


  

 




 

 ,

2

,

x y

x y

F dr
y 


 

 




 

เพราะวา            
 

 

    
 

 , ,

2 2 2

, ,

x y x y

x y x y

F dr F r r t dt
 

   
 

  

 

            
 

 ,

2 2 2

,

x y

x y

P r t i Q r t j r t dt


  
 

  

 

      
 

 ,

,

, ,
x y

x y

P x t i Q x t j x i t j dt


    
   

  

เพราะ    2 2: ,C r t x t


เม่ือ y t y    

          
 

 ,

,

, , 0 1
x y

x y

P x t i Q x t j i j dt


   
   

 

       
 

 ,

,

, 0 , 1
x y

x y

P x t Q x t dt


   

 ,
t y

t y

Q x t dt
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ให    , ;h t Q x t    
t y

t y

h t dt






   

จึงไดวา

           

 

 
,

2

,

x y t y

t yx y

F dr h t dt
y y 





                  
 





 

 
t y

t y

d h t dt
dy 





      
  เพราะวา  

t y

t y

h t dt






  เปนฟงกชันของ y  

 h y  โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 

 ,Q x y  

ดังนั้น    ,F dr Q x y
y


 
 



  

จึงไดวา                ,
C

x y F dr
       





 

    
C C

F dr i F dr j
x y

                     
 
 

 

 

 

       , ,P x y i Q x y j 
 

 

     ,F x y


 

จากบทพิสูจนขางตนสรุปไดวาในปริภูมิสองมิติ เม่ือกําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได และ 2:F S R


 เปนฟงกชันตอเนื่องโดยท่ี      , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

 เม่ือ ,P Q  

เปนฟงกชันคาจริงของสองตัวแปร และ ปริพันธตามเสนของ F


เปนอิสระจากวิถีใน S  เม่ือ A  เปน

จุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย  
 ,

,
x y

A

x y F dr  




 จะได   เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ      
 ,

,
x y

A

F dr F x y  
 



 ทุกคา  ,X x y S  

และ       , ,x y F x y 


  ทุกคา  ,X x y S  

 
ในทํานองเดียวกัน สําหรับปริภูมิสามมิติ 

ให S  เปนเซตเปดเชื่อมโยงได และ 3:F S R


 เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยท่ี  

       , , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  



 

 

เม่ือ ,P Q  และ R  เปนฟงกชันคาจริงของสามตัวแปร และปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถี

ใน S  เม่ือ A  เปนจุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย 
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 , ,

, ,
x y z

A

x y z F dr  




  

จะได   เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ            
 , ,

, ,
x y z

A

F dr F x y z  
 



 ทุกคา  , ,X x y z S  

และ               , , , ,x y z F x y z 


 ทุกคา  , ,X x y z S  

 
ในทํานองเดียวกัน สําหรับปริภูมิ nR  

ให S  เปนเซตเปดเชื่อมโยงได และ : nF S R


 เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยท่ี และปริพันธ
ตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  เม่ือ A  เปนจุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคา

จริงนิยามโดย        
X

A

X F dr  




  

จะได   เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ            
X

A

F dr F X  
 



 ทุกคา X S  

และ                 X F X 


 ทุกคา X S  

 
ทฤษฎีบท 5.4.2 ทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองสําหรับการปริพันธตามเสน 

กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  ถา : nF S R


 เปนฟงกชัน
ตอเนื่องโดยมีฟงกชันศักดิ์ : S R  มีสมบัติวา   เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน S  

และ F 


 แลว ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S และ 

   
B

A

F dr B A   




 ทุกคา A และ B  เปนจุดใน S  

 

พิสูจน แสดงการพิสูจนในปริภูมิสองมิติ 
ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงไดใน 2R   
จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย      r t x t i y t j 

 



 เปนวิถีเรียบเชิงเดียว a t b   โดยท่ี 

 r a A


 และ  r b B


 

                    
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
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         , ,
b

a

x t y t r x t y t dt   


             , , ,
b

a

d dx t y t i x t y t j x t y t dt
x y dt dt
 

                


 

  

             , ,
b

a

d dx t y t x t x t y t y t dt
x dt y dt
 

                            
  

    ,
b

a

d x t y t dt
dt
   

ให       , ;g t x t y t  
b

a

d g t dt
dt

      

    
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัสบทท่ีสอง 

            , ,x b y b x a y a    

        r b r a  
   

      B A    

แสดงการพิสูจนในปริภูมิสามมิติ ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงได
ใน 3R  จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย        r t x t i y t j z t k  



 



 เปนวิถีเรียบเชิงเดียว 

a t b   โดยท่ี  r a A


 และ  r b B


 

           
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
 

 

             , , , ,
b

a

x t y t z t r x t y t z t dt   


 
             , , , ,

b

a

x t y t z t i x t y t z t j
x y
 

     


 

         

             , , dx dy dzx t y t z t k i j k dt
z dt dt dt


  
    
     

 

 

 

      , ,
b

a

dxx t y t z t
x dt


            
        

               
  

      , , dyx t y t z t
y dt


           
     

                                                   , , dzx t y t z t dt
z dt
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      , ,
b

a

d x t y t z t dt
dt


 
 
  

  

ให         , , ;g t x t y t z t  
b

a

d g t dt
dt
 
 
  

  

     
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองของแคลคูลัส 

                 , , , ,x b y b z b x a y a z a    

         r b r a  
   

       B A    

แสดงการพิสูจน ในปริภูมิ nR  
ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงไดใน nR   
จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย  r t  เปนวิถีเรียบเชิงเดียว a t b   โดยท่ี  r a A



 และ 

 r b B


 

                               
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
 

 

  
b

a

d r t dt
dt
 


 

ให     ;g t r t
    

b

a

d g t dt
dt

      

 
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองของแคลคูลัส 

  
t b

t a
r t




    


 เพราะวา     g t r t
  

         r b r a  
   

       B A    

จากทฤษฎีบทหลักมูลของการปริพันธตามเสนบทท่ีหนึ่งและบทท่ีสองสรุป การหาคา
ปริพันธตามเสน 

C

F dr




 เม่ือ เสนโคงC  กําหนดโดย  r t  ในชวง  ,a b  อาจเลือกทําได 3 วิธี 

วิธีท่ี 1 ใชการปริพันธในพจนของตัวแปร t  ตามวิถี คือ ใชสูตร  

    
C

F r t r t dt


 

 

วิธีท่ี 2 หาฟงกชันศักดิ์   ของ F


 (ในกรณีท่ี F


 เปนฟงกชันเกรเดียนต) ใชทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ี
สองของปริพันธตามเสน  

     
C

F dr r b r a   
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วิธีท่ี 3 ในกรณีท่ีปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถี และ หาฟงกชันศักดิ์  ไมได ใหเลือกเสน

โคง  ท่ีมีสูตรงายกวา และหาคา 
1C

F dr




 แทนดวย 
C

F dr




แลวจึงสรุปวา 
C

F dr




 มีคา

เทากับ 
1C

F dr




 

 
ตัวอยาง 5.4.5 จงหาคาของ 

C

F dr




 เม่ือกําหนดให      , 2 3F x y y i x j   


 

 และ   

เสนโคง C  กําหนดโดย   4cos 3sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0
2

t 
    

 

วิธีทํา  
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.6 เสนโคง  กําหนดโดย   4cos 3sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0
2

t 
   

วิธีท่ี 1 ใชการปริพันธในพจนของตัวแปร  t                         
จาก                               , 2 3F x y y i x j   


 

            

                        

 

                      

                  

พิจารณา     

 

 
 

 

                              

 

1C

C

          , 3sin 2 4cos 3F x t y t t i t j   


 

   3sin 2 4cos 3t i t j   
 

  4cos 3sinr t ti tj 
 



  4sin 3cosr t ti tj  
 



             , 3sin 2 4cos 3 4sin 3cosF x t y t r t t i t j ti tj       


   



     3sin 2 4sin 4cos 3 3cost t t t    
2 212sin 8sin 12cos 9cost t t t   

 2 212 cos sin 8sin 9cost t t t   

12cos 2 8sin 9cost t t  

    
2

0C

F dr F r t r t dt



   
 

  

 
2

0

12cos 2 8sin 9cost t t dt
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ดังนั้น  

วิธีท่ี 2 เพราะวามีฟงกชัน  ท่ีทําให  

       
          

 

 

 

จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

ทําให                         

 

จาก                               

                                  

 

                                   

 

                                

                               

                              

 

 

                   
          

 

 

2 2 2

0 0 0

12cos 2 8sin 9costdt tdt tdt

  

    

2 2 2
0 0 0

12 sin 2 8cos 9sin
2

t t t
  

  

6sin 2 8cos 9sin
2 2 2
                               

     6sin 2 0 8cos 0 9sin 0   
   0 0 9 0 8 0 1      

1
C

F dr 




 , 2 3x y xy x y   

     , 2 3 2 3x y xy x y i xy x y j
x y


 

      
 

 

   2 3y i x j   
 

 ,F x y


 ,F x y


     
C

F dr r b r a   


  

  0
2

r r
 
         
 

  4cos 3sinr t ti tj 
 



4cos 3sin
2 2 2

r i j                         

 



   4 0 3 1 3i j j  
  

     0 4cos 0 3sin 0r i j 
 



   4 1 3 0 4i j i  
  

 , 2 3x y xy x y   

       ,r t x t y t 


,
2 2 2

r x y  
 
                                    


 0,3

      0 3 2 0 3 3 9   

       0 0 , 0r x y 


 4,0
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จาก                          

     

ดังนั้น  

วิธีท่ี 3 สมมติวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีและหาฟงกชันศักดิ์  ไมได  

เลือก  กําหนดโดย  เปนเสนตรง ท่ีมีผานจุด  และ  ดังภาพ 5.4.7 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.7 เสนโคง 1C กําหนดโดย  1r t  เปนเสนตรง ท่ีมีผานจุด  4,0  และ 0,3  

  

 เพราะวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถี จากจุด ไปยังจุด   

สวนโคง  กําหนดโดย    

จาก                       

                               

 

จาก        

                                   

พิจารณา        

 

 
                                 

 

 

      4 0 2 4 3 0 8   

  0
2C

F dr r r
 
          



  

   9 8 1    

1
C

F dr 




F




1C  1r t  4,0  0,3

F


 4,0A  0,3B

1C    1 4 4 3r t t i tj  
 



     , 2 3F x y y i x j   


 

     1 4 4 ,3F r t F t t 
 



     3 2 4 4 3t i t j    
 

   3 2 1 4t i t j   
 

   1 4 4 3r t t i tj  
 



   1 4 4 3d dr t t i tj
dt dt

   
 



 4 3i j  
 

          1 1 3 2 1 4 4 3F r t r t dt t i t j i j                


   

 

     3 2 4 1 4 3t t    

12 8 3 12 11 24t t t     

1

1
C C

F dr F dr   
 

 

    
1

1 1
0

F r t r t dt 


 

11 2

0 0

2411 24 11
2
ttdt t
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ดังนั้น  

สัญลักษณท่ีใชแทนปริพันธตามเสนของ  บนวถีิปด  คือ  หรอื  

โดยท่ีทิศทางการเคลื่อนท่ีทวนเข็มนาฬิกา  
 
ทฤษฎีบท 5.4.3 กําหนดให F



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีมีความตอเนื่องบน S  ซ่ึงเปนเซตเปดท่ี
เชื่อมโยงไดและเปนเซตยอยของ nR  จะไดขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

  1. ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  
  2. F



 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน S  
  3.ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีปดใน S  มีคาเปนศูนย 
 

พิสูจน  จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 1 แลวเกิดขอความ 2 
จาก ทฤษฎีบท 5.4.1  
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 1 แลวเกิดขอความ 2   

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความ 1  
จาก ทฤษฎีบท 5.4.2  
ดังนี้ ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความ 1     

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความท่ี 3 
สมมติ F



 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน S   
ให เสนโคง C  กําหนดโดย  r t  บนชวง  ,a b  เปนเสนโคงปด  

ซ่ึงมีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และสิ้นสุดท่ีจุด B  
จึงไดวา    A r a r b B  

 

  

เนื่องจาก F


 เปนฟงกชันเกรเดียนต 
ดังนั้น มีฟงกชันศักดิ์    ท่ีทําให F



 

และ                        
B

C A

F dr F dr   
 

 



  

       B A    

       B B   เพราะวา    A r a r b B  
 

 

    0  
จึงได ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีปด C  ใน S  มีคาเปนศูนย 
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความท่ี 3    
 

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 3 แลว เกิดขอความ 1 

 
 224 1

11 1 1
2

       

1
C

F dr 




F
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F dr
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ให เสนโคง  กําหนดโดย  และเสนโคง  กําหนดโดย  

เปนวิถีใด ๆ ใน  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  ดังภาพท่ี 5.4.8 
จึงได  และ  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.8 สวนโคง  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  

 

ใ ห   เ ป น เ ส น โ ค ง ท่ี กํ า หนด โ ดย วิ ถี   1 2C C   จึ ง ไ ด ว า   เ ป น วิ ถี ท่ี เ ริ่ ม ต น ท่ี จุ ด 

 ตามวิถี  จนถึงจุด  ตอจากนั้นจึงเคลื่อนท่ียอนกลับใน

ทิศทาง  จนมาสิ้นสุดท่ีจุด  ดังภาพท่ี 5.4.9  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.9 สวนโคง  1 2C C C     

  
จึงไดวา C  เปนเสนโคงปด โดยมีวิถี  r t  ท่ีกําหนดโดย 

         

ดังนั้น  

จึงไดวา            

 

1C  1 : ,r a b S


2C  2 : ,r c d S


S A B
   1 2r a r c A 
     1 2r b r d B 

 

1 2,C C A B

C C

   1 2A r a r c 
 

1C    1 2B r b r d 
 

2C A

 
 
 

1

2

;

;

r t a t b
r t

r b d t b t b d c

        







 1 2C C C  

 1 2C C C

F dr F dr
 

   
 

 



1 2

1 2
C C

F dr F dr
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เพราะวา  เปนเสนโคงปด 

จึงได           

              

                             

จึงไดวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน  
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 3 แลว เกิดขอความ 1    

จาก และ  จึงไดวา ขอความ 1, 2 และ 3 สมมูลกัน 

 
ทฤษฎีบท 5.4.4 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได  ใน  โดยท่ี  ถา F


 เปนฟงกชัน   

เกรเดียนตบน  แลว  

 

พิสูจน ให F


 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   
โดยท่ี  

จึงไดวา จะมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

พิจารณา  
     

 

 

 

จึงได             

และ             

จาก                    

จาก                    

เพราะวา  และ  ตอเนื่องบน  

จึงได                       

1 2

1 2
C C

F dr F dr    
 

 

C

0
C

F dr 






1 2

1 2 0
C C

F dr F dr    
 

 

 

1 2

1 2
C C

F dr F dr   
 

 

 

S
 ............ 4

     1 , 2 , 3  4

2:F S R


S 2R      , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

S    , ,P x y Q x y
y x
 


 

S
     , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

: S R  F 


S

   , ,x y i x y j
x y

  
 

  
 

 

 ,F x y


   , ,P x y i Q x y j 
 

   , ,x y P x y
x






 ............ 1

   , ,x y Q x y
y






 ............ 2

 1 ;    , ,x y P x y
y x y


   
  
    

 ............ 3

 2 ;    , ,x y Q x y
x y x


         

 ............ 4

 ,x y
y x


  
 
   

 ,x y
x y


   
   

S

   , ,x y x y
y x x y
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ดังนั้น                           

 จากทฤษฎีบท 5.4.4 สามารถใชแนวคิดเก่ียวกับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบ
แมนตรงในการหาฟงกชันศักดิ์  ของ F



 ในกรณีท่ี F


เปนฟงกชันเกรเดียนต ดังนี้ 

วิธีท่ี 1 จากสมการ ของทฤษฎีบท 5.4.4 

                                       

        

เพราะวา             

                            

 
     

  

จัดรูปสมการหาเทอม   

 โดยท่ี   เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคา  ในสมการ  

จะไดคา  

วิธีท่ี 2 จากสมการ ของทฤษฎีบท 5.3.4 

            

จึงได                    

เพราะวา                                             

        

 

จัดรูปสมการหาเทอม   

 โดยท่ี   เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคา  ในสมการ  

จะไดคา  

 
 
 

   , ,P x y Q x y
y x
 


 


 1

   , ,x y P x y
x






     , ,x y P x y dx h y    ............ 5

   , ,Q x y x y
y







   ,P x y dx h y
y
      

   ,P x y dx h y
y y
 

 
 

 h y
y



   h y h y dy c
y


 
 c  h y  5

 ,x y

 2

   , ,x y Q x y
y







     , ,x y Q x y dy g x    ............ 6

   , ,P x y x y
x







    ,Q x y dx g x
x


 
 

   ,Q x y dx g x
x x
 

 
 

 g x
x



   g x g x dx c
y


 
 c  h y  6

 ,x y
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วิธีท่ี 3   

3.1 จาก  

จึงได               

3.2 จาก  

จึงได               

3.3 เลือก  จากสมการ และ  โดยพิจารณา ดังนี้ 

 ถามีพจนซํ้าหันใหเลือกมาเพียงพจนเดียว 
 ถาไมมีพจนซํ้าใหนํามาท้ังหมด 
3.4 ตรวจสอบความถูกตองโดยพิจารณา  

         

 
ตัวอยาง 5.4.6 ให  และเสนโคง  ท่ีกําหนด

โดย  เม่ือ  จงหา   

 

วิธีทํา จากสวนโคง  ท่ีกําหนดโดย  เม่ือ   

พิจารณา       

    

จึงไดมีจุดเริ่มตนท่ี  

และ            

จึงไดวามีจุดสิ้นสุดท่ี  

จาก  

จึงได  

และ  

                   

และ                       

ดังนั้น                     

   , ,x y P x y
x






   , ,x y P x y dx    ............ 1

   , ,x y Q x y
y







   , ,x y Q x y dy    ............ 2

 ,x y  1  2

     , , ,x y x y i x y j
x y

  
 

  
 

 

 ,F x y


     2 3 2, 3 2 2F x y x y xy i x x y j    


 

C

 
2 1 2
3 3 31r t t i t t j

        

 



1 8t 
C

F dr




C  
2 1 2
3 3 31r t t i t t j

        

 



1 8t 

1;t         
2 1 2
3 3 31 1 1 1 1r i j

       

 



1 3i j 
 

 1,3A

8;t         
2 1 2
3 3 38 8 1 8 8r i j

       

 

 4 7i j 
 

 4,7B

     2 3 2, 3 2 2F x y x y xy i x x y j    


 

  2, 3 2P x y x y xy 

  3 2, 2Q x y x x y  

   2, 3 2P x y x y xy
y y
 

 
 

23 2x x 

   3 2, 2Q x y x x y
x x
 

  
 

23 2x x 

   , ,P x y Q x y
y x
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หา  

จาก                       

จึงได                          

 

    

จาก        

    

จากสมการ        

    

ให                          สมการ สมการ  

                

                

                                   

 

แทนคา  แทนคา ในสมการ  

                                

เลือก                          

พิจารณา                   

 

 

จึงไดวา  เปนอิสระจากวิถี  

                    

    

 

 

 ,x y

   , ,x y P x y
x






23 2x y xy 

  2, 3 2x y x y xydx  
 

3 23 2
3 2
x y x y h y  

 3 2x y x y h y    ............ 1

   , ,x y Q x y
y






3 2 2x x y    ............ 2

 1 ;    3 2,x y x y x y h y
y y


        

 3 2x x h y    ............ 3

 2   3 ;

 3 2 3 22x x y x x h y    

  2h y y 

  2h y ydy 
2

2

2
2
y c

y c

 

 

  2h y y c   1
  3 2 2,x y x y x y y c    

  3 2 2,x y x y x y y   

     3 2 2 3 2 2,x y x y x y y i x y x y y j
x y


 

      
 

 

   2 3 23 2 2x y xy i x x y j    
 

 ,F x y


C

F dr




   
C

F dr B A   




   4,7 1,3  

                   3 2 2 3 2 24 7 4 7 7 1 3 1 3 3              
   448 112 49 3 3 9     
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594  
ดังนั้น  

หาคา  แบบท่ี 3 

                      

    

                      

     

เพราะฉะนั้น เลือก  

จะได            

    

 
ทฤษฎีบท 5.4.5 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได  ใน  โดยท่ี  

ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว  

     

                                      
 

 

 

พิสูจน ให  เปนฟงกชันเกรเดียนต บน  
โดยท่ี  

จะมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

                          

     

     

จึงไดวา                         

                                 

                                 

594
C

F dr 




 ,x y

   , ,x y P x y dx  
 23 2x y xy dx  3 2x y x y 

   , ,x y Q x y dx  
 3 2 2x x y dy   3 2 2x y x y y  

  3 2 2,x y x y x y y   

     , , ,x y x y i x y j
x y

  
 

  
 

 

   2 3 23 2 2x y xy i x x y j    
 

3:F S R
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z y
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: S R  F 
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 , ,F x y z


     , , , , , ,P x y z i Q x y z j R x y z k  


 

   , , , ,x y z P x y z
x
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   , , , ,x y z Q x y z
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 ........... 2

   , , , ,x y z R x y z
z
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จากสมการ         

และ                      

จากสมการ        

และ                     

จากสมการ        

และ                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                    

จึงสรุปไดวา ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว 

                        
 

                        
 

และ       

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 5.4.5 จะพบวา สําหรับ  ถา  

สําหรับบางคา  และ  แลว  ไมเปนฟงกชันเกรเดียนตบน   
 

 1    , , , ,x y z P x y z
y x y


   
  
    

 ........... 4

   , , , ,x y z P x y z
z x z


   
  
    

 ........... 5

 2    , , , ,x y z Q x y z
x y x


         

 ........... 6

   , , , ,x y z Q x y z
z y z


         

 ........... 7

 3    , , , ,x y z R x y z
x z x


   
  
    

 ........... 8

   , , , ,x y z R x y z
y z y


   
  
    

 ........... 9

 4  6

   , , , ,x y z x y z
y x x y

 
                 

   , , , ,P x y z Q x y z
y x
 


 

 5  8

   , , , ,x y z x y z
z x x z

 
      
   
         

   , , , ,P x y z R x y z
z x
 


 

 7  9

   , , , ,x y z x y z
z y y z

 
                 

   , , , ,Q x y z R x y z
z y
 


 

F


S

   , , , ,P x y z Q x y z
y x
 


 

   , , , ,P x y z R x y z
z x
 


 

   , , , ,Q x y z R x y z
z y
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ตัวอยาง 5.4.7 ให  

เปนฟงกชันนิยามบน  จงพิจารณาวา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบนเซตยอย
ของ  หรือไม 

 

วิธีทํา ให  เปนเซตเปดใด ๆ ใน  และให  

 

จึงไดวา  และ  

พิจารณา       

พิจารณา               

จากสมการ  และ สมการ  2 ;  

จึงไดวา   ไมเปนฟงกชันเกรเดียนต 
การหาฟงกชันศักดิ์ของฟงกชัน  ใน  

จากเง่ือนไข                  

 

และ               

การหา  ในกรณีท่ี  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   

ให  และ  เปนฟงกชันศักด์ิ

ของ  
จึงไดวา          

จึงไดวา                  

                          

                          

วิธีท่ี 1 มีข้ันตอนการหา  ดังนี้ 

1. หา  จากสมการ  หรือ สมการ หรือ สมการ โดยการปริพันธ 

สมมติหา  จากสมการ  

เนื่องจากการหา  จะคิดวา และ เปนคาคงตัว 

       2 3 3, , 3 2 2 2 4 2F x y z x xy z i x y z j x y z k        



 

3R F


3R

S 3R
       2 3 3, , 3 2 2 2 4 2F x y z x xy z i x y z j x y z k        




 

  2, , 3 2 2P x y z x xy z     3, , 2 4Q x y z x y z  

   2, , 3 2 2P x y z x xy z
y y
 

  
 

2x  ............ 1

   3, , 2 4Q x y z x y z
x x
 

  
 

23x  ............ 2

 1    , , , ,P x y z Q x y z
y x
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   , , , ,P x y z Q x y z
y x
 


 

   , , , ,P x y z R x y z
z x
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z
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จึงได            

เม่ือ  เปนคาคงตัว ในพจนของตัวแปร  และ  

2. เพราะว า   ได มาจากการปริ พันธ เ ที ยบ กับ  จึ งสามารถหาอนุ พันธ ของ 

 เทียบกับ  หรือ  สมมติเลือกหาอนุพันธเทียบกับ  

จึงได        

จากสมการ                    

 

 

จัดรูปสมการเพ่ือหา  

3. เนื่องจาก  ถือวา  เปนคาคงตัว 

จึงไดวา การปริพันธ  เทียบกับ  คาคงตัวท่ีไดจะเปนฟงกชันของ   

นั่นคือ                แทนคาในสมการ  

          

4. หา  

    

 

จาก  

จึงไดวา  

จัดรูปเพ่ือหา   

เนื่องจาก  เม่ือ  เปนคาคงตัวแทนคาในสมการ  

จึงได  

     , , , , ,x y z P x y z dx g y z    ........... 4

 ,g y z y z

 , ,x y z x

   , , ,P x y z dx g y z y z y

     , , , , ,x y z P x y z dx g y z
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       , , , , ,x y z P x y z dx g y z dy h z
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 , ,x y z
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วิธีที 2 มีข้ันตอนการหา  ดังนี้ 

 1. จาก  

         

 2. จาก  

         

3. จาก            

        

4. เลือก  จากสมการ  สมการ  และสมการ  โดยพิจารณา  

ถามีพจนท่ีซํ้านํามาเพียงพจนเดียว  
ถาไมมีพจนซํ้าใหนํามาท้ังหมด 

5. ตรวจสอบความถูกตองโดยพิจารณา  

      

 
ตัวอยาง 5.4.8 ให 

และเสนโคง  ท่ีกําหนดโดย  เม่ือ 

 จงหา  

 

วิธีทํา จาก         

จึงไดวา    

                      

และ        

พิจารณา         

         

    

     

     

 , ,x y z

   , , , ,x y z P x y z
x







   , , , ,x y z P x y z dx    ............. 1

   , , , ,x y z Q x y z
y







   , , , ,x y z Q x y z dy    ............. 2
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0 1t 
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F dr
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จากสมการ  และสมการ   

จากสมการ  และสมการ   

จากสมการ  และสมการ   

จากทฤษฎีบท จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียนต  

หาฟงกชันศักดิ์   

จาก  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

จึงไดวา                 

                                        

 

  

จากสมการ               

 

เนื่องจาก                        

                       

                                

                                          

แทนคา  ในสมการ  

จากสมการ                      

 

จากสมการ                 

 

เนื่องจาก                        

   , , 3 2 3 3 3Q x y z xz x z x
z z
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             เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคาในสมการ  

จากสมการ                    

จึงไดฟงกชันศักดิ์                  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 

                    

                  

จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียตและปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถี 

พิจารณาเสนโคง  กําหนดโดย  เม่ือ  

เม่ือ  

จึงไดจุดเริ่มตนคือ  

เม่ือ  

จึงไดจุดสิ้นสุดคือ  

พิจารณา         

 

         

 

ดังนั้น  

 จากทฤษฎีบท 5.4.5 สําหรับ  ท่ีเปนอนุพันธท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซต
เปดท่ีเชื่อมโยงได  ใน  โดยท่ี  

 

ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว  

 

 

 3 5 3 3 5 3xy x y g z xy x y
z


     


  0g z
z





 g z c c  8

 8    , , 3 2 5 3x y z xyz xy xz yz g z     
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     , , 3 2 5 3 3 2 5 3x y z xyz xy xz yz c i xyz xy xz yz c j
x y


 

           
 

 

 3 2 5 3xyz xy xz yz c k
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0;t           2 20 1 0 2 0 6 0 2 6r i j k i j k        
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จึงไดวา   ทุกคา  และทุกคา  

 
ทฤษฎีบท 5.4.6 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยาง

ตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  ใน  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
แลว  ทุกคา , 1, 2,...,i j n  และ  

 

พิสูจน ให เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  

จึงมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

จึงไดวา                           เม่ือ  

โดยการหาอนุพันธยอยเทียบกับ  ท้ังสองขาง 

จะได                      

นั่นคือ         

ในทํานองเดียวกันจะไดวา   

เพราะวา  และ  ตอเนื่องบน  

จึงไดวา                 บน  

นั่นคือ                                   ทุกคา และ  

การหาฟงกชันศักยของฟงกชัน  ใน  
ในกรณีท่ี  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

พิจารณา            เม่ือ  

สมมติ  เปนฟงกชันศักดิ์ของ  

จึงไดวา    ซ่ึงจะไดวา  ทุก  

   

     

นั่นคือ  

คาเชิงอนุพันธรวมของฟงกชัน  คือ  

และ  
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หมายเหตุ  
1.สํ า ห รั บ ฟ ง ก ชั น    โ ด ย ท่ี    ก ล า ว ว า 

  เ ป น ค า เ ชิ ง อ นุ พั น ธ แ ม น ต ร ง  ถ า มี ฟ ง ก ชั น    ซ่ึ ง 

 แลว  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  และฟงกชันศักดิ์ของ 

 คือ  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

2. จากทฤษฎีบท 5.4.6 จะไดวา สําหรับฟงกชัน  ถา  

สําหรับบางคา  และ  แลว  จะไมเปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
3. บทกลับของทฤษฎีบท 5.4.4 ทฤษฎีบท 5.4.5 และทฤษฎีบท 5.4.6 ไมเปนจริง 

 
ทฤษฎีบท 5.4.7 ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  เม่ือ  

และ   ถ า   

แลว  จะมีฟงกชันศักดิ์บน  
 

พิสูจน ให  ให  

จึงไดวา                 

 

 

 โดยทฤษฎีบทหลกัมูลของแคลคูลัสบทท่ีหนึ่ง 

                           

 

 

โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 

  

: nF S R


 1 2, ,..., nF f f f


1 1 2 2 ... n nf dx f dx f dx   : S R 

1 1 2 2 ... n nd f dx f dx f dx    F


S
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P t y dt
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 ,P x y
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yx
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 เพราะ  

 

 

จึงไดวา  

ดังนั้น  มีฟงกชันศักดิ์บน  
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  

เ ม่ื อ    แ ล ะ    ทุ ก 

 และทุก  แลว  จะมีฟงกชันศักยบน  
 
นิยาม 5.4.4 เซต  ใน  ท่ีมีสมบัติวา สองจุด  ใด ๆ ใน  สวนของเสนตรง AB  ตองอยู

ใน เรียกเซต  วาเซตนูน (convex set)   
 

ตัวอยาง 5.4.9 จงพิจารณาวา  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
 เปนเซตนูนหรือไม 

 

วิธีทํา พิจารณากราฟ  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
 

 
 
 

 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.10 กราฟ  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
  

จากภาพท่ี 5.4.10 พบวาจุด A  และ B  อยูในเซต S  จะไดวาสวนของเสนตรง AB  อยู
ใน เซต S  ดังนั้น เซต  เปนเซตนูน 
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x


 


P Q
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ตัวอยาง 5.4.10 จงพิจารณาวา   2 2, | 4 25S x y x y     เปนเซตนูนหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟ   2 2, | 4 25S x y x y     

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.11 กราฟ   2 2, | 4 25S x y x y     
 

จากภาพท่ี 5.4.11 พบวาจุด A  และ B  อยูในเซต S  แตเสนตรง AB  ไมอยูในเซต S   
ดังนั้น เซต  ไมเปนเซตนูน 
 
ทฤษฎีบท 5.4.9 ถา  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตนูน  แลว ขอความ

ตอไปนี้สมมูลกัน 
 1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
 2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  

3. 0CurlF F 
 

 บน  
 
ตัวอยาง 5.4.11 ให และ

สําหรับสวนโคง  ซ่ึงกําหนดโดย  บนชวง 

จงหา  

 

วิธีทํา จาก  

จึงไดวา    

 

 

พิจารณา  

S

3:F S R


S

F


S
F


S
S

       , , 2 6 2 2 3 3 3 6 4F x y z y z i x z j y x k        



 

C   4cos 4sin 8r t ti tj tk  


 



0 t  
C

F dr




       , , 2 6 2 2 3 3 3 6 4F x y z y z i x z j y x k        



 

 , , 2 6 2P x y z y z  

 , , 2 3 3Q x y z x z  

 , , 3 6 4R x y z y x  

i j k

F
x y z

P Q R
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โดยทฤษฎีบท จึงไดวา  
 เปนฟงกชันเกรเดียนต 

หาฟงกชันศักดิ์  

จาก       

                

 

   

จากสมการ           

จาก                   

                    

                                

 แทนคาในสมการ  

2 6 2 2 3 3 3 6 4

i j k

x y z
y z x z y x

  


  
     



 

2 6 2 3 6 42 3 3 3 6 4

2 6 2 2 3 3
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 , ,x y z
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     , , , , ,x y z P x y z dx h y z  
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จากสมการ           

  

จากสมการ     

 

จาก                    

                

                              

                                  เม่ือ  เปนคาคงตัว   

แทนคา ในสมการ  

จาก สมการ        

 

เลือก          เปนฟงกชันศักดิ์ 

จึงไดวา ปริพันธจากเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
พิจารณาเสนโคง  ซ่ึงกําหนดโดย  บนชวง  

เม่ือ                       

 

จึงไดจุดเริ่มตนคือ  

เม่ือ                      

 

 

จึงไดจุดสิ้นสุดคือ  

พิจารณา  

จาก   

    

 

         

 1 ;    , , 2 6 2 ,x y z xy xz x h y z    

 2 6 2 3 3xy xz x yz y g z       ........... 2

 2 ;    , , 2 6 2 3 3x y z xy xz x yz y g z
z z


          

 6 3x y g z
z


  


   , , , ,x y z R x y z
z







 6 3 3 6 4x y g z y x
z


    


  4g z
z





  4 4g z dz z c   c

  4g z z c   2

 2 ;    , , 2 6 2 3 3x y z xy xz x yz y g z      

2 6 2 3 3 4xy xz x yz y z c      

 , , 2 6 2 3 3 4x y z xy xz x yz y z      

F


3R
C   4cos 4sin 8r t ti tj tk  



 

 0 t  

0;t         0 4cos 0 4sin 0 8 0r i j k  


 



     4 1 4 0 0i j k  


 

4 0 0i j k  


 

 4,0,0

;t         4cos 4sin 8r i j k     


 



   4 1 4 0 8i j k   


 

4 0 8i j k  


 

 4,0,8

   4,0,8 4,0,0
C

F dr      




 , , 2 6 2 3 3 4x y z xy xz x yz y z      

                4,0,8 2 4 0 6 4 8 2 4 3 0 8 3 0 4 8             

      6 4 8 2 4 4 8
192 8 32
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ดังนั้น  

 

5.5 ทฤษฎีบทของกรีน  
 
นิยาม 5.5.1 กําหนดให เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

(simply connected region) ก็ตอเม่ือบริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียวใน 
เปนเซตยอยของ  

 
ตัวอยาง 5.5.1 จงพิจารณาเซต  ตอไปนี้วาเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียวหรือไม   
 
                                
 
 
 
 
 จากภาพพบวา บริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียว  ในเซต  เปนเซตยอยของ  ดังนั้น 
เซต  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 
 
 
 
 
 
 
 

จากภาพพบวา มีเสนโคงปดเชิงเดียว  ในเซต  ท่ีบริเวณภายในของเสนโคง ไมเปนเซตยอย
ของ  ดังนั้น เซต  ไมเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 
 

หมายเหตุ ถา  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียวแลวภายใน  จะไมมีชองโหว 
 

นิยาม 5.5.2 กําหนดให  เปนเซตเปดเชื่อมโยงไดใน  จะไดวา เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง 
(multiply connected region) ก็ตอเม่ือ มีเสนโคงปดเชิงเดียวใน  ท่ีบริเวณภายในเสน
โคงปดนั้นไมเปนเซตยอยของ  

   4,0,8 4,0,0
C

F dr      




   160 8 8
160 16





   

 
160 16
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ตัวอยาง 5.5.2 จงพิจารณาเซต ท่ีกําหนดให เซตใดเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว หรือเปนบริเวณ
เชื่อมโยงหลายเชิง 

 
 
 
 
 
 
 
 
จากภาพ จึงไดวา เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว และ และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง 

 
ทฤษฎีบท 5.5.1 ทฤษฎีบทของกรีน(Green’s theorem)สําหรับบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

ให D  เปนเซตเปดใน 2R และ C  เปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และเปนเสนโคง
ปดเชิงเดียวใน D  สําหรับ P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน 

R  จะได  
C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

 เม่ือ R  เปนบริเวณซ่ึงผล

ผนวกของ C  และบริเวณภายใน C  โดยท่ีปริพันธตามเสนบน C  กระทําใน
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

  

พิสูจน ให บริเวณ  กําหนดเง่ือนไขได 2 แบบคือ  
แบบท่ี 1 บริเวณ  ดังภาพ 5.5.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.1 บริเวณ  

 
เม่ือ  ตอเนื่องบน  และอนุพันธของ  ตอเนื่องบน  

 
 

S

1S 2S 3S

R
      1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

      1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

1 2,g g  ,a b 1 2,g g  ,a b
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แบบท่ี 2 บริเวณ  ดังภาพ 5.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.2 บริเวณ  

 
เม่ือ  ตอเนื่องบน  และอนุพันธของ  ตอเนื่องบน  

การหาความสัมพันธของ  และ  

โดยพิจารณา  ตามรูปแบบท่ี 1 
เม่ือ  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ซ่ึงกําหนดโดย  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  ดังภาพท่ี 5.53 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ภาพท่ี 5.5.3 เสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  และเสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  

                         

     

  

      1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

      1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

1 2,h h  ,c d 1 2,h h  ,c d

R

PdA
y


  ,

C

P x y dx
R

1 2C C C 

1C  1y g x a x b  A B

2C  2y g x a x b  B A

1C A B 2C B A

     
1 2

, , ,
C C C

P x y dx P x y dx P x y dx   

     1 2, ,
b a

a b

P x g x dx P x g x dx  

     1 2, ,
b b

a a

P x g x dx P x g x dx    ............ 1
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พิจารณา  เม่ือ  

                 

 

  
 

 

     

จากสมการ  และสมการ  

              
     

หาความสัมพันธของคา  และ  

โดยพิจารณา  ตามแบบท่ี 2 
เม่ือ  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ซ่ึงกําหนดโดย  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด   ไปยังจุด  ดังภาพท่ี 5.5.4  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.4 เสนโคง จากจุด  ไปยังจุด และเสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  

                        

     

  

R

P dA
y


       1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

 

 2

1

g xb

R a g x

P PdA dydx
y y

 


   

 
 

 1

2
,

b
y g x

y g x
a

P x y dx



   

     2 1, ,
b

a

P x g x P x g x dx    

     1 2, ,
b b

a a

P x g x dx P x g x dx    ............ 2

 1  2

 ,
C R

PP x y dx dA
y




 

 ............ 3

R

QdA
x


  ,

C

Q x y dy
R

1 2C C C 

1C  1x h y c y d  A B

2C  2x h y c y d  B A

1C A B 2C B A

     
1 2

, , ,
C C C

Q x y dy Q x y dy Q x y dy   

     2 1, ,
d c

c d

Q h y y dx Q h y y dy  

     2 1, ,
d d

c c

Q h y y dy Q h y y dy    ............ 4
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พิจารณา  เม่ือ  

               

 

   
 

 

       ........... 5  

จากสมการ และสมการ                    

 ........ 6  

จากสมการ และสมการ  

       

       

     

ดังนั้น   

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบทของกรีน 

                        

เม่ือ  เปนเสนรอบรูปของบริเวณ  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  

ถา      แลว    

จึงไดวา                                

นั่นคือ                            

ดังนั้น ถา  แลว ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีปดมีคาเปนศูนย  

R

P dA
x


       1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

 

 2

1

h yd

R c h y

Q QdA dxdy
x x

 


   

 
 

 1

2
,

d
x h y

x h y
c

Q x y dy



   

     2 1, ,
d

c

Q h y y Q h y y dy    

     2 1, ,
d d

c c

Q h y y dy Q h y y dy  

 4  5  ,
C R

QQ x y dy dA
x




 

 3  6

   , ,
C C R R

P QP x y dx Q x y dy dA dA
y x

 
  

     

   , ,
C R R

Q PP x y dx Q x y dy dA dA
x y

 
  

   

R

Q P dA
x y

          

C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

C R
P Q
y x

 


 
0Q P

x y
 

 
 

0
R

Q P dA
x y

           

0
C

Pdx Qdy 
P Q
y x

 


 
F Pi Qj 
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ทฤษฎีบท 5.5.2 กําหนดให F Pi Qj 


 

 เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน S ซ่ึงเปนเซต
ปดท่ีเชื่อมโยงเชิงเดียวใน 2R  จะได  F



 เปนฟงกชันเกรเดียนต ก็ตอเ ม่ือ  
P Q
y x

 


 
บน S  

 

ตัวอยาง 5.5.3 จงใชทฤษฎีบทของกรีนหาคาปริพันธ  เม่ือ  เปน

วงรีซ่ึงกําหนดโดย  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 

วิธีทํา ให  และ   

พิจารณา                                     

และ                                              

จึงไดวา   และ  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน   

ให  เปนบริเวณภายในวงรี   รวมเสนโคง  โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

              

 

     

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.5.4 จงใชทฤษฎีบทของกรีนหาคาปริพันธ  เม่ือ  เปนวงรีซ่ึง

กําหนดโดย  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

วิธีทํา ให   และ   

พิจารณา        

และ                                

จึงไดวา   และ   มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน   

ให  เปนบริเวณภายในวงร ี   รวมเสนโคง  โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

 2 24 4 8
C

x y dx xydy   C

2 2

1
16 9
x y

 

  2 2, 4 4P x y x y    , 8Q x y xy

 2 24 4P x y
y y

 
  

 
8y

 8Q xy
x x

 
 

 
8y

  2 2, 4 4P x y x y    , 8Q x y xy R

R
2 2

1
16 9
x y

  C

 2 24 4 8
C R

Q Px y dx xydy dA
x y

              

  8 8
R

y y dA   
0

R

dA  0

 2 24 4 8 0
C

x y dx xydy   

 2 2 2
C

x y dx xydy  C

2 24 16x y 

  2 2,P x y x y   , 2Q x y xy

   2 2,P x y x y
y y
 

 
 

2y

   , 2Q x y xy
x x
 

 
 

2y

  2 2,P x y x y   , 2Q x y xy R

R 2 24 16x y  C
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ดังนั้น  

 
ตัวอยาง 5.5.5 อะตอมเคลื่อนท่ีไปบนวงกลม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดวยแรง 

 ใชทฤษฎีบทของกรีนหางานท่ีเกิดจาก

การเคลื่อนท่ีของอะตอมนี้ 
 

วิธีทํา ให  แทนงานท่ีเกิดจากการเคลื่อนท่ีของอะตอมไปบนวงกลม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
ดวยแรง   

จะได        

เม่ือ  เปนวงกลมท่ีกําหนดโดย  และปริพันธตามเสนการทําในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกา ให  เปนบริเวณภายในวงกลม  รวมเสนโคง   

จากสมการ  ให      และ           

พิจารณา                 

และ                      

โดยทฤษฎีบทของกรีน จะไดวา  

 

 

เปลี่ยนตัวแปรเปนระบบพิกัดเชิงข้ัวดวยการแทนคา  
  จะได และ  

จะได                     

  
   

2

0
3 4

 







  

24  
ดังนั้น งานท่ีไดจากการเคลื่อนท่ีของอะตอมคือ 24  

 2 2 2
C R

Q Px y dx xydy dA
x y

             

 2 2
R

y y dxdy     
0 0

R

dxdy 

 2 2 2 0
C

x y dx xydy  

2 2 4x y 

     3 3, cosxF x y e y i y x j   


 

W C

     3 3, cosxF x y e y i y x j   


 

   3 3cosx

C

W e y dx y x dy     ............ 1

C 2 2 4x y 

R 2 2 4x y  C

 1 ;   3, xP x y e y    3, cosQ x y y x 

   3, xP x y e y
y y
 

 
 

23y

   3, cosQ x y y x
x x
 

 
 

23x

   3 3cosx

C

W e y dx y x dy   

R

Q P dA
x y

            2 23 3
R

x y dxdy 

 2 23
R

x y dxdy 

cos , sinx r y r   0 2r  0 2  

 
2 2

2

0 0

3W r rdrd


  
22 4

0 0

3
4

r

r

r d







 
    


2

0

3 4d
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ทฤษฎีบท 5.5.3 ให C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียว ใน 2R  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา R  เปนบริเวณใน 
C  ดวยจะได   
1. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ  

C

y dx  

2. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ 
C

xdy  

3. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ  1
2 C

y dx xdy    

 

พิสูจน  เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณ R  คือ 
R

dxdy  

และจากทฤษฎีบทของกรีน
C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

 เปนปริพันธตามเสนกระทําใน

ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
1. ให        ,P x y y  และ  , 0Q x y   

จึงไดวา  ,P x y  และ  ,Q x y มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน R  

และ                   , 1P x y y
y y
 

  
 

 และ  , 0Q x y
x





 

จะได                    0 1
C R

y dx dxdy      

 

    
R

dxdy   

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ  
C

R y dx   เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2. ให        , 0P x y     และ  ,Q x y x  

จึงไดวา  ,P x y  และ  ,Q x y มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน R  

และ       , 0P x y
y





  และ  , 1Q x y
x





 

จะได                        1 0
C R

xdy dxdy  

 

    
R

dxdy   

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ 
C

R xdy   เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
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3. พ้ืนท่ีของ 1
2

R  (พ้ืนท่ีของ R พ้ืนท่ีของ R ) 

จากขอ 1 และ 2 ;                พ้ืนท่ีของ 1
2

R  (พ้ืนท่ีของ R พ้ืนท่ีของ R ) 

      1
2 C C

y dx xdy
 
    
  
  

 

      1
2 C

y dx xdy    

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ  1
2 C

R y dx xdy    เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 

ตัวอยาง 5.5.6 จงคํานวณหาพ้ืนท่ีวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

    
 

วิธีทํา ให C  เปนวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

    

กําหนด r  เปนวิถีกําหนด C  โดยท่ี   cos sinr t a ti b tj 
 



 เม่ือ 0 2t    

พิจารณา sindx a t
dt

   และ cosdy b t
dt

   

แบบท่ี 1                      พ้ืนท่ีวงรี  
C

y dx   

       
2

0

sin sinb t a t dt


    

     
2 2

2

0 0

1 cos 2sin
2

tab tdt ab dt
  

    

     
2

0

sin 2
2 4

t

t

t tab ab







 
   
  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 

แบบท่ี 2                     พ้ืนท่ีวงรี 
C

xdy    

       
2

0

cos cosa t b t dt


   

     
2 2

2

0 0

1 cos 2cos
2

tab tdt ab dt
  

    

     
2

0

sin 2
2 2

t

t

t tab ab







 
   
  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 
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แบบท่ี 3                    พ้ืนท่ีวงรี  1
2 C

y dx xdy     

     
2

0

1 sin sin cos cos
2

b t a t dt a t b t dt


     

     
2

2 2

0

1 sin cos
2

ab t ab t dt


   

     
2

2 2

0

1 sin cos
2

ab t t dt


       

     
2

2

0
0

1 11
2 2

t

t
ab dt ab t ab


 


    

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 5.5.7 จงหางานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาคดวยแรง  

     , 3 2F x y y x i y x j   


 

  ไ ป ต า ม เ ส น โ ค ง รู ป ว ง รี  
2

2 1
4
yx               

ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา โดยใชทฤษฎีบทของกรีน 
 

วิธีทํา ให W  แทนงานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาคดวยแรง             

     , 3 2F x y y x i y x j   


 

 ไปตาม เสนโคงรูปวงรี 
2

2 1
4
yx     

จึงได       3 2
C

W y x dx y x dy     

เม่ือ C  เปนวงรี 
2

2 1
4
yx    และการหาปริพันธตามเสนกระทําตามทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

ให    , 3P x y y x     และ  , 2Q x y y x   

พิจารณา   3 1P y x
y y

 
  

 
  และ  2 1Q y x

x x
 

  
 

 

       
C

W F dr 






 

 
R

Q P dA
x y

            1 1
R

dA      

2
R

dA  2 (พ้ืนท่ีของวงรี 
2

2 1
4
yx   ) 

พ้ืนท่ีวงรี หาไดจาก ab  จาก 
2

2 1
4
yx    ได 1a   และ 2b   

จึงได พ้ืนท่ีวงรี 
2

2 1
4
yx    คือ   1 2 2   
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จาก           2W  (พ้ืนท่ีของวงรี 
2

2 1
4
yx   ) 

      2 2 4    

ดังนั้น งานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาค คือ 4  
 
ทฤษฎีบท 5.5.4 ให 1 2,C C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวและเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และ 

1 2C C    และบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2C  เปนเซตยอยของบริเวณปด

ลอมดวยเสนโคง 1C  ซ่ึง R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายใน

ของ 1C  ซ่ึงไมอยูภายใน 2C  ให P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยาง

ตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  ( R S ) จะไดวา  

                                 
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

 

พิสูจน 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.5 เสนโคง 1 2,C C  และบริเวณ R   

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.6 บริเวณ 1R  และ 2R  

จากภาพท่ี 5.5.6 ให  1K  เปนสวนของเสนตรงจากจุด D  ไปยังจุด E  

2K  เปนสวนของเสนตรงจากจุด O  ไปยังจุด H  

1aC  เปนสวนของเสนโคง 1C  ไปยังจุด H  ไปยังจุด D  

1bC  เปนสวนของเสนโคง 1C  จากจุด D  ไปยังจุด H  

2aC  เปนสวนของเสนโคง 2C  จากจุด E  ไปยังจุด O  
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2bC  เปนสวนของเสนโคง 2C  จากจุด O  ไปยังจุด E  

ให  1 1 2 2 1a aC K C K C      

และ   2 1 1 2 2b bC K C K C       

จึงไดวา 1C  และ 2C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 1R  เปนบริเวณภายในของ 1C  และรวมดวยจุดบนเสนโคง 1C   

2R เปนบริเวณภายในของ 2C  และรวมดวยจุดบนเสนโคง 2C   

โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

                       
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 5.5.4 ถา P Q
y x

 


 
  บน R  แลว  

จะได                    
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

เม่ือการหาปรพัินธตามเสนกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

ตัวอยาง 5.5.8 จงหาคา 
   2 22 2 2 2

C

x ydx dy
x y x y


 

  เม่ือ C  เปนวงรี 
2 2

1
16 9
x y

        

ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

วิธีทํา ให  
 22 2

, xP x y
x y




 และ  
 22 2

, yQ x y
x y




 

เพราะวา
 32 2

4P xy
y x y

 


 
 และ 

 32 2

4Q xy
x x y

 


 
  

และ P  และ Q  ไมนิยามท่ีจุด 0,0   

เลือก 1C  เปนเสนโคงปดรูปวงกลม 2 2 1x y   ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดังภาพท่ี 5.5.7 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.7 สวนโคง 
2 2

: 1
16 9
x yC    และสวนโคง 2 2

1 : 1C x y   
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จากภาพท่ี 5.5.7 จะพบวา 1C  กําหนดโดย  1 cos sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0 2t    

ให R  เปนบริเวณท่ีประกอบดวย C  และบริเวณภายในของ C  ซ่ึงไมอยูภายใน 1C  เพราะฉะนั้น 

 0,0  ไมอยูใน R   

เนื่องจาก P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซต R  โดยทฤษฎีบทจะได 

                        
1R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

เพราะวา                                  P Q
y x

 


 
 

จึงไดวา                 0
R

Q P dA
x y

             

ซ่ึงทําให                      
1C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

     
1 1C C

Pdx Qdy   

 

                                 
   1 1

2 22 2 2 2
C C

x ydx dx
x y x y

 
 

  

 

จาก  ,x y  อยูบนเสนโคง 2 2 1;x y    
   

1 1

2 21 1C C

x ydx dx   

 

     
1 1C C

xdx ydy    

ให cosx t  และ sin ;y       
2 2

0 0

cos cos sin sintd t td t
 

    

     

2 22 2

0 0

cos sin
2 2

t t

t t

t t
  

 

   
          

 

            1 1cos 2 cos 0 sin 2 sin 0
2 2

            

        1 11 1 0 0
2 2
0

   



 

ดังนั้น 
   2 22 2 2 2

0
C

x ydx dy
x y x y
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ทฤษฎีบท 5.5.5 ให 1C  และ 2C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ให P  และ

Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  เปนบริเวณ

ซ่ึงครอบคลุม บริเวณภายในของ 1C  และบริเวณภายในของ 2C  ฟงกชัน P  และ

Q  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  ยกเวนท่ีจุด A  ถา 
P Q
y x

 


 
 แลว 

1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

 

พิสูจน ให 2C  เล็กกวา  1C  แบงการพิจารณาออกเปน 2 กรณี 

กรณีท่ี 1 2C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  

พิจารณาภาพท่ี 5.5.8 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.8  2C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  

 ให R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายในของ 1C  ซ่ึงไมอยูใน 2C   

จากทฤษฎีบท  5.5.4 จะได  
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

เพราะวา                                           P Q
y x

 


 
 

จึงไดวา                         0
R

Q P dA
x y

             

ดังนั้น                                 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   

กรณีท่ี 2 2C  มีสวนตัดกับ 1C  ดังภาพท่ี 5.5.9 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.9  2C  มีสวนตัดกับ 1C   
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ให 3C เปนเสนโคงปดท่ีลอมรอบจุด A  และอยูท้ังในบริเวณภายในของ 1C  และ 2C  ดังภาพท่ี 

5.5.10 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.10 เสนโคงปด 3C  ท่ีลอมรอบจุด A  

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.11 3C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  
 

จากภาพท่ี 5.5.11 ให 1R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายในของ 1C  ซ่ึงไมอยู

ภายใน 3C  

จากทฤษฎีบท 5.5.4 จะได 
1 1 3R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

เพราะวา                                         P Q
y y

 


 
  

จึงได                         
1

0
R

Q P dA
x y

             

                                     
1 3C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   ............ 1  

ให 2R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 2C  และบริเวณภายในของ 2C  ซ่ึงไมอยูภายใน 3C  ดังภาพท่ี 

5.5.12 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.12 3C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 2C  
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จากทฤษฎีบท 5.5.4 จะได
1 2 3R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

เพราะวา                                        P Q
y y

 


 
  

จึงได                         
1

0
R

Q P dA
x y

             

                                      
2 3C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   ............ 2  

จากสมการ  1  และ สมการ 2 ; จึงได 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

 

ดังนั้น จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2 จึงได 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

 

 
ทฤษฎีบท 5.5.6 ให C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ,P Q  เปนฟงกชันซ่ึง  

P Q
y x

 


 
คาของ 

C

Pdx Qdy  มีไดเพียง 2 คาเทานั้นคือ 0  หรือ คาคงตัว k  

เม่ือ P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครบคลุม 
R  ยกเวนท่ีจุด A   

 

พิสูจน ให R  เปนบริเวณซ่ึงครอบคลุมบริเวณภายในของเสนโคงปด C  และจุดบน C  
กรณีท่ี 1 จุด A  ไมอยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C   

เพราะวา            P Q
y x

 


 
  

นั่นคือ               F Pi Qj 


 

 

เนื่องจาก C  เปนเสนโคงปด ดังนั้น 0
C

Pdx Qdy    

กรณีท่ี 2 จุด A  อยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C  เพราะวา เสนโคง 
1C  และ 

2C  ใด ๆ ท่ีเปน

เสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ  

จากทฤษฎีบท 5.5.5 จะได  
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

ให k  เปนคาตงตัว และมีคาเทากับ 
C

Pdx Qdy   

เพราะวา C  เปนเสนโคงท่ีมีจุด A  อยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C  

นั่นคือ 
1C C

Pdx Qdy Pdx Qdy k     

 

ดังนั้น ถา P Q
y x

 


 
 แลว 

C

Pdx Qdy   เพียง 2 คาเทานั้นคือ 0  หรือ k  
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ทฤษฎีบท 5.5.7 ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง  
 กําหนดให 1 2 3, , ,..., nC C C C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทาง           

ทวนเข็มนาฬิกาและมีสมบัติดังนี้ 
1. i jC C    ถา i j  

2. iC  อยูในบริเวณภายใน 1C   ทุก 2,3,...,i n  

3. iC อยูในบริเวณภายนอกของ jC  ทุก 1, 1i j   ถา  
 

ให   เปนบริ เวณซ่ึงประกอบดวย  และบริ เวณภายในของ  ซ่ึ งไมอยู ใน 

 ให  และ  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  

จะได  

           

 
 

พิสูจน ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา     

ดังภาพท่ี 5.5.13 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.13 เสนโคงปดเชิงเดียว  
 

กําหนดเสนโคงตางๆ ดังภาพท่ี 5.5.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.14 บริเวณ  และบริเวณ  

 

i j

R 1C 1C

2 3, ,..., nC C C P Q S R

1
2

k

n

kR C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y 

                  

1 2 3, , ,..., nC C C C

1 2 3, , ,..., nC C C C

1R 2R
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จากภาพท่ี 5.5.14 ให  
  

          
 

จึงไดวา   และ  เปนสวนโคงปดเรียบเชิงเดียว ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

ให   เปนบริเวณภายใน  และรวมจุดเปนเสนโคง  ดวย 

และ   เปนบริเวณภายใน  และรวมจุดเปนเสนโคง  ดวย 

โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได  

      

 

 

5.6 สมการเวกเตอรของผิว 
 

นิยาม 5.6.1 ใหฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ โดย  
 เรียกสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว และ

มีสมการอิงตัวแปรเสริมคือ 
 

 

 

 เม่ือ  เปนสมาชิกของ   

 
นิยาม 5.6.2 กราฟของ  ในปริภูมิสามมิติ เรียกพ้ืนผิวของสมการเวกเตอร  ใชสัญลักษณแทนดวย 

 
 

ตัวอยาง 5.6.1 กําหนด  เปนสมการเวกเตอร

ของพ้ืนผิว  เ ม่ือ  โดยท่ี และ       

จงพิจารณาวา  เปนพ้ืนผิวของรูปทรงใด 
 

วิธีทํา จาก  

เม่ือ  โดยท่ี และ  

ให  

พิจารณา              

 

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1...a a a n na n nC K C K C K C K K C K C
           

     
   

2 1 1 1 4

4 3 3 2 2

...a n nb n

b b b

C K C K C K K

C K C K C


          

     

1C
2C

1R 1C
1C

2R 2C
2C

1 2

...
nR C C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                      

1 1
2

k

n

kC C C

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy


        

3:r T R


T 2R
       , , , ,r u v X u v i Y u v j Z u v k  



 



 ,x X u v

 ,y Y u v

 ,z Z u v

 ,u v T

r r

 r T

 , sin cos sin sin cosr u v k u vi k u vj k uk  


 



 ,u v T   , | 0T u v u    0 2v  

r

 , sin cos sin sin cosr u v k u vi k u vj k uk  


 



 ,u v T   , | 0T u v u    0 2v  

sin cos , sin sin , cosx k u v y k u v z k u  

     2 2 22 2 2 sin cos sin sin cosx y z k u v k u v k u    
2 2 2 2 2 2 2 2sin cos sin sin cosk u v k u v k u  
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ดังนั้น พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวทรงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ี  รัศมี  หนวย 

 
ตัวอยาง 5.6.2 กําหนด  เปนสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว เม่ือ 

 โดยท่ี และ  จงพิจารณาวา  

เปนพ้ืนผิวของรูปทรงใด 
 

วิธีทํา จาก  

เม่ือ  โดยท่ี และ  

ให           

พิจารณา                    

 
 

ดังนั้น พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวรูปกรวย 
 

หมายเหตุ สรุปพ้ืนผิวของรูปทรงตางๆ ดังนี้ 
1. ทรงกลม  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  

  

เม่ือ และ  

2. พ้ืนผิวครึ่งทรงกลมเหนือระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  
  

เม่ือ และ  

3. พ้ืนผิวทรงกลมใตระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 
  

เม่ือ และ  

4. รูปแบบอ่ืนๆ ของพ้ืนผิวครึ่งทรงกลมเหนือระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี  เม่ือ  

5. รูปแบบอ่ืนๆ ของพ้ืนท่ีผิวครึ่งทรงกลมใตระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 2 2 2 2 2 2sin cos sin cosk u v v k u  

 2 2 2 2sin 1 cosk u k u 

 2 2 2sin cosk u u   2 21k k 

r  0,0,0 k

 , cos sinr u v u vi u vj uk  


 



 ,u v T   , | 0 4T u v u   0 2v   r

 , cos sinr u v u vi u vj uk  


 



 ,u v T   , | 0 4T u v u   0 2v  

cos ,x u v sin ,y u v z u

   2 22 2 cos sinx y u v u v  
2 2 2 2cos sinu v u v 
 2 2 2cos sinu v v  2u 2z

r

2 2 2 2x y z k  

 , sin cos sin sin cosr u v k u i k u vj k uk  


 



  , | 0T u v u    0 2v  

XY
 , sin cos sin sin cosr u v k u vi k u vj k uk  



 



 , | 0
2

T u v u   
0 2v  

XY
 , sin cos sin sin cosr u v k u vi k u vj k uk  



 



 , |
2

T u v u


  
0 2v  

XY

  2 2 2,r x y xi yj k x y k    


 

  ,x y T

  2 2 2, |T x y x y k   0k 

XY

  2 2 2,r x y xi yj k x y k    


 

  ,x y T
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 โดยท่ี  เม่ือ  

5. พาราโบลอยด  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  

  เม่ือ  

 โดยท่ี  และ  

7. พาราโบลอยด  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี   

8. ทรงกระบอก  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี  และ  

 

5.7 การหาพ้ืนที่ของผิวโคง 
 

นิยาม 5.7.1 กําหนดให  เปนพ้ืนผิวในปริภูมิสามมิติ  
ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

 
ตัวอยาง 5.7.1 ให  และ  จงพิจารณา  
 

วิธีทํา    คือ จุดภายในวงกลมซ่ึงมีจุดศูนยกลางท่ี  และมี

รัศมี  หนวย บนระนาบ  ดังภาพท่ี 5.7.1 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.7.1  

 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนสับเซตของ  
โดยกําหนด  

  2 2 2, |T x y x y k   0k 
2 2z x y  0 z k 

  2, cos sinr u v u vi u vj u k  


 

  ,u v T

  , | 0T u v u k   0 2v  

2 2 2z x y  0 z k 

   2 2,r x y xi yj x y k   


 

  ,x y T

  2 2, |T x y x y k  
2 2 2x y k  0 z h 

 , cos sinr u v k ui k uj vk  


 

  ,u v T

  , | 0 2T u v u    0 v h 

S
S XY
  , ,0 |XYS x y z   , ,x y z S

S YZ
  0, , |YZS y z x   , ,x y z S

S XZ
  ,0, |XZS x z y   , ,x y z S

  2 2, , |S x y z x y z   0 9z  XYS

  2 2, ,0 | 9XYS x y x y    0,0

3 XY

  2 2, ,0 | 9XYS x y x y  

S 3:r T R


T 2R
       , , , ,r u v X u v i Y u v j Z u v k  
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สิ่งท่ีควรทราบ 
 1. เม่ือ  เปนคาคงตัว จะไดวา  คือเสนโคง  บนพ้ืนผิว  

และ  เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  

 2. เม่ือ  เปนคาตงตัว จะไดวา  คือเสนโคง  บนพ้ืนผิว  

และ  เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  

 3.  เรียกวา เวกเตอรแนวฉากของพ้ืนผิวและ  

เรียกวา เวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว 

 4.  เรียกวาเวกเตอรแนวฉากของพ้ืนผิวท่ี  

 5. ภาพท่ีใชแสดงความหมายของจุด  ซ่ึง  

  เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

 เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  แสดงดังภาพท่ี 5.7.2 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.7.2  

 

นิยาม 5.7.2 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  
 เม่ือ  เปนจุดบนพ้ืนผิว ถา 

 และ  ตอเนื่ อง ท่ีจุด   และ  แลว 

 เรียกจุดปกติ ถา  ไมตอเนื่องท่ีจุด  หรือ  ไมตอเนื่องท่ีจุด 

และ  แลว  เรียกจุดเอกฐาน 
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ตัวอยาง 5.7.2 ให  เปนผิวรูปครึ่งทรงกลม กําหนดโดย  

เม่ือ  จงหาจุดเอกฐานและจุดปกติของผิว  
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา        

                           

 

 

 

 

 เพราะวาทุกจุดบนขอบของครึ่งทรงกลมมีคา  จึงไดวา จุดบนขอบของครึ่งทรง
กลมเปนจุดเอกฐานสวนจุดอ่ืนๆ บนพ้ืนผิวครึ่งวงกลมจะเปนจุดปกติ 
 
นิยาม 5.7.3 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  

ถา  เปนจุดปกติทุก  ใน  แลวพ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบ ถา พ้ืนผิว 

 ไมเปนพ้ืนผิวเรียบแต  ประกอบดวยพ้ืนผิวเรียบแลว พ้ืนผิว เปนพ้ืนผิวเรียบ
เปนสวนๆ  

ขอสังเกต 
1. พ้ืนผิว  ในปริภูมิสามมิติ อาจไดมาจากฟงกชันคาเวกเตอร  ท่ีมีโดเมน  และ 

 และ  ท่ีมีโดนเมน  และ  โดยท่ี  และ  ตางกัน เพราะฉะนั้น 

เปนไปไดท่ีจุด  บนพ้ืนผิว  
ถาพิจารณาโดยใช  ท่ีมีโดเมน  แลว จะไดวาจุด  เปนจุดปกติ แต ถา

พิจารณาโดยใช  ท่ีมีโดเมน  แลว จะไดวาจุด  เปนจุดเอกฐาน  
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2. ถา   และ  เปนฟ งกชันตอเนื่ องแลว   เปนฟ งกชันตอเนื่ อง

เพราะฉะนั้น ระนาบสัมผัสจะเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องดังนั้น พ้ืนผิวเรียบจะไมมีการหักมุม 
3. สําหรับฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  เม่ือ เปนสวนเสนตรง 

 ในโดเมน  บนระนาบ  จะไดวา  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว   

 คือความเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  

การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  ในชวงเวลา  มีคาประมาณ  ความเร็ว  เวลา 

               

เม่ือ  เปนสวนของเสนตรง  ในโดเมน  บนระนาบ  

จะไดวา  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว  

 คือ ความเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  

 
ทฤษฎีบท 5.7.1 ฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน

ท่ีมีดานประชิดเปนเวกเตอร   และ คือ 

 
 

พิสูจน  ให  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว  

การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง ในชวงเวลา มีคาประมาณ ความเร็ว  เวลา  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 5.7.3 การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง 
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จากภาพท่ี 5.7.3 บริเวณสี่เหลี่ยมผืนผา  ท่ีมีพ้ืนท่ี  เม่ือสงคาไปยังพ้ืนผิว  จะ

สงไปยังบริเวณพ้ืนผิวมีคาประมาณเทากับ   พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิดเปนเวกเตอร 

               และ  

              

 

 

ดังนั้น บริเวณสี่เหลี่ยมพ้ืนผา  บนโดเมน  บนระนาบ  จะสงดวย  ไปยังพ้ืนผิว 

 ในปริภูมิสามมิติจะมีพ้ืนท่ีประมาณเทากับ  

 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพท่ี 5.7.4 พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิดเปน  และ
 

                      

 
ทฤษฎีบท 5.7.2 สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซต

ยอยของระนาบ   

พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  

 

พิสูจน  ให ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของระนาบ  

ให  เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  
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ให เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.7.5 ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  

สําหรับคา  และ  

ให  

 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

สี่เหลี่ยมดานขนาน  คือบริเวณ  บนระนาบ  

ให  เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

ดังนั้น  พ้ืนท่ีผิว  บนพ้ืนผิว  

ให        

     

เพราะวา  เปนฟงกชันตอเนื่อง ตองมี  เปนสมาชิกของ   

ท่ีทําให           

จึงไดวา                         

 0 1 2 1, , ,..., , ,...,V j j nP v v v v v v  ,c d

VP  ,c d n 0 1 2 1, , ,..., , ,...,j j nv v v v v v

0 1 2 1... ...j j nc v v v v v v d        

1j j jv v v    1,2,3,...,j n

3:r T R
    , ,T a b c d 

1,2,...,i m 1,2,...,j n

 1 1, ,ij i i j jT u u v v 
    

ijS   ijr T

ABCD  1 1, ,i i j ju u v v 
    UV

 r AB 


PQ S

 r BC 


QR S

 r CD 


RM S

 r DA 


MP S

 r ABCD 


PQRM S

   PQ r B r A 


 

   
 

 1
1

i i
i i

r B r A
u u

u u 



 



 

r
u






iju  1,i iu u

     
1

ij
i i

r B r A
r u

u u u







 

 



  1ij i iPQ r u u u
u





 









ตัว
อย
่าง

 329 

ให                              

เพราะวา  เปนฟงกชันตอเนื่อง ตองมี  เปนสมาชิกของ   

ท่ีทําให           

จึงไดวา                         

              พ้ืนท่ีพ้ืนผิว  

 

 

 

 

                 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

เม่ือ  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขีดจํากัด คือ  และ  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

จะไดวา พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

เนื่องจาก  เปนพ้ืนผิวเรียบ 

จึงได  ตอเนื่องบน  

และ  ปริพันธไดบนโดเมน  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  
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ตัวอยาง 5.7.3 กําหนดใหเปนพ้ืนผิวโดย มี  ฟงกชันเวกเตอรของพ้ืนผิวโดย 

 และ  จงหาพ้ืนท่ี

ของ  
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา                

 

 

และ         

 

 

จาก             

     

 

 

พิจารณา           

 

จาก                                   

     

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีของผิว  คือ  
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ทฤษฎีบท 5.7.3 สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตซ่ึงเปน

เซตยอยของระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ   

เม่ือ  

 
พิสูจน  ให ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตดังภาพท่ี 5.7.6 

 
ภาพท่ี 5.7.6 แสดงขอบเขตของเซต  

 

เนื่องจาก  เปนเซตท่ีมีขอบเขต จึงไดวาตองมี  เปนจํานวนจริง 

ท่ีทําให  ดังภาพท่ี 5.7.6 

ให  เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  

ให เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  
 

สําหรับคา  และ  

ให  

จึงไดวา  หรือ  

 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  

ในทํานองเดียวกับการพิสูจน ทฤษฎีบท 5.7.2 
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            พ้ืนท่ีพ้ืนผิว  

 

 

 

                 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

เม่ือ  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขีดจํากัด คือ  และ  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

จะไดวา พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

เนื่องจาก  เปนพ้ืนผิวเรียบ 

จึงได  ตอเนื่องบน  

และ  ปริพันธไดบนโดเมน  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  

 
ตัวอยาง 5.7.4 จงหาพ้ืนท่ีของพ้ืนผิวของระนาบ  เฉพาะสวนท่ีอยูภายใน

ทรงกระบอก  
 

วิธีทํา ให  เปนพ้ืนท่ีของพ้ืนผิวท่ีตองการ ซ่ึงกําหนดโดยสมการเวกเตอร  
                                       เม่ือ  

โดยท่ี  

พิจารณา                         

และ                               

จาก                                  
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และ                    

จาก  เปลี่ยนเปนพิกัดเชิงข้ัว 

โดยให  และ  
จึงได   

จาก               พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

     

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  คือ  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 5.7.5 ใหสมการเวกเตอรของทรงกลม  เปน  

  เ ม่ื อ    โ ด ย ท่ี  

 และ  จงหาพ้ืนท่ีผิงของทรงกลม 
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา       

 

และ             

 

                     

1 0 3
0 1 2

i j k
 





 

0 3 1 3 1 0
1 2 0 2 0 1

i j k
 

  
 



 

3 2i j k  


 

 , 3 2rn u v i j k  



 

      2 2 23 2 1 14   

  2 2, | 9T u v u v  

cosu r  sinv r 

  , | 0 2 ,0 3T r r      

 ,r
T

S n u v dudv  



14
T

dudv 
2 3

0 0

14rdrd


  
32 2

00

14
2

r

r

r d







 
2

2

0
0

14 4 4 14

8 14

d


 


 






     





S 8 14

2 2 2 2x y z a  

 , sin cos sin sin cosr u v a u vi a u vj a uk  


 

  ,u v T

  , | 0T u v u    0 2v  

 , sin cos sin sin cosr u v a u vi a u vj a uk  


 



 , sin cos sin sin cosr u v a u vi a u vj a uk
u u
        



 



cos cos cos sin sina u vi a u vj a uk  


 

 , sin cos sin sin cosr u v a u vi a u vj a uk
v v
        



 



sin sin sin cosa u vi a u vj 
 

     , , ,rn u v r u v r u v
u v
 

 
 



  



ตัว
อย
่าง

 334 

    

 

        

 

                                   

 

พิจารณา         

 

      พ้ืนท่ีผิวของทรงกลม  

    

 

 

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีผิวของทรงกลมตัน คือ  
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5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 5.8.1 ให  เปนพ้ืนผิวสองหนา ซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  และ  เปน

ฟงกชันคาเวกเตอร ท่ีนิยามบนพ้ืนผิว และ  เปนฟงกชันท่ีมีความตอเนื่องบน 

เรียก  วาปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร   บน  เม่ือ  

เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  
 

ในการหาคา   

กรณีท่ี 1  เม่ือ  มีทิศทางเดียวกับ  จึงไดวา   

จึงได                    

              

ดังนั้น   

กรณีท่ี 2 เม่ือ  มีทิศทางตรงขามกับ   

ดังนั้น   

 
จากกรณีท่ี 1 และ กรณีท่ี 2 จะพบวาในการหาคาของปริพันธตามพ้ืนผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
บนพ้ืนผิว   ตองระบุทิศทางของเวกเตอร  วามีทิศทางเดียวกับ  หรือตรงขาม 

 
หมายเหตุ  
1. จุดทุกจุดบนพ้ืนผิว  มีเวกเตอรตําแหนง คือ โดยท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด ดังนั้น 

เวกเตอร มีทิศทางพุงออกจากจุดกําเนิดเสมอ 
2. ทิศทางของเวกเตอร  หรือ  หมายถึง ทิศทางของเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยูท่ีจุดบนพ้ืนผิว  
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ตัวอยาง 5.8.1 จงหาคาปรพัินธตามพ้ืนผิว  เม่ือ   กําหนดโดย  

 เม่ือ  และ   

ให   
 

วิธีทํา ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของ  ท่ีมีทิศทางเดียวกับ  

จาก  

พิจารณา      

 

และ            

จาก               

    

 

 

                 

เนื่องจาก  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ  

                

 

 

 

 

ดังนั้น ปริพันธตามพ้ืนผิวคือ   
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5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส 
  

ทฤษฎีบทของสโตกสเปนการกลาวถึงความสัมพันธของปริพันธบนผิวโคงกับปริพันธบนเสน
ขอบ เปนเชนเดียวกับทฤษฎีบทของกรีน แตขยายจากการปริพันธบนระนาบเปนปรพัินธบนผิวโคง 
  

ทฤษฎีบท 5.9.1 (ทฤษฎีบทของสโตกส Stokes’s Theorem) กําหนดให  เปนอาณาบริเวณแบบ
เชื่อมโยงเชิงเดียวในระนาบ   และ  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปน
ชวง ๆ และลอมรอบบริเวณ  มีเซตเปด  ซ่ึง   ให  
เปนฟงกชัน  ซ่ึงมีอนุพันธยอยอันดับท่ีสองตอเนื่องและ  บน 

 ถา คือพ้ืนผิว  และ  คือ เสนโคง  สําหรับ  และ  

เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีอนุพันธยอยตอเนื่องบน  จะไดวา  

 

       

โดยท่ีการปริพันธบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  ภายใตการสงคา
ของ   

ถา   และ  สามารถเขียนสมการ  ได อีก

รูปแบบคือ    

เม่ือ  โดยท่ี  นิยาม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจะได 

  ถา  เปนพ้ืนผิวในระนาบ และเวกเตอร   

แลว        

 

ตัวอยาง 5.9.1 จงหาคาของปริพันธตามพ้ืนผิว   

เ ม่ือ  และ  เปนสวนของพ้ืนผิวพาราโบลอยด 

 ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยซ่ึงมีสวนประกอบท่ี
สามเปนบวก 

 

วิธีทํา ใหพ้ืนผิว โดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ   
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และ                      

จาก                        

 

 

 

จึงได  มีทิศทางเดียวกับ  และ  

จากทฤษฎีบทของสโตกส   

หาคาโดยการปริพันธตามพ้ืนผิว ใหเสนโคง  ลอมบริเวณ  

กําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  ดังนี้ 

 เม่ือ  

ให                 

 

 

 ทุกคา  

จะไดเสนโคง เปนขอบของพ้ืนผิวพาราโบลอยด  กําหนดโดยฟงกชัน  และมีทิศทาง

สืบเนื่องจากทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  

จาก                           

ได                                   

 

จึงได                                   
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จาก                       

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.9.2 จงหาคาของปริพันธตามผิว  เม่ือกําหนดให  

                   และ  เปนพ้ืนผิวครึ่งทรงกลม  

เม่ือ  ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของ  ซ่ึง  
 
วิธีทํา จาก  เม่ือ  

จัดรูป           

    

ให  เปนสวนโคงกําหนดโดย  

จึงได  สําหรับ  

และ  

ใชการปริพันธตามเสน ให  เปนขอบเขตของ  

 เม่ือ  

จะได  มีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
ให  เปนภาพฉายของ ภายใตการสง ดังนี้ 
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และ           

     
และ                           
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จาก                         

     

     

     

     

     

จาก  

ดังนั้น  

 

5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส (Divergence Theorem) 
 

ทฤษฎีบท 5.10.1 กําหนดให  เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวนๆ ซ่ึงปดลอมรูปทรงสามมิติ  และ  
เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  ซ่ึงมีทิศทางพุงออกจาก  ให  

 

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีความตอเนื่องและอนุพันธอันดับหนึ่งของ  มีความ

ตอเนื่องท่ีจุด จะได  หรือ  

 

 

พิสูจน ให  แทนดวย  โดยท่ี  อยูบน  ซ่ึงเปนภาพฉายของ 

 บนระนาบ  
ให   แทนดวย  

  แทนดวย  

ให   คือพ้ืนผิวทรงกระบอกซ่ึงนิยามดวยขอบของ  

ให   เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยสําหรับทุกๆ พ้ืนผิว 
พิจารณา  
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สําหรับพ้ืนผิว  เพราะวา  ตั้งไดฉากกับ  

ดังนั้น  

ดังนั้น  

เพราะวาเวกเตอร  ของ  มีทิศทางตรงขามกับเวกเตอรปกติของ  ดังนั้น 

               

แต               

 

 

ดังนั้น        

 

ในการพิสูจนทํานองเดียวกันจึงไดวา 

                      

และ                          

นําสมการ  สมการ สมการ  

 

ดังนั้น    

 
ตัวอยาง 5.10.1 กําหนดให  , , 3F x y z xi yj zk  
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จาก                               

 

ปริมาตรของทรงกลมหนึ่งหนวย 

 

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.10.2 จงหาปริพันธตามผิว  เม่ือ  เปนพ้ืนผิวหาหนาของรูปปริซึม ซ่ึง

ประกอบดวยระนาบ  ระนาบ  ระนาบ  ระนาบ  และ

ระนาบ ให  และ  เปนเวกเตอรแนวฉาก

หนวยซ่ึงพุงออกจากรูปปริซึม 
 

วิธีทํา  ให  เปนปริมาตรของปริซึม และใหภาพฉายของ  อยูบนระนาบ   

 
เม่ือ   เพราะวา  

พิจารณา        

 

 
โดยทฤษฎีบทไดเวอรเจนส    

      

       

      

ดังนั้น  
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5.11 สรุป 
 

 บทนี้เปนการศึกษาถึง ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง ปริพันธตามเสนของฟงกชันคา
เวกเตอร งาน การปริพันธตามเสนและวิถีอิสระจากวิถี ทฤษฎีบทของกรีน สมการเวกเตอรของผิว 
การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  ทฤษฎีบทของสโตกส และ ทฤษฎีบท
ไดเวอรเจนส โดนลายละเอียดสรุปไดดังนี้ 
ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 

ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  สําหรับ 

 ซ่ึง เปนวิถีเรียบหรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ  เปนฟงกชันความยาวของสวนโคง 

กําหนดโดย  เม่ือ  ให  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีโดเมนครอบคลุม

ทุ ก จุ ด บ น เ ส น โ ค ง    ใ ห    เ ป น ผ ล แ บ ง ก้ั น ข อ ง    โ ด ย ท่ี  

 เลือก  ถา  มี

คาแลว ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง  บน  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  

หรือ  หรือ กําหนดโดย  เม่ือลิมิตมีคา 

เสนโคง มีสมการ  หรือเขียนในรูปฟงกชันคาเวกเตอร 

 เ ม่ือ  ถา  และ  เปนฟงกชัน

ในชวงดังกลาว ปริพันธตามเสนจะหาคาไดโดย 
 

 

สมบัติของปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
เสนโคง  ซ่ึงเชื่อมจุด  และ  ประกอบดวยเสนโคง  ตอกันโดยท่ีแตละ

เสนโคงยอยเปนเสนโคงเรียบ แลวกําหนดปริพันธตามเสนโคง  จาก  ถึงจุด  โดย 
 

ให  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง  บนชวง  จะไดวา 

 

ให  เปนวิถีความโคงบนชวงปด  และ  เปนฟงกชันท่ัวถึงซ่ึงมี

อนุพันธและ  บนชวง   เปนวิถีท่ีกําหนดโดย  บนชวง  จะได 

 และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ให  เปนเสนโคงกําหนดโดย  และ  เปนเสนโคงกําหนดโดย  

ถา  บนชวง  แลว กราฟของ  และ  มีทิศทางเดียวกัน 
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ถา  บนชวง  แลว กราฟของ  และ  มีทิศทางตรงขามกัน 

 ให  เปนวิถีเชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  และ  เปนวิถีเชิงเดียวและ

เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกันแลว    

ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
        ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร  บนเสนโคง  หรือปริพันธตามเสนของ  บน

วิถี  เม่ือ  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  

 หรือ  เม่ือ  และ  โดย  

 

งาน 
งานท่ีไดจากแรง  ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  ไปยังจุด  ตามเสนโคง  

กําหนดโดย  เม่ือ  และ  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง ๆ และ  เปนวิถี

เชิงเดียวกําหนดโดย  งาน  

งาน  

สมบัติของ  ให  และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 

ถา  และ  มีทิศทางเดียวกันแลว  

ถา  และ  มีทิศตรงขามกันแลว   

ให เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ โดย  เม่ือ   เปน

ฟ งก ชั นค าจริ งบนช ว ง   และ  เ ม่ื อ   และ 

 เปนฟงกชันคาจริงแลว   

เม่ือ  และ  

ให  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย  เม่ือ 

และ  เปนฟงกชันคาจริ งบนชวง  และ 

 เม่ือ  และ  เปนฟงกชันคาจริง

แลว  เม่ือ 
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  และ        

ใ ห    เ ม่ื อ    เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  บ น ช ว ง    โ ด ย ท่ี  

 และ   เม่ือ  เปนฟงกชันคาจริงนิยามบนเสนโคง  

โดยท่ี  จะได  

การปริพันธตามเสนและวิถีอิสระจากวิถี 
ให  เปนเซตเปดใน  เรากลาววา  เปน เซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ก็ตอเม่ือ สําหรับจุด

สองจุด  ใน  จะมีวิถีใน  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  
ให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  ซ่ึง  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบน  

1. จุด  และ  เปนจุดอยูใน  ถา ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีใดก็ตามท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  มีคาคงตัวแลวเรียกวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระ
จากวิถีจากจุด  ถึงจุด  

2. ถาทุกคูของจุด  ใน  ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีจากจุด 

 ถึงจุด  แลว เรียกวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
ให  เปนเซตเปดใน  และ  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีตอเนื่องบน  

ฟงกชันศักดิ์ของ  คือ ฟงกชันคาจริง  ซ่ึงมีสมบัติวา  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน  

และ  เรียกฟงกชัน  ท่ีมีฟงกชันศักดิ์วา ฟงกชันเกรเดียนต 
ทฤษฎีบทหลักมูลสําหรับการปริพันธตามเสน บทท่ีหนึ่ง 

กําหนดให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนฟงกชันตอเนื่องแลว 
ถาปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  โดยท่ี  เปนจุดใด ๆ ใน  และ  เปนฟงกชัน

คาจริง โดย  จะได  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน  และ  

ทุก  ดังนั้น   ทุก  

ทฤษฎีบทหลักมูลสําหรับการปริพันธตามเสนบทท่ีสอง 
กําหนดให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  ถา  เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยมี

ฟงกชันศักดิ์ มีสมบัติวา  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน  และ  แลว ปริพันธ

ตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน และ  ทุกคา และ  เปนจุด

ใน  
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สมบัติการปริพันธตามเสนของ  
กําหนดให  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีมีความตอเนื่องบน  ซ่ึงเปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได

และเปนเซตยอยของ  จะไดขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
3.ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีปดใน  มีคาเปนศูนย 
กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  

ใน  โดยท่ี  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว 

 

กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  

ใน  โดยท่ี  ถา  เปนฟงกชันเกร

เดียนตบน  แลว  

              

     

กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด

ท่ีเชื่อมโยงได  ใน  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนต บน  แลว  ทุกคา 

 และ  

ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  เม่ือ  

และ  ถา  แลว  จะมีฟงกชัน

ศักดิ์บน  
ให   เปนฟงกชันท่ีมีอนุ พันธอยางตอเนื่องบน  เ ม่ือ 

  แ ล ะ    ทุ ก    แ ล ะ ทุ ก 

 แลว  จะมีฟงกชันศักดิ์บน  

เซต  ใน  ท่ีมีสมบัติวา สองจุด  ใด ๆ ใน สวนของเสนตรง  ตองอยูใน 
เรียกเซต  วาเซตนูน   

ถา  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตนูน แลว ขอความตอไปนี้
สมมูลกัน 

 1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
 2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   

3.  บน  
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ทฤษฎีบทของกรีน 
กําหนดให เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว ก็

ตอเม่ือบริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียวใน  เปนเซตยอยของ  
กําหนดให เปนเซตเปดเชื่อมโยงไดใน  จะไดวา  เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง ก็

ตอเม่ือ มีเสนโคงปดเชิงเดียวใน  ท่ีบริเวณภายในเสนโคงปดนั้นไมเปนเซตยอยของ   
ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

ให  เปนเซตเปดใน และ  เปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และเปนเสนโคงปดเชิงเดียว
ใ น    สํ า ห รั บ    แ ล ะ    เ ป น ฟ ง ก ชั น ท่ี มี อ นุ พั น ธ อ ย า ง ต อ เ นื่ อ ง บ น    จ ะ ไ ด   

 เม่ือ  เปนบริเวณซ่ึงผลผนวกของ  และบริเวณภายใน 

 โดยท่ีปรพัินธตามเสนบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน ซ่ึงเปนเซตปดท่ี

เชื่อมโยงเชิงเดียวใน  จะได  เปนฟงกชันเกรเดียนต ก็ตอเม่ือ  บน  

ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียว ใน  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  เปนบริเวณใน  ดวย
จะได   

1. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

2. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

3. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวและเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และ  

และบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง  เปนเซตยอยของบริเวณปดลอมดวยเสนโคง  ซ่ึง  เปน

บริเวณซ่ึงประกอบดวย  และบริเวณภายในของ  ซ่ึงไมอยูภายใน  ให  และ  เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  ( ) จะไดวา  

 

ให  และ  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ให  และ  เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  เปนบริเวณซ่ึงครอบคลุม บริเวณภายใน
ของ  และ บริเวณภายในของ  ฟงกชัน  และ  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตปด  ซ่ึง

ครอบคลุม  ยกเวนท่ีจุด  ถา  แลว  
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ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ  เปนฟงกชันซ่ึง 

 คาของ  มีไดเพียง 2 คาเทานั้นคือ  หรือ คาคงตัว  เม่ือ  และ 

 เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครบคลุม  ยกเวนท่ีจุด   
ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง  

กําหนดให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาและมีสมบัติดังนี้  
1.  ถา  

2.  อยูในบริเวณภายใน  ทุก  

3. อยูในบริเวณภายนอกของ  ทุก  ถา  

ให   เปนบริ เวณซ่ึงประกอบดวย  และบริ เวณภายในของ  ซ่ึ ง ไมอยู ใน 

 ให  และ  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  

จะได  

สมการเวกเตอรของผิว 
ใหฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  โดย  

 เรียกสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว และมี

สมการอิงตัวแปรเสริมคือ  เม่ือ  เปนสมาชิกของ   

กราฟ   ในปริภูมิสามมิติ เรียกพ้ืนผิวของสมการเวกเตอร  ใชสัญลักษณแทนดวย  

การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง  
พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  ถา 
 เปนจุดปกติทุก  ใน  แลวพ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบ ถา พ้ืนผิว  ไมเปนพ้ืนผิว

เรียบแต  ประกอบดวยพ้ืนผิวเรียบแลว พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวนๆ  
ฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิด

เปนเวกเตอร  และ  คือ  

สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตยอยของ

ระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  

สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตซ่ึงเปนเซตยอย

ของระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  
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ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร 
ให  เปนพ้ืนผิวสองหนา ซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  และ  เปนฟงกชันคา

เวกเตอร ท่ีนิยามบนพ้ืนผิว และ  เปนฟงกชันท่ีมีความตอเนื่องบน เรียก              

วาปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร   บน  เม่ือ  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  
ทฤษฎีบทของสโตกส 

กําหนดให เปนอาณาบริเวณแบบเชื่อมโยงเชิงเดียวในระนาบ   และ  เปนเสนโคง
ปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ และลอมรอบบริเวณ  มีเซตเปด  ซ่ึง   ให 

 เปนฟงกชัน  ซ่ึงมีอนุพันธยอยอันดับท่ีสองตอเนื่องและ  บน  

ถา คือพ้ืนผิว  และ  คือ เสนโคง  สําหรับ  และ  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมี

อนุพันธยอยตอเนื่องบน  จะไดวา  

 

โดยท่ีการปริพันธบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  ภายใตการสงคาของ   

ถา  และ  สามารถเขียนสมการ  ไดอีกรูปแบบคือ

 เม่ือ  โดยท่ี  นิยาม  ในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาจะได  ถา  เปนพ้ืนผิวในระนาบ และเวกเตอร   

แลว    

ทฤษฎีบทไดเวอรเจนส 
กําหนดให เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวยๆ ซ่ึงปดลอมรูปทรงสามมิติ  และ  เปนเวกเตอร

แนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  ซ่ึงมีทิศทางพุงออกจาก  ให  
 

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีความตอเนื่องและอนุพันธอันดับหนึ่งของ  มีความตอเนื่องท่ี

จุด จะได  หรือ  
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แบบฝกหัด 5 
 

1.  จงหาคาปริพันธตามเสนตอไปนี้ 

1.1  ตามเสนโคง  จากจุด  ถึง  

1.2  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.3  ตามเสนโคง  เปนสวนของวงกลมมีจุดศูนยกลางท่ีจุด   และรัศมี  

ในจตุภาคท่ีหนึ่งจากจุด  ถึง  

1.4  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.5  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.6   เม่ือ  เปนเสนโคงท่ีประกอบดวย   บนชวง  และ 

 บนชวง  

1.7  ตามเสนโคง  บนชวง  และ  เปน

สวนของเสนตรงจากจุด ไปยัง  

1.8  ตามเสนโคง  บนชวง และ  เปนสวน

ของเสนตรงจากจุด ไปยัง  และ  เปนสวนของเสนตรงจากจุด ไปยัง 

 

2. จงหาปริพันธตามเสน  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

2.1    เม่ือ  เม่ือ   

2.2   เม่ือ  เม่ือ  

 2.3   

      เม่ือ เปนเสนโคงพาราโบลา  จากจุด  ไปยังจุด  เม่ือ  

2.4    

เม่ือ  เม่ือ  

2.5    

เม่ือ  เม่ือ   
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3. จงหางานของการเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคง  ดวยแรง  ตอไปนี้ 
3.1   

เม่ือ  เปนสวนของเสนตรงจากจุดเริ่มตน  และจุดสิ้นสุด   

3.2   

เม่ือ  เปนเสนโคง   

3.3   

เม่ือ  เปนเสนโคงวงรี  จากจุด ไปยังจุด  ในจตุภาค

ท่ีหนึ่ง  
3.4   

เม่ือ  ในชวง   

3.5   

เม่ือ  ในชวง  เม่ือ  เปนจํานวนจริง  

4. จงพิจารณาวาฟงกชัน  ท่ีกําหนดใหเปนฟงกชันเกรเดียนตหรือไม 
4.1   

4.2  

4.3  

4.4  

4.5  

5. จงหาฟงกชันศักยของฟงกชันเกรเดียนต  ตอไปนี้ 

 5.1   

5.2   

5.3  

5.4   

5.5  

6. จงแสดงวาปริพันธตามเสนท่ีกําหนดใหในแตละขอเปนอิสระจากวิถี และหาคาปริพันธ 

 6.1   

 6.2   
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 6.3   

 6.4  

 6.5  

7. จงหาคาปรพัินธตามเสนท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 7.1  เม่ือ  เปนเสนโคง  จากจุด  ไปยังจุด 

 

 7.2  เม่ือ  เปนวงรี  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 7.3   

เม่ือ  จากจุด  ไปจุด  

7.4  เม่ือ  เปนรอยตัดของระนาบ  และ 

จากจุด ไปจุด  

7.5 เม่ือ  เปนรอยตัดของ 

 จากจุด ไปจุด   

8. จงใชทฤษฎีบทของกรีนคํานวณคาปริพันธตามเสนโคงท่ีกําหนดใหตอไปนี้ ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา 

 8.1   

เม่ือ  เปนครึ่งวงกลม  และ  

 8.2   

เม่ือ  เปนสี่เหลี่ยมซ่ึงมีจุดตอไปนี้เปนจุดยอด  

 8.3   

  เม่ือ  เปนสามเหลี่ยมซ่ึงมีจุดตอไปนี้เปนจุดยอด  

 8.3   

  เม่ือ  เปนวงกลม   
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 8.5   

  เม่ือ  เปนเสนโคงปด ท่ีประกอบดวย  และเสนตรง  

9. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคงท่ีเกิดจากการตัดกันระหวางพาราโบลอยด  และระนาบ 

 
10. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง  ท่ีอยูเหนือสามเหลี่ยมท่ีลอมดวยเสนตรง 

และ  ในระนาบ  

11. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง  ท่ีอยูเหนือบริเวณสี่เหลี่ยม และ 

 ในระนาบ  

12. จงหาพ้ืนท่ีผิวสวนหนึ่งของกรวยกลม  ซ่ึงอยู เหนือบริเวณระหวางวงกลม 

 และวงรี  ในระนาบ  

13. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง ในจตุภาคท่ีหนึ่งซ่ึงตัดจากทรงกระบอก  โดยระนาบ  และ 

 

14. จงหาคาปรพัินธตามผิว  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

 14.1   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และดานลางดวยระนาบ  

14.2   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย  และอยูภายในทรงกระบอก  

14.3   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   

14.4   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   และ  

14.5   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   และ  

15. จงหาคาปรพัินธตามผิว  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

15.1   

      เ ม่ือ  เปน พ้ืนผิว กําหนดโดย  ซ่ึ งอยู เหนือบริ เวณสี่ เหลี่ยม
 

15.2   

      เม่ือ เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และอยูภายในทรงกระบอก  
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15.3   

      เม่ือ เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย ภายในทรงกระบอก  

15.4   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และ   

15.5   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย  เหนือบริเวณสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 

  

15.จงใชผลของทฤษฎีบทของสโตกสคํานวณคา  

15.1  เหนือครึ่งวงกลม  

15.2  เ ห นื อ ส า ม เ ห ลี่ ย ม ท่ี ล อ ม ด ว ย ร ะ น า บ 

 และแกนพิกัดท้ังสาม 

15.3  เหนือพาราโบลอยด   และเหนือระนาบ  
ดวยเวกเตอรตั้งฉากท่ีพุงออก 

15.4  เ หนื อ ผิ ว โ ค ง ท่ี เ ป น ส ว นหนึ่ ง ข อ ง ร ะ น า บ 

 ในจตุภาคท่ี 1 

15.5  เหนือผิวโคงครึ่งทรงกลม  

16. จงใชทฤษฎีไดเวอรเจนสคํานวณคา  เม่ือ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากท่ีชี้

ออกนอกผิวโคง 

16.1  เปนผิวโคงของรูปทรงลูกบาศกท่ีลอมดวยระนาบพิกัดท้ัง

สามและระนาบ  และ  

16.2  เปนผิวโคงของกระบอกท่ีลอมดวย 

 และ  

16.3 เปนผิวโคงของกระบอกท่ีลอมดวย  
และ  

16.4 เปนผิวโคงรูปทรงหาเหลี่ยมในจตุภาคท่ี 1 ท่ี

ลอมดวยระนาบ  และระนาบพิกัดท้ังสาม 

16.5 เปนเสนโคงของกรวยกลม  และ  
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