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บทท่ี 1 
บททวน 

 
 การนับจํานวนตาง ๆ มีมาต้ังแตสมัยโบราณ มนุษยสามารถนับจํานวนตาง ๆ โดยมีความคิด
วาเม่ือเพ่ิมสิ่งใดสิ่งหนึ่ง ก็จะไดสิ่งนั้น“มากข้ึน” และถาเอาสิ่งนั้นออกไปจะทําใหสิ่งนั้น“ลดลง” ซ่ึงตอมา   
มีการใชนิ้วมือแทนสิ่งท่ีตองการนับ เชน หนึ่งนิ้วแทนสัตวหนึ่งตัวหรืออาจใชสิ่งของแทนจํานวนสิ่งท่ี
ตองการนับ เชน จํานวนกอนหินในถุง เทากับจํานวนแกะ ท่ีเอาออกจากคอก และยังพบวา ใชการขีด
เขียนบนพ้ืนดิน การสลักบนตนไม แทนจํานวน เม่ือสังคมมีความเจริญข้ึน มีการ ใชสัญลักษณ        
แทนจํานวน ซ่ึงพบวาในสมัยโบราณยงัไมพบการใชสัญลักษณใดแทนจํานวน “ศูนย”  
 

1.1 ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวน 
 

ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวนอาจแบงไดเปน 4 ลักษณะดังนี้ 
1. ระบบการรวมพวกอยางงาย (simple grouping system) ซ่ึงแบงออกเปน 4 แบบ 

1.1 ตัวเลขอียิปตโบราณ (egyptian hieroglyphics) เปนตัวเลขท่ีใชราว 3,400 ป
กอน คริสตศักราช ซ่ึงชาวอียิปตในลุมน้ําไนล ทําบันทึกลงบนหินและเขียนลงบนกระดาษชนิดหนึ่งท่ี
เรียกวา พาไพรัส สัญลักษณท่ีใชเรียกวา hieroglyphics ซ่ึงใชฐานสิบ แตไมมีคาประจําตําแหนงและ
ไมมีศูนย สัญลักษณท่ีใช ดังตารางท่ี1.1.1 
 

ตารางท่ี 1.1.1 ตัวเลขอียิปตโบราณ 
 

จํานวน สัญลักษณ แทนดวย 

1 
 

ขีดหรือเสา 

10  เกือกมา 

100  เชือกขดเปนวง 

1,000 
 

ดอกบัว 

10,000 
 

นิ้วชี ้

100,000 
 

กบ 

1,000,000 
 

เทพเจายกมือ 
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 2 

ชาวอียิปตเขียนจํานวน โดยนําสัญลักษณตาง ๆ มารวมกันโดยเขียนจํานวนนอยไวดานซายดังตัวอยาง 
 

ตัวอยาง 1.1.1  
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 1 1  2  

 
10 10 10   30  

 
1,000 1,000  2,000  

 200 20 5   225  

 
3,000 200 40 4    3,244  

  

1.2 ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน (sumer and babylon) อักษรซูเมอรและบาบิโลน
เปนอักษรท่ีจัดวาเกามาก ใชในเมโสโปเตเมีย  ตอนใต ตั้งแตราว 4,457 ปกอนพุทธศักราช พัฒนาจาก
การบันทึกบนดินเหนียวท่ีเริ่มมีมาตั้งแต 7,457 ปกอนพุทธศักราช มาเปนอักษรรูปลิ่ม อักษรนี้เกิดจาก
แนวคิดของชาวซูเมอรและบาบิโลน ในการเก็บรักษาแผนดินเหนียวท่ีใชนับผลผลิตทางเกษตรกรรม
และอุตสาหกรรมไมใหสูญหาย และสามารถจดจําไดวา มีจํานวนเทาใดและใชนับอะไร โดยการกดรอย
ใหเปนสัญลักษณลงบนแผนดินเหนียวท่ีใชเก็บขณะยังเปยกอยู ตอมาจึงเลิกใชแผนดินเหนียว หันมา
เขียนเครื่องหมายลงบนดินเหนียวท่ียังเปยกอยูแทน รวมท้ังพัฒนาสัญลักษณในการนับข้ึนใชแทน   
การวาดภาพหรือเครื่องหมายซํ้า ๆ กันหลายอัน การบันทึกแบบนี้พบในเมืองของชาว ซูเมอร เชน     
อูรุก จัมคัต นาสร เม่ือราว 2,757 ปกอนพุทธศักราช การเขียนครั้งแรกเขียนจากบนลงลาง ตอมา
เปลี่ยนเปนจากซายไปขวา (คาดวาเม่ือราว 2,457 ปกอนพุทธศักราช) โดยหมุนรูปอักษรไป 90 องศา 
ทวนเข็มนาฬิกา และรูปอักษรเริ่มเปลี่ยนจากเสนตรงและเสนโคงเปนรูปลิ่ม ตอมา เม่ือ 2,257 ปกอน
พุทธศักราช เริ่มมีการพัฒนาระบบการเขียนเพ่ือใชแทนหนวยเสียง มีคําพองเสียงท่ีใชแทนคําท่ีออก
เสียงเหมือนกัน แตมีความหมายตางกันมาก ท้ังนี้เพราะในภาษาซูเมอรมีคําท่ีเปนคําโดดมาก 
ตัวอยางเชน อักษรท่ีใชแทนเสียง “ti” (ลูกศร) เหมือนกับท่ีใชแทนเสียง “til” (ชีวิต) เม่ือระบบการ
เขียนพัฒนามากข้ึน การจําแนกระหวางอักษรท่ีใชแทนคํากับอักษรท่ีใชแทนพยางคทําไดยากข้ึน มี
การพัฒนาอักษรท่ีเปนศัพทกําหนด ใชนําหนาหรือตามหลังสัญลักษณ ท่ีแทนเสียงของคําเพ่ือบอก
ความหมาย ระบบการนับในภาษาซูเมอรและอักษรรูปลิ่มอ่ืน ๆ เปนท้ังเลขฐาน 10 และเลขฐาน 60 
โดยมีสัญลักษณเฉพาะของเลขแตละฐาน รวมท้ังการรวมกัน และการยกกําลังของตัวเลขเหลานั้น เชน 
เลข 9 ใชสัญลักษณของเลข 1 จํานวน 9 ตัว เลข 10 ใชสัญลักษณของ เลข 10 ตัวเดียว เลข 60      
ใชสัญลักษณของเลข 60 และเลข 70 ใชสัญลักษณของเลข 60 กับเลข 10 เลขฐาน 60 ในปจจุบัน    
ยังใชเปนหนวยของเวลาและมุมในวงกลม ชาวเมโสโปเตเมียรุนหลัง ๆ ไดแกชาวบาบิโลเนีย           
ชาวอัสซีเรีย และชาวเปอรเซีย ปรับปรุงระบบเลขของชาวซูเมอร มาเปนระบบท่ีข้ึนกับตําแหนง    
แบบเดียวกับระบบท่ีใชอยูในปจจุบัน ซ่ึงลดจํานวนสัญลักษณลงมาก ชาวแอกแคดไดพัฒนาอักษร    ซู

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%A3
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B9%82%E0%B8%AA%E0%B9%82%E0%B8%9B%E0%B9%80%E0%B8%95%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%B5%E0%B8%A2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E%E0%B8%B8%E0%B8%97%E0%B8%98%E0%B8%A8%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B8%8A
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%B9%E0%B8%9B%E0%B8%A5%E0%B8%B4%E0%B9%88%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%8A%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B8%8B%E0%B8%B9%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%AD%E0%B8%A3%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B8%E0%B8%95%E0%B8%AA%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%84%E0%B8%B3%E0%B8%9E%E0%B9%89%E0%B8%AD%E0%B8%87%E0%B9%80%E0%B8%AA%E0%B8%B5%E0%B8%A2%E0%B8%87&action=edit&redlink=1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%A9%E0%B8%B2%E0%B8%8B%E0%B8%B9%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%AD%E0%B8%A3%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B8%82%E0%B8%90%E0%B8%B2%E0%B8%99_10
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B8%82%E0%B8%90%E0%B8%B2%E0%B8%99_60&action=edit&redlink=1
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เมอรมาใชเขียนภาษาของตน ท่ีจริงแลวภาษาซูเมอรเลิกใชพูดตั้งแต 1,257 ปกอนพุทธศักราช     แต
ยังคงใชเปนภาษาเขียน เชนเดียวกับการใชภาษาละตินในยุโรปยุคกลาง ทําใหมีการใชภาษาซูเมอร
ตอมาจนถึงราว  พ.ศ. 643 ดังตารางท่ี 1.1.2 

 

ตารางท่ี 1.1.2 ตัวเลขบาบิโลเนีย 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 

1 หรือ60  8 หรือ608 
 

2 หรือ602 
 9 หรือ609 

 
3 หรือ603 

 10 หรือ10×60  

4 หรือ604 
 

20 หรือ10×602 
 

5 หรือ605 
 

30 หรือ10×603 
 

6 หรือ606 
 

40 หรือ10×604 

 

7 หรือ607 
 

100 หรือ60100 
 

  
  ชาวบาบิโลนเปนผูเริ่มตนแนวคิดเก่ียวกับคาประจําหลัก คือ ใชสัญลักษณตัวเดียวกับ
ตัวแทนจํานวนท่ีตางกัน ท้ังนี้ ข้ึนอยูกับตําแหนงของตัวเลขนั้น  
 

ตัวอยาง 1.1.2 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

  

20 9  หรือ 

 2 910 60 60   
29  หรือ 

161.01 10  

  

100 40 6   หรือ 

 100 4 660 10 60 60    
146หรือ 

1776.53 10  

 
 
 
 

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%A9%E0%B8%B2%E0%B8%A5%E0%B8%B0%E0%B8%95%E0%B8%B4%E0%B8%99
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1.3 ตัวเลขกรีกโบราณ (herodianic greek) เปนตัวเลขท่ีเขียนแบบรวมพวกอยางงาย 
โดยใชระบบเลขฐาน ในสมัยตน ๆ ชาวกรีกใชสัญลักษณแทนจํานวนดังตารางท่ี 1.1.3 
 
ตารางท่ี 1.1.3 ตัวเลขกรีกโบราณ 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 
1 | 10  
2  50  
3  100  
4  500  
5  1,000  
6  5,000  
7  10,000  
8  50,000  
9    

 
ตัวอยาง 1.1.3 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 100 100 10 5 2     217 

 
1,000 100 10 10 5 3      1,128 

 1,000 1,000 1,000 500 300 7      3,807 

 50,000 5,000 500 50 5     55,555 
 

1.4 ตัวเลขของชาวโรมัน เปนตัวเลขท่ียังพบอยูในปจจุบัน สัญลักษณท่ีชาวโรมันประดิษฐ
ดังตารางท่ี 1.1.4 
 

ตารางท่ี 1.1.4 ตัวเลขโรมัน 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 
1 I  6 VI  15 XV  90 XC  
2 II  7 VII  20 XX  100 C  
3 III  8 VIII  40 XL  500 D  
4 IV  9 VIIII  50 L  900 CM  
5 V  10 X  60 LX  1,000 M  
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ชาวโรมันนําสัญลักษณ มาเขียนเรียงกัน หลักการเขียนตัวท่ีมีคานอยเขียนตามหลัง
หมายความวานําไปบวกกับตัวหนา  ตัวท่ีมีคานอยเขียนขางหนาหมายความวานําไปลบออกจากตัว    
ท่ีตามหลัง  ตัวเลขท่ีมีคาเทากันมาเขียนเรียงกัน หมายถึงเอาจํานวนนั้นมาบวกกัน ตัวอยางเชน  
 

ตัวอยาง 1.1.4  
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

IIV  5 – 2 3 

VII  5 + 2 7 

XIV  10 + (5 – 1)  14 

LXIX  50+10+(10 – 1 ) 69 

DXXX  500+10+10+10 530 

DCCVII  500+100+100+7 707 

MDCCC  1,000+500+100+100+100 1,800 
   
 2 ระบบการรวมพวกโดยการคูณ (multiplicative grouping system) 
 

 เปนระบบท่ีเขียนโดยเลือกฐานกอน เชน ฐาน a  จะไดเลขโดดเปน 1,2,3,..., 1a  จากนั้น 

จะมีสัญลักษณท่ีแทน 2 3, , ,...a a a  แลวเขียนสัญลักษณเหลานี้ผสมกันแบบคูณกัน ตัวอยางของการ
เขียนตัวเลขนี้ ไดแก ตัวเลขจีน และญี่ปุน ซ่ึงมี 10 ฐาน สัญลักษณท่ีใชมี 12 ตัว ดังตารางท่ี 1.1.5 
 

ตารางท่ี 1.1.5 ตัวเลขจีน 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 

1  5   9   

2   6   10   

3   7   100   
4   8   1,000   

 

ตัวอยาง 1.1.5 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน  สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 9 
9 10 90    

5 5×1,000 = 5,000 

 10  
1,000 

 4 4 1 4    2 2×100 = 200 

รวมเปนจํานวน 94  
 

100 

รวมเปนจํานวน 5,200 
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1.3 ระบบไซเฟอร (cyphered numeral system) 
 

เปนระบบท่ีใชสัญลักษณเปนจํานวนมากโดยเลือกฐานข้ึนมากอน เชน ฐาน b โดยมีเลข
โดด ไดตัวเลข 1,2,3,..., 1b  ไดสัญลักษณโดยแทนดวย   2 2 2, 2 ,3 ,..., 1 , , 2 ,3 ,b b b b b b b b  

 2 24 ,..., 1b b b  เชน ตัวเลขแบบพราหมณฮินดู แบบยิว ไอโอนิกกรีก เรียกตัวเลขในระบบนี้วา 

ตัวเลขแบบไอโอนิกกรีก ดังตารางท่ี 1.1.6 
 
ตารางท่ี 1.1.6 ตัวเลขแบบไอโอนิกกรีก 
 

จํานวน สัญลักษณ คําอาน  จํานวน สัญลักษณ คําอาน 

1   หรือ  Alpha 50    หรือ  Nu 

2    หรือ  Beta 60    หรือ   Xi 

3    หรือ  Gamma 70    หรือ  Omcron 

4    หรือ  Delta 80    หรือ  Pi 

5    หรือ  Epsilon 90    หรือ  Iota 

6     Obsolete digamma 100  P  หรือ  Rho 

7    หรือ  Zeta 200    หรือ  Siggma 

8    หรือ  Eta 300    หรือ  Tau 

9    หรือ  Theta 400    หรือ  Upsilon 

10    หรือ  Iota 500    หรือ  หรือ   Psi 

20    หรือ  Kappa 600    หรือ  chi 

30    หรือ  Lambda 700    หรือ  Psi 

40    หรือ  Mu 800    หรือ   Omega 

 
ตัวอยาง 1.1.6 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

  10 4  14  
  10 7  17  
  600 40 4   644   
  800 50 6   856   
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1.4 ระบบตําแหนง (positional numeral system) 
 

เปนระบบท่ีใชกันอยูในปจจุบัน ท่ีเรียกวา ระบบฮินดูอารบิก(Hindu Arabic system ) 
เปนตัวเลขซ่ึงอยูในระบบตําแหนง พบวาแตละตัวมีคาไดหลายคาข้ึนอยู กับตําแหนงท่ีอยูนั้น  
โดยท่ัวไปจะเลือกฐานกอน เชน ฐาน b  จะมีตัวเลขอยู b  ตัว จากนั้นก็มีสัญลักษณแทนตัวเลข
0,1,2,..., 1b  สวนจํานวนอ่ืน ๆ จะใชสัญลักษณ b  ตัวนี้ โดยเขียนในรูปผลบวกของกําลังของ b  
 

 1 1 1 1 0...n n n nN a b a b a b a       โดยท่ี 0 ia b   ซ่ึง 1,2,3,...,i n    
 

ระบบท่ีใชหลักการนี้คือ 
 1. แบบ summer และBabylon ซ่ึงไดกลาวมาขางตน ซ่ึงเม่ือ ตองการจะเขียนจํานวนท่ี 
มากกวา 60 ใชการเขียนในรูปแบบจํานวนท่ีอยูในรูปการคูณของจํานวนกับกําลังของ 60 
 2. แบบมายัน (mayan numeral system) ในสมัยกอนท่ีโคลัมบัสพบซีกโลกตะวันตกนั้น 
ชนเผามายันไดอาศัยอยูในอเมริกากลาง และแม็กซิโก เปนชาติท่ีมีความเจริญรุงเรืองมาแลว ชาวมา
ยันใชตัวเลขท่ีมีคาประจําตําแหนง เปนระบบเลขฐาน 20 และเปนชาติแรกท่ีมีสัญลักษณแทนจํานวน
ศูนย สัญลักษณท่ีใชแทนจํานวนของชาวมายัน มีดังนี้ 
             การเขียนตัวเลขแทนจํานวนใหญ ๆ  ของชาวมายันใชวิธีการเดียวกันกับของจีน คือ เขียน
ในแนวตั้ง เรียงจากมากลงมาหานอย  
           เขียนตัวเลขหลักหนวยไวตําแหนงลางสุด 
            เขียนตัวเลขหลักท่ีสองเหนือหลักหนวย หลักท่ีสองมีคาประจําตําแหนงเปน 20 เทาของ
จํานวนในหลักนี้ 
            เขียนตัวเลขหลักท่ีสามเหนือหลักท่ีสอง หลักท่ีสามมีคาประจําตําแหนงเปน 18 X 20 เทา
ของจํานวนในหลักนี้ 
          เขียนตัวเลขหลักท่ีสี่ ท่ีหา ท่ีหก,... เหนือหลักท่ีตํ่ากวาไปตามลําดับ คาประจําตําแหนง      
จะเปน 18 X 202, 18 X  203, 18 X 204,... เทาของจํานวน ในแตละหลักตามลําดับ สัญลักษณ       
20 ตัว ดังตารางท่ี 1.1.7    
 

ตารางท่ี 1.1.7 ตัวเลขมายัน 
 

จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน 

1  6   11  16   

2   7   12   17   

3   8   13   18   

4   9   14   19   

5   10   15   0   
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ตัวอยาง 1.1.7 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 
27 18 20   50,400 

 
29 18 20   64,800 

 10 18 20   3,600  16 18 20   5,760 

 18 20  360  3 20  60 

 7  7 
 

17 17 

รวมเปนจํานวน 54,356 รวมเปนจํานวน 70,632 

  
 1.5 ระบบฮินดูอารบิก (hindu arabic system) 
 

 เลขระบบนี้เปนตัวเลขท่ีใชแพรหลายในปจจุบัน สัญลักษณท่ีใชท้ังหมดมี 10 ตัว คือ 
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ใชระบบเลขฐานสิบ หรือเรียกอีกอยางวาเลขระบบทิศนิยมนําสัญลักษณตาง ๆ     
นี้มาเขียนในแนวราบและตําแหนงของตัวเลขมีความสําคัญดังนี้ 

ตัวขวาสุดแทนหลักหนวย     มีคาประจําตําแหนงคือ 010  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหนึ่งตําแหนง เรียกวาหลักสิบ  มีคาประจําตําแหนงคือ 110  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสองตําแหนง เรียกวาหลักรอย มีคาประจําตําแหนงคือ 210  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสามตําแหนง เรียกวาหลักพัน    มีคาประจําตําแหนงคือ 310  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสี่ตําแหนง เรียกวาหลักหม่ืน     มีคาประจําตําแหนงคือ 410  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหาตําแหนง เรียกวาหลักแสน    มีคาประจําตําแหนงคือ 510  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหกตําแหนง เรียกวาหลักลาน   มีคาประจําตําแหนงคือ 610  
ตอไปเรื่อย ๆ  

 
ตัวอยาง 1.1.8  
 
สัญลักษณ แทนจํานวนท่ีมาจาก 

8,230         3 2 1 08 10 2 10 3 10 0 10        

71,825           4 3 2 1 07 10 1 10 8 10 2 10 5 10          

234,529             5 4 3 2 1 02 10 3 10 4 10 5 10 2 10 9 10            

1,623,862               6 5 4 3 2 1 01 10 6 10 2 10 3 10 8 10 6 10 2 10              
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1.2 โครงสรางของคณิตศาสตร  
 

โครงสรางของวิชาคณิตศาสตร มีสวนประกอบสําคัญ 4 ประการ คือ 
1. อนิยาม (undefined terms) หมายถึง คําท่ีไมตองใหความหมายหรือ คําจํากัดความ 

แตเม่ือกลาวถึงตองมีความเขาใจตรงกัน เนื่องจากมีความหมายชัดเจนอยูในตัวเอง เปนคําท่ีทุกคน
เขาใจตรงกันวาหมายถึงสิ่งใด โดยอาจจะใชวิธีการยกตัวอยางหรือใชความเขาใจดวยปฏิภาณ ตัวอยาง
ของ อนิยามในคณิตศาสตร เชน จุด เสนตรง เทากัน มากกวา นอยกวา คาคงท่ี เซต ระนาบ 

2. นิยาม (definition or defined terms) หมายถึง คําหรือขอความท่ีมีการใหความหมาย 
หรือคําจํากัดความไวชัดเจน โดยการนําอนิยามมาอธิบายหรือกําหนดคุณลักษณะของสิ่งเหลานั้น เชน 
มุมฉาก หมายถึง มุมท่ีมีขนาด 90 องศา หรือคําวา “ เสน ” ไปนิยามคําวาเสนตรง เสนขนาน 

3. สัจพจน (axioms) หรือกติกา (postulate) หรือขอตกลงเบื้องตน (assumption) 
หมายถึง ขอความท่ีตกลงหรือยอมรับวาเปนจริง โดยไมตองพิสูจน มักจะแสดงความสัมพันธของนิยาม
หรืออนิยาม ท่ีเปนพ้ืนฐานมากจนไมจําเปนตองพิสูจน เชน เสนขนานยอมไมตัดกันเลย 

4. ทฤษฎีบท (theorems) หมายถึง ผลสรุปท่ีไดจากขอมูลชุดหนึ่ง สามารถพิสูจนไดวาเปน
จริง ทุกกรณี การพิสูจนทฤษฎีจะใชวิธีการใหเหตุผลทางตรรกศาสตร โดยการนําเอานิยาม สัจพจน 
หรือทฤษฎีบทท่ีไดพิสูจนแลวไปสนับสนุนใหเปนเหตุเปนผล เพ่ือแสดงวาทฤษฎีเปนจริง ความเปนจริง
ในทุกกรณีของทฤษฎีทางคณิตศาสตร หมายถึง ความสมเหตุสมผล ไมไดหมายถึงขอเท็จจริง แตความ
สมเหตุ สมผล อาจจะตรงกับขอเท็จจริงทุกกรณีก็ได ข้ึนอยูกับกติกาท่ีใชเปนฐานของทฤษฎีนั้น       
ถากติกาตรงกับขอเท็จจริง ทฤษฎีท่ีพิสูจนโดยใชกติกานั้นอางอิงเปนเหตุเปนผลยอมเปนจริง ตรงกับ
ขอเท็จจริงดวย เชน เสนตรง สองเสนตัดกัน มุมตรงขามยอมเทากัน 

 

1.3 โครงสรางของระบบจํานวน 
 

ในการศึกษาวิชาคณิตศาสตร การศึกษาระบบจํานวนเปนสิ่งท่ีสําคัญ เพราะระบบจํานวน
จะเปนการศึกษาถึงสัญลักษณท่ีใชแทนจํานวนตาง ๆ   ตลอดจนการดําเนินการทางคณิตศาสตร เชน 
การบวก ลบ คูณ และหาร จํานวนตาง ๆ  ซ่ึงกระบวนการนี้ เรียกวา การดําเนินการทางพีชคณิตของ
ระบบจํานวนและยังเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญตอการเรียนในวิชาคอมพิวเตอรในการเขียนอัลกอริทึมอีกดวย 
กอนท่ีจะศึกษาระบบจํานวนจึงตองมาทําความเขาใจถึงสัญลักษณท่ีใชกอนดังตอไปนี้ 

จํานวนธรรมชาติ (natural number) หรือจํานวนนับ หรือจํานวนเต็มบวก (positive 
integers) คือ จํานวนท่ีประกอบดวยสมาชิก 1,2,3,... ใชสัญลักษณแทนดวย N  (จํานวนธรรมชาติ) 
หรือ Z + (จํานวนเต็มบวก) สามารถเขียนเซตจํานวนนับไดดังนี้  1,2,3,...N    

จํานวนเต็มศูนย (zero integer) หรือจํานวนศูนย คือ จํานวนท่ีมีสมาชิกเพียงตัวเดียว คือ 0 
ใชสัญลักษณแทนดวย 0Z  สามารถเขียนเซตจํานวนศูนยไดดังนี้  0 0Z   

จํ านวน เต็ มลบ  (negative integers) คื อ  จํ านวน ท่ี มี สมาชิ ก  คื อ  1, 2, 3,...                  

ใชสัญลักษณแทนดวย Z สามารถเขียนเซตจํานวนเต็มลบไดดังนี้  1, 2, 3,...Z      
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จํานวนเต็ม (integers) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนจํานวนเต็มบวก จํานวนเต็มศูนย และ
จํานวนเต็มลบ ใชสัญลักษณแทนดวย Z  สามารถเขียนเซตจํานวนเต็มไดดังนี้ 

 

    
 

0

..., 3, 2, 1,0,1, 2,3,...
Z Z Z Z
Z

   

   
 

จํานวนตรรกยะ (rational number) คือ จํานวนท่ีสมาชิกสามารถเขียนในรูปเศษสวน p
q

 

โดยท่ี p  และ q  เปนสมาชิกของจํานวนเต็ม และ q  ไมเทากับศูนย ใชสัญลักษณแทนดวย Q  
สามารถเขียนเซตจํานวนตรรกยะไดดังนี้  

| pQ x x
q

 
ซ่ึง p  และ q  เปนจํานวนเต็มโดยท่ี 0q   

 

 จํานวนอตรรกยะ (Irrational number) คือ จํานวนท่ีไมใชจํานวนตรรกยะหรือ จํานวนท่ีไม
สามารถเขียนในรูปเศษสวนของจํานวนเต็มได เชน , 2, 3,e  เปนตน ใชสัญลักษณแทนดวย Q   

 

จํานวนจริง (real number) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนตรรกยะกับจํานวนอตรรกยะ              
ใชสัญลักษณ แทนดวย R  จึงไดวา R Q Q   

จํานวนเชิงซอน (complex number) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนจริงกับเซตของจํานวน      
จินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย C  ซ่ึงเขียนสมาชิกของจํานวนเชิงซอนในรูป a bi  เม่ือ a  และb
เปนจํานวนจริง โดยท่ี 1i     

 
ภาพท่ี 1.3.1 โครงสรางระบบจํานวน 

จํานวนเชิงซอน

จํานวนจินตภาพ จํานวนจริง

จํานวนตรรกยะ

เศษสวนแท จํานวนเต็ม

จํานวนเต็มลบ จํานวนศูนย จํานวนเต็มบวก

จํานวนอตรรกยะ
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1.4 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 

 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร เปนเนื้อหาทางคณิตศาสตร ท่ีมีความสําคัญใชประกอบการพิสูจน
ทฤษฎีบทตาง ๆ  ซ่ึงมีเนื้อหาดังนี้ 
 
นิยาม 1.4.1 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร คือ ขอความท่ีวา 

ถา S  เปนเซตยอยของจํานวนธรรมชาติ ท่ีมีสมบัติดังนี้ 
  1. 1 S  และ 
  2. ถา n S  แลว 1n S   

แลวจะสรุปไดวา S  เปนเซตจํานวนธรรมชาต ิ
 

จากหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ถาตองการพิสูจนขอความท่ีมีตัวบงปริมาณ “สําหรับ
ทุก”  “for all” หรือ“  ” ท่ีอยูในรูป  n N P n      เปนจริง ตองใชทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 1.4.1 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1 (1st principle of mathematical induction)   

สําหรับจํานวนนับ n  ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวของกับ n  

 ถา  1.  1P เปนจริง  

 และ 2. ถา  P k  เปนจริง เม่ือ 1k   แลว  1P k   เปนจริงดวย 

  แลว  P n  เปนจริง ทุกจํานวนนับ n  
 

พิสูจน  ให   |S n N P n  เปนจริง  

 1. กําหนดให  1P  เปนจริง ดังนั้น 1 S  

 2. กําหนดใหขอ 2 ถา  P n  เปนจริง แลว  1P n  เปนจริง 

 จึงไดวา  ถา n S  แลว 1n S   ดวย 
ดังนั้น โดยขอความของหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจะไดวา S  คือ เซตของจํานวนธรรมชาติ 
ซ่ึงแสดงวา  P n  เปนจริงสําหรบัทุกจํานวนธรรมชาติ n  

 
ตัวอยาง 1.4.1 จงพิสูจนวา   21 3 5 7 ... 2 1n n        สําหรับ n N   
 

วิธีทํา   ให   P n   แทนขอความ   21 3 5 7 ... 2 1n n         

1. พิจารณา   1P  แทนคา 1n   จะได 

       22 1 1 1   

    1 1  
แสดงวา  1P เปนจริง 
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2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา   21 3 5 7 ... 2 1k k        

 จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  

 โดยแสดงวา      21 3 5 7 ... 2 1 2 1 1 1k k k              

 พิจารณา         21 3 5 7 ... 2 1 2 1 1 2 1 1k k k k                    

                  22 2 1 1k k k       

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ   21 3 5 7 ... 2 1n n        
 

ตัวอยาง  1.4.2 จงพิสูจนวา 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
       สําหรับ n N     

 

วิธีทํา   ให   P n   แทนขอความ 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
       

1. พิจารณา  1P  แทนคา 1n   จะได  

 
     2 1 1 1 2 1 1

1
6

         

   1 1  
แสดงวา  1P เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

k k k
k

 
      

 จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  

 โดยแสดงวา  
     22 2 2 2 1 1 1 2 1 1

1 2 3 ... 1
6

k k k
k k

                  

 พิจารณา  
  

 2 22 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ... 1 1

6
k k k

k k k
 

           

         

 
 

 

 
  

   

     

2 1
1 1

6

2 2 3
1

6

1 2 2 3
6

1 1 1 2 1 1
6

k k
k k

k k
k

k k k

k k k

      
 
      
 

  


          

    

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ  n  ใด ๆ 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n
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ตัวอยาง 1.4.3 จงพิสูจน 3n n  หารดวย 3  ลงตัว  สําหรับ n N    
 

วิธีทํา  ให   P n   แทนขอความ 3n n  หารดวย 3 ลงตัว 

1. พิจารณา   1P  แทนคา 1n   จะได   

  31 1 0   ซ่ึงหารดวย 3 ลงตัว   
แสดงวา  1P   เปนจริง  

2.  ให  P k  เปนจริง นั่นคือ 3k k  หารดวย 3 ลงตัว 

จะแสดงวา  1P k  เปนจริง กลาวคือ ตองแสดงวา    31 1k k    หารดวย 3 ลงตัว 

เนื่องจาก 3k k   หารดวย 3 ลงตัว 
ดังนั้น  ให 3 3k k a   เม่ือ a  เปนจํานวนธรรมชาติ 

เพราะวา                         3 3 21 1 3 3 1 1k k k k k k          
3 2

3 2

3 2
3 3

k k k
k k k k

  

   
 

      

   
 

 

3 2

2

2

3

3 3

3

k k k k

a k k

a k k

   

  

  

   

เนื่องจาก 2a k k   เปนจํานวนธรรมชาติ จะไดวา    31 1k k    หารดวย 3 ลงตัว 

แสดงวา   1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ  3n n  หารดวย 3  ลงตัว 
 
ตัวอยาง 1.4.4 จงพิสูจนวา 3 1 2n n   สําหรับทุก ๆ จํานวนธรรมชาติ n   
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  43 1 2n        

1. พิจารณา   1P  แทนคา  1n   จะไดวา 

    13 1 2 1   

     3 3   เปนจริง 
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. ให  P k เปนจริง นั่นคือ 3 1 2k k   

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือ  จะพิสูจนวา   13 1 2 1k k      

เนื่องจาก     13 3 3 3 1 2 3 6 3 2 1 2 1k k k k k k             

จะไดวา   13 1 2 1k k     

แสดงวา   1P k   เปนจริง 

ดังนั้น 3 1 2n n   สําหรับทุก ๆ จํานวนธรรมชาติ n  
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ทฤษฎีบท 1.4.2  ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม n  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็ม  และมี

คุณสมบัติดังตอไปนี้ 
1.  P a  เปนจริง และ 

2.  สําหรับจํานวนเต็ม  k  ซ่ึง k a   
    ถา  P k เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย 

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม n  ท่ี n a  
 

พิสูจน  เนื่องจาก n a  ดังนั้น , 1, 2, 3,...n a a a a     

 ถาให 1m n a    จะได 1,2,3,4,...m   

 และจะได  P n  ขอความ  1P m a   

 ในการพิสูจนวาขอความ  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

เปนการเพียงพอท่ีจะพิสูจนวาขอความ  1P m a   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m

 ให        Q m  แทน  1P m a   

จะไดวา  1Q   แทน  1 1P a   คือ  P a  

  Q k  แทน  1P k a    

และ  1Q k   แทน  1 1P k a    

 1   1Q  เปนจริงเพราะ  P a  เปนจริงตามกําหนดใหขอ  1  

 2  ถา  Q k เปนจริงจะได  1P k a   เปนจริงโดยท่ี 1k   

 จะได 1k a a    เม่ือ  1P k a   เปนจริง 

 จากท่ีกําหนดให ขอ  2  จะได  1 1P k a    เปนจริง 

 นั่นคือ  1Q k   เปนจริง  

จาก  1 และ  2  สรุปวา  Q m  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m  

ดังนั้น  1P k a   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m  ท่ี 1m  

แต 1n m a    เม่ือ 1m  จะไดวา n a  
จึงไดวา  P n   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

 
ตัวอยาง 1.4.7 ถาให x  เปนจํานวนจริงบวกแลว จงพิสูจนวา  1 1nx nx    สําหรับทุก ๆ  

จํานวนเต็ม 2n  
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  1 1nx nx     

1. พิจารณา   2P  แทนคา 2n   จะได   

 2 21 1 2x x x     เนื่องจาก 0x และ 2 0x    

จะไดวา       21 2 1 2x x x      
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นั่นคือ    21 1 2x x                    

แสดงวา  2P  เปนจริง 

2. ให   P k  เปนจริง สําหรับจํานวนเต็ม 2k   นั่นคือ   1 1kx xk    เปนจริง 

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือจะพิสูจนวา    11 1 1kx x k
     

พิจารณา            1 21 1 1 1 1 1 1k kx x x kx x k x kx
             

 เนื่องจาก k  เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวา 2 และ 0x  และ 2 0x   

 จะไดวา     11 1 1kx x k
      

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น  1 1nx nx    สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม 2n  

 
ตัวอยาง 1.4.8 จงพิสูจน 33n n เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 4n  
 

วิธีทํา ให  P n แทนขอความ 33n n   

1. พิจารณา  4P  เม่ือ 4n   จะได  
4 33 4 เปนจริง 

แสดงวา  4P  เปนจริง 

2. ให  P k  เปนจริง สําหรับจํานวนเต็ม 4k   นั่นคือ 33k k เปนจริง 

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือจะพิสูจนวา  313 1k k   เปนจริง 

 จากสมบัติของจํานวนเต็ม นํา 3 คูณท้ังสองขาง จะไดวา 
1 3 3 3 3 23 3 3 1k k k k k k k         

ดังนั้น  313 1k k    

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น 33n n   เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 4n   
 

อาจจะแสดงวา  ขอความ  P n  ท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  เปนจริง สําหรับทุก ๆ 

จํานวนเต็มบวก n  ไดอีกวิธีหนึ่ง  โดยใชทฤษฎีบทตอไปนี้  

 
ทฤษฎีบท 1.4.3 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 (2nd principle of mathematical induction)    

ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  และมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 

1.  1P  เปนจริง และ 

2. ถา  P k  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก k   

ท่ี k m  เม่ือ m  เปนจํานวนเต็มบวก แลว  P m  เปนจริงดวย 

จะไดวา   P n   เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n  
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พิสูจน  ให   |S n N P n  เปนเท็จ   

 สมมติวา S   โดยมีการจัดอันดับท่ีดี จะมี m S  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดใน S  

 ดังนั้น  1P  เปนจริง ดังนั้น 1m  

 แสดงวา  P k  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนจริงบวก k  ท่ี k m  

 โดยสมมติฐานขอ 2 จะไดวา  P m  เปนจริง ซ่ึงผลท่ีได ขัดแยงกับ m S  

 ดังนั้น ท่ีสมมติวา S   เปนเท็จ แสดงวา S   

 นั่นคือ  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

หมายเหตุ  1. โดยท่ัวไปนิยมเรียกการพิสูจนหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 วาหลักอุปนัยอยาง
เขม (strong mathematical induction) 

    2. สามารถแสดงไดวาการพิสูจนใชทฤษฎีบท 1.3 อาจนําไปพิสูจนขอความท่ีเก่ียวกับ
จํานวนเต็ม n  ใด ๆ ท่ี n a  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
 
หลักอุปนัยอยางเขม (strong mathematical induction) 
 ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนเต็ม n  และ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึง 

  1.  P a  เปนจริง และ 

  2. ถา        , 1 , 2 ,..., 1P a P a P a P m    เปนจริง แลว  P m  เปนจริง 

จะไดวา  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

 
ตัวอยาง 1.4.9 พิจารณาลําดับ 1,3,4,7,11,18,29,47,76,... เรียกลําดับนี้วา ลําดับคูลัส (lucas 

sequence)  โดยท่ี 1 21, 3a a   และ 1 2n n na a a    สําหรับจํานวนเต็มบวก 

n  ท่ี 3n  จงพิสูจนวา 
7
4

n

na
    

 เปนจริง สําหรับจํานวนเต็มบวก n  

 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ 
7
4

n

na
    

 

1. พิจารณา  1P และ  2P  แทนคา 1n   และ 2n   จะได 

ถา 1n   จะได 
1

1
71
4

a
     

 

     ถา 2n   จะได 
2

2
73
4

a
     

 

แสดงวา  1P และ  2P  เปนจริง 

2. ให  P k  เปนจริงสําหรับทุก k m  เม่ือ 3m  

 ดังนั้น 
1

1
7
4

m

ma




    
 และ

2

2
7
4

m

ma
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 แต 
1 2 2

1 2
7 7 7 7 1
4 4 4 4

m m m

m m ma a a
  

 

                                     
  

 จึงไดวา 
2 27 11 7 7 7

4 4 4 4 4

m m m m

ma
                                             

 เปนจริง 

แสดงวา  P m  เปนจริง 

ดังนั้น 
7
4

n

na
    

เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

1.5 สรุป  
1. ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวน สามารถแบงไดเปน 4 ลักษณะคือ ระบบการรวมพวก

อยางงาย ซ่ึงแบงออกเปน 4 แบบ คือ ตัวเลขอียิปตโบราณ ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน ตัวเลข
กรีกโบราณ และตัวเลขของชาวโรมัน ระบบการรวมพวกโดยการคูณ ระบบไซเฟอร และระบบ
ตําแหนง ระบบนี้ใชหลักการนี้คือ แบบ summer และbabylon  แบบมายัน และระบบฮินดูอารบิก 
 2. โครงสรางของคณิตศาสตร ประกอบดวย อนิยาม นิยาม สัจพจน และทฤษฎีบท  

3. โครงสรางของระบบจํานวน 

3.1 จํานวนธรรมชาติ ใชสัญลกัษณ N ซ่ึง  1,2,3,...N   

3.2 จํานวนเต็มศูนย ใชสัญลักษณ 0Z  ซ่ึง  0 0Z   

3.3 จํานวนเต็มลบ ใชสัญลักษณ Z ซ่ึง  1, 2, 3,...Z      

3.4 จํานวนเต็ม ใชสัญลักษณ Z ซ่ึง  ..., 3, 2, 1,0,1, 2,3,...Z       

3.5 จํานวนตรรกยะใชสัญลักษณ Q  ซ่ึง  | pQ x x
q

  ซ่ึง ,p q Z และ 0q   

3.6 จํานวนอตรรกยะใชสัญลักษณ Q   เชน , 2, 3,e  เปนตน  

3.7 จํานวนจริง ใชสัญลักษณ R  ซ่ึง R Q Q   

3.8 จํานวนเชิงซอน ใชสัญลักษณ C  ซ่ึงสามารถเขียนในรูป a bi  เม่ือ ,a b  เปน

จํานวนจริง และ 1i    
 4. หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร คือขอความท่ีวา ถา S  เปนเซตยอยของจํานวนธรรมชาติ 
ท่ีมีสมบัติดังนี้   

4.1 1 S   
4.2 ถา n S  แลว 1n S  แลว จะสรุปไดวา S  เปนเซตจํานวนธรรมชาติ  

 5. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1   
     ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนธรรมชาติ n  ถา                       

    5.1  1P เปนจริง และ 

    5.2 ถา  P k  เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย 

 แลวจะสรุปไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
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6. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ีใชพิสูจนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม โดย 
    ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม n  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็ม  และมี

คุณสมบัติดังตอไปนี้ 
    6.1  P a  เปนจริง และ        

    6.2 สําหรับจํานวนเต็ม  k  ซ่ึง k a  ถา  P k เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย  

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

   7. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2  
     ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  และมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 

     7.1  1P  เปนจริง และ 

     7.2 ถา  P k  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก k  ท่ี k m  เม่ือ m เปน

จํานวนเต็มบวก แลว  P m  เปนจริงดวย จะไดวา   P n  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n  

8. หลักอุปนัยอยางเขม  
     ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนเต็ม n  และ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึง 

     8.1  P a  เปนจริง และ 

     8.2 ถา        , 1 , 2 ,..., 1P a P a P a P m    เปนจริง แลว  P m  เปนจริง 

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  
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แบบฝกหัด 1 
 

1. จงเปลี่ยนตัวเลขอียิปตโบราณท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 

1.1 
 

1.2  
 

1.2 
 

2. จงเปลี่ยนตัวเลขบาบิโลเนียท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
2.1 

 
2.2 

 
2.3 

   
3. จงเปลี่ยนตัวเลขกรีกโบราณท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 

3.1    
3.2  
3.3  

4. จงเปลี่ยนตัวเลขโรมันท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
4.1  XXVII  
4.2 CLII  
4.3 CMLVII  

5. จงเปลี่ยนตัวเลขไอโอนิกกรีกท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
5.1  TZB  
5.2 M  
5.3 K  

6. จงเปลี่ยนตัวเลขมายันท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
6.1  6.2  6.3 
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7. จงเปลี่ยนตัวเลขจีนท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
7.1  7.2  7.3 

     

 
 

 
 

 

  
 

 
 

 
 

 
 

 
    

 
    

 
    

 
 

8. จงพิสูจนวาขอความตอไปนี้เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก โดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 8.1  2 4 6 ... 2 1n n n       

 8.2  11 2 3 ... 1
2

n n n       

 8.3    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        

8.4  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

8.5     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            
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บทท่ี 2  
จํานวนธรรมชาต ิ

 
 บทนี้ศึกษาถึงสัจพจนของเปอาโน ความสัมพันธเทากับของจํานวนธรรมชาติ การบวกจํานวน
ธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการบวกจํานวนธรรมชาติ กาลบจํานวนธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการ
ลบจํานวนธรรมชาติ การคูณจํานวนธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการคูณจํานวนธรรมชาติ ลําดับของ
จํานวนธรรมชาติ และทฤษฎีบทสําหรับลําดับจํานวนธรรมชาติ 
 

2.1 สัจพจนของเปอาโน 
 

 เซตของจํานวนธรรมชาติ N  เปนเซตท่ีสอดคลองกับสัจพจนท่ีมีชื่อวา สัจพจนของเปอาโน
(Peano’s axioms) ดังตอไปนี้ 

1. 1 เปนสมาชิกของจํานวนธรรมชาติ  1 N  

2. สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ จะมีพจนตามหลัง (successor) เพียงตัวเดียว พจน
ตามหลังของ n  ใชสัญลักษณแทนดวย n  

3. สําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ 1 ไมใชพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  1 n   

4. สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ m  ใด ๆ ถา m n  แลว m n   หรือในทางตรง
ขาม ถา m n  แลว m n   

5. หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา S  เปนเซตท่ีมีสมบัติ ดังนี้ 
  1. 1 S   

2. ถา n S  แลว n S   จากขอ 1 และ2 จะไดวา S N  
 
ตัวอยาง 2.1.1 จํานวนธรรมชาติ คือ 1,2,3,... สอดคลองกับสัจพจนของ เปอาโน ท้ัง 5 ขอ 

1. โดยสัจพจนขอ 1 ไดวา  1 N  
2. โดยสัจพจนขอ 2 มี 1 N    โดย  

   1 2   (1 มีพจนตามหลังคือ 2 ) 
   2 3  ( 2 มีพจนตามหลังคือ3 ) เปนตน 

3. โดยสัจพจนขอ 3 พบวา 1 ไมเปนพจนตามหลังของจํานวนใด  
4. โดยสัจพจนขอ 4 จาก  1 2  แลว 1 2   
5. หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร สมมติเซต S เปนเซตของจํานวนธรรมชาต ิ 

แลว แสดงใหไดวา S N  โดยการพิสูจนแบงออกเปน 2 ข้ันตอน คือ 
   1. แสดงใหไดวา 1 S   

2. ให n S  แลวตองแสดงใหไดวา n S   
ถาเปนจริงท้ัง 2 ขอ จะสรุปไดวา S N   
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2.2 ความสัมพันธเทากับ 
 

ความสัมพันธเทากับ เปนความสัมพันธระหวางสิ่งของสองสิ่งท่ีเปนสิ่งเดียวกัน ถาจํานวน
ธรรมชาติ m  เทากับจํานวนธรรมชาติ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  เม่ือสองจํานวนนั้นเปน
จํานวนเดียวกันโดยท่ีความสัมพันธเทากับมีสมบัติท่ีเรียกวา ความสัมพันธสมมูล 
 ความสัมพันธสมมูล (equivalent relation) คือ ความสัมพันธท่ีมีสมบัติดังนี้ เม่ือ ,m n  และ
p  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  
 1. สมบัติสะทอน (reflexive): m m  
 2. สมบัติสมมาตร (symmetric); ถา m n  แลว n m  
 3. สมบัติถายทอด (transitive); ถา m n  และ n p  แลว m p   
 
ทฤษฎีบท 2.2.1 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ n n  
 

พิสูจน  ให  S N  ซ่ึง  |S n N n n     

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1   
  จากสัจพจนขอ 3 ท่ีวา 1 ไมเปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ    

จึงได             1 1     
ดังนั้น 1 S  

2. ให n S  ดังนั้น n n  ตองการ n S   ตองแสดงวา  n n
    

จากสัจพจนขอ 4  n n   แลว  

                              n n
   

ดังนั้น n S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ n n  
 

2.3 การบวกจํานวนธรรมชาต ิ
 

นิยาม 2.3.1 จํานวนธรรมชาติ m  ผลบวกของ m  กับ 1 ใชสัญลักษณแทนดวย 1m  โดย 

1m m   
และสําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ผลบวกของ m  กับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  

ท่ีสมบัติวา                   m n m n     

 
ตัวอยาง 2.3.1 จากนิยาม   *1 1 1    

 *2 1 2    
 *3 1 3    
 *4 1 4    เปนตน 
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และ  1 2 3 4      หรือ 1 2 1 2 1 3 4        

                7 9 16 17    หรือ  7 9 7 9 7 10 17         

 
ทฤษฎีบท 2.3.1 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
   

พิสูจน  จํานวนธรรมชาต ิm  ใด ๆ ให S N ซ่ึง  |S n N m n    เปนจํานวนธรรมชาติ  

  1. ตองการ 1 S   ตองแสดงวา 1m S    
พิจารณา          1m m        
เนื่องจาก  m

 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m   
นั่นคือ    m  เปนจํานวนธรรมชาติ 
จึงได  1m  เปนจํานวนธรรมชาติ 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
   ตองการ n S   ตองแสดงวา  m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
 เนื่องจาก  m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  

จึงได            m n 
  เปนจํานวนธรรมชาติ  

  จากนิยาม      m n m n      

จึงได m n  เปนจํานวนธรรมชาต ิ
ดังนั้น n S    

โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
นั่นคือ ทุกจํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
 
ทฤษฎีบท 2.3.2 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ  ให S N  ซ่ึง  
            |S n N m n   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา 1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จากนิยาม  1m m    
เนื่องจาก m

 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m              
โดยสัจพจนขอ 2   m

 มีเพียงจํานวนเดียว 
จึงได          1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
ตองการ n S   ตองแสดงวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

               เนื่องจาก  m n    มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จึงได   m n 

  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
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  จากนิยาม           m n m n       

จึงได     m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
ดังนั้น n S   โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 2.3.3 สมบัติการบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา 

m n  แลว m p n p       
 

พิสูจน  จาก m n  มีความหมายวา m  และ n  เปนจํานวนเดียวกัน 
โดยทฤษฎีบท 2.3.1 และ2.3.2 สําหรับ p  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

    m p  จึงเปนจํานวนเดียวกับ n p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n  แลว m p n p    
 
ทฤษฎีบท 2.3.4 สมบัติการเปลี่ยนกลุมสําหรับการบวกให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ  
                       m n p m n p       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  
    |S p N m n p m n p         

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา    1 1m n m n       

พิจารณา         1m n m n 
          

    
 1

m n
m n

 

  
 

ดังนั้น 1 S  
  2. ให p S ดังนั้น    m n p m n p       

ตองการ p S  ตองแสดงวา    m n p m n p        

พิจารณา     m n p m n p
         

    

 

 

 

m n p

m n p

m n p







    

  

  

 

ดังนั้น p S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ    m n p m n p       
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ทฤษฎีบท 2.3.5 จํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ 1 1m m    
 

พิสูจน ให S N  ซ่ึง  | 1 1S m N m m      

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1 1    
พิจารณา       *1 1 1     

1 1   
ดังนั้น 1 S   
2. ให m S  ดังนั้น 1 1m m    ตองการ m S   ตองแสดงวา 1 1m m      

  พิจารณา            1 1 1m m      

      1 1m    

      1 1m        

     1 m   
ดังนั้น m S    

โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ 1 1m m     
 
ทฤษฎีบท 2.3.6 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการบวก ให m และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ 

m n n m     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  |S n N m n n m       

 1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา     1 1m m    
จากทฤษฎีบท 2.3.5   1 1m m     เปนจริง 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n n m    ตองการ n S   ตองแสดงวา m n n m      

  พิจารณา            m n m n                 

      
 

1

1

n m
n m

n m

 

  

  

 
 1n m

n m

  

 
 

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n ใด ๆ  m n n m     
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ทฤษฎีบท 2.3.7 สมบัติการตัดออกสําหรับการบวก ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ   

ถา m n m p    แลว n p  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n และ p ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  

 |S m N m n m p      แลว n p  

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา ถา 1 1n p   แลว n p   

ให            1 1n p    
              1 1n p    
           n p   

โดยสัจพจนขอ 4               n p  
ดังนั้น 1 S   
2. ให m S   ดังนั้น ถา m n m p    แลว n p  
ตองการ m S  ตองแสดงวา ถา m n m p     แลว n p   

  ให         m n m p     

                n m p m     

                    n m p m 
    

                 n m p m    

            n p  

ดังนั้น m S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N    
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p   
  

2.4 การคูณจํานวนธรรมชาติ 
 

นิยาม 2.4.1 จํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ ผลคูณ m  กับ 1 ใชสัญลักษณแทนดวย 1m  หรือ 1m   
กําหนดโดย   1m m    

และจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ผลคูณระหวาง m  กับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  
ซ่ึงมีสมบัติวา                 m n m n m     

 

หมายเหตุ การเขียน m n m   หมายถึง  m n m    
 

ทฤษฎีบท 2.4.1 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
   

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ  ให S N  ซ่ึง  |S n N m n    เปนจํานวนธรรมชาติ  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  เปนจํานวนธรรมชาติ 
พิจารณา   1m m   
เนื่องจาก  m      เปนจํานวนธรรมชาติ  
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จึงได   1m  เปนจํานวนธรรมชาติ  
ดังนั้น 1 S  
2. ให n S  ดังนั้น m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
ตองการ n S   ตองแสดงวา m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  

พิจารณา  m n m n m     
เนื่องจาก m n เปนจํานวนธรรมชาติและผลบวกของจํานวนธรรมชาติไดผลลัพธเปนจํานวนธรรมชาติ  

จึงได   m n m   เปนจํานวนธรรมชาติ 
นั่นคือ    m n       เปนจํานวนธรรมชาติ  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N    
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ   
 
ทฤษฎีบท 2.4.2 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  คา ของ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 2.4.3 สมบัติการคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ   ถา 

m n  แลว m p n p     
  

พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  
จาก   m n  มีความหมายวา m  และ n  เปนจํานวนเดียวกัน 
โดยทฤษฎีบท 2.4.1 และ2.4.2   m p  จึงเปนจํานวนเดียวกับ n p  

นั่นคือ  m p n p    
 
ทฤษฎีบท 2.4.4 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆจะไดวา 1 1n n      
 

พิสูจน ให S N  ซ่ึง  |1 1S n N n n       

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1 1    

พิจารณา        1 1 1    

   1 1   
ดังนั้น 1 S  
2. ให n S   ดังนั้น 1 1n n    ตองการ n S   ตองแสดงวา1 1n n     

พิจารณา              1 1 1n n        

    

 1 1
1

1

n
n
n
n





  

 



 

    



ตัว
อย
่าง

 
 

28 

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ 1 1n n     
 
ทฤษฎีบท 2.4.5 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะไดวา n m n m m      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  |S m N n m n m m        

 1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1n n     
พิจารณา    1n n    

     
 

1
1 1

n
n

 

  
 

ดังนั้น 1 S   
2. ให m S   ดังนั้น n m n m m      
ตองการ m S   ตองแสดงวา n m n m m        

พิจารณา           n m n m n         

     

 

 

 

 

n m m n

n m m n

n m n m

n m n m

n m m









 

     
     
     

   

  

 

ดังนั้น m S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ n m n m m      
 

ทฤษฎีบท 2.4.6 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการคูณ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะไดวา 
m n n m     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 2.4.7 สมบัติการแจกแจง ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ จะไดวา  

     m n p m n m p        
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ p ใด ๆ S N ให  

      |S m N m n p m n m p         

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา      1 1 1n p n p       

พิจารณา         1 1n p n p      

n p   
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        1 1n p     

        1 1n p     

ดังนั้น 1 S   
2. ให m S  ดังนั้น      m n p m n m p        

ตองการ m S  ตองแสดงวา      m n p m n m p         

พิจารณา        m n p m n p n p        

   
   

   

m n m p n p

m n n m p p

m n m p 

     

     

   

 

ดังนั้น m S    โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใด ๆ      m n p m n m p        

 
ทฤษฎีบท 2.4.8 สมบัติการแจกจง ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ จะไดวา  

                        m n p m n p       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

2.5 ลําดับของจํานวนธรรมชาติ 
 

นิยาม 2.5.1 จํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ จะกลาววาจํานวน m  มากอนจํานวน n  หรือ m
นอยกวา n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให  
m p n   

และ กลาววา m  มากกวา n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ n m  
  กลาววา m  นอยกวาหรือเทากับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ 

m n   หรือ m n    
      กลาววา m  มากกวาหรือเทากับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ 
m n  หรือ m n    
ซ่ึงความสัมพันธ , ,    และ  เรียกวา ความสัมพันธลําดับ (ordered relations)  

 
ตัวอยาง 2.5.1 4 < 7 เพราะมีจํานวนธรรมชาติ  3 ซ่ึงทําให 4 + 3 = 7 

9 > 1 เพราะวา 1 < 9 ซ่ึงมีจํานวนธรรมชาติ 8 ซ่ึงทําให 1 + 9 = 10 

5 ≤ 10 เพราะวา 5 < 10 และ8 ≥ 8 เพราะวา 8 = 8  
 

ขอสังเกต  n n  เพราะวา 1n n n     
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ทฤษฎีบท 2.5.1 สมบัติการถายทอด ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n  และ

n p  แลว m p   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ  กําหนดให m n  และ n p   

ตองการ m p   ตองแสดงวา m  จํานวนธรรมชาติ p  

จาก m n   และ n p  โดยนิยาม 2.5.1 จะมีจํานวนธรรมชาติ a  และb  ซ่ึงทําให  

          m a n      ........... 1   

                         n b p      ........... 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;     m a n b n p       

            m a b n p n        

              m a b p                                                     

             m a b p     ( a b เปนจํานวนธรรมชาติ) 

        m p            

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n  และ n p  แลว m p   
 
ทฤษฎีบท 2.5.2 ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n   แลว m p n p    
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ กําหนดให m n   

ตองการ m p n p    ตองแสดงวา  m p  จํานวนธรรมชาติ n p    

ให m n  จากนิยาม 2.5.1 จะตองมีจํานวนธรรมชาติ a   ซ่ึงทําให              

                 m a n    
สําหรับจํานวนธรรมชาติ p ใด ๆ  m a p n p      

                      m p a n p                 

                  m p n p     

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n แลว m p n p     
 
ทฤษฎีบท 2.5.3 จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n แลว m p n p     
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 
ทฤษฎีบท 2.5.4 จํานวนธรรมชาติใด ๆ 1 เปนจํานวนธรรมชาติท่ีนอยท่ีสุด กลาว คือ 1 n        ทุก

จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ  
   

พิสูจน  ให S N  ซ่ึง  |1S n N n    

1. ตองการ  1 S  ตองแสดงวา1 1  
  โดยนิยาม 2.5.1         1 1    

ดังนั้น 1 S   
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  2. ให n S  ดังนั้น 1 n  ตองการ n S   ตองแสดงวา 1 n  
เนื่องจาก   1 n  
และ   1n n n    
โดยสมบัติการถายทอด    1 n  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
นั่นคือ จํานวนธรรมชาติ  1 เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด  
 
ทฤษฎีบท 2.5.5 ให m  และ n เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n  แลว m n   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n   ใด ๆ ถา m n   
         ตองการ m n   ตองแสดงวา 1m n   

ถา          m n     
จากทฤษฎีบท 2.5.4 ท่ีวา 1 n    
จึงได     1m n    

ดังนั้น m n    
 
สมบัติไตรวิภาค (transitive law) 
 

จํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
 1. m n   
 2. m n  หรือกลาวไดวา บางคา p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ซ่ึง m n p   

 3. m n  หรือกลาวไดวา บางคา p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ซ่ึง n m p   
 

การพิสูจนแบงออกเปน 2 ตอนคือ 
1. พิสูจนวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคสองขอ

พรอมกันไมได 
2. พิสูจนวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวภิาคขอใดขอ

หนึ่งในสามขอ 
พิสูจน ตอนท่ี 1 จํานวนธรรมชาติ m และ n  จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคสองขอพรอมกันไมได 

1.1 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 2 คือ  m n  และ

m n  
จาก  m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึงทําให                  

            m n p            

จึงได            m n p     

แต ;m n        m m p     
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         m m p    

            1m m p     สมบัติการตัดออกสําหรับการบวก 

       1 p   
จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p  โดยสัจพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 2 
พรอมกันไมได  

1.2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ 
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 3 คือ m n  และm n  

จาก m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึง                     n m p    

จึงได                   n m p      

แต ;m n              n n p     

       n n p    
 1n n p    
       1 p      

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 3 

พรอมกันไมได  
1.3 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และขอ 3  
     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาค ขอ 2 และขอ 3 

พรอมกันไมได  
ตอนท่ี 2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอ

หนึ่งในสามขอ ให m  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ สําหรับ S N ให  
 |S n N m n   หรือ m n หรือ m n  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  หรือ 1m  หรือ 1m  
ให 1m  ; แลว 1 1   หรือ m n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1  
ให 1m   แสดงวา m  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p ใด ๆ       

             จึงได                m p  
 1m p    

                                1m   สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2  
จึงได 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น n  ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งในสามขอ คือ 
m n  หรือ m n หรือ m n  สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ  



ตัว
อย
่าง

 
 

33 

ตองการ n S   ตองแสดงวา n  ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งใน
สามขอ คือ m n  หรือ m n หรือ m n   

2.1 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 คือ    

m n  
    จึงได             m n             

              1m n    
                  m n     

ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  
2.2 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 คือ m n    
โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให      m n p    ...........   

ถา 1;p    1m n n    
ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 

ถา 1;p   แสดงวา p เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ r   

จึงได  p r แทนคาในสมการ          

         m n r   
          1n r    

          1n r    

         n r   
            m n  

ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2  
2.3 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  

คือ   m n  โดยนิยามมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให   n m p   

                                  n m p     

                      n m p    

              n m      
ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  

จาก 2.1 2.2 และ2.3 จึงได n S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
นั่นคือ ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งใน

สามขอ 
จากขอ 1 และขอ 2 ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอ
หนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
 1. m n    2. m n    3. m n   
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ทฤษฎีบท 2.5.6 สมบัติการตัดออกสําหรับการคูณ ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ     

จะไดวา m n m p    แลว n p   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ให m n m p    แลว n p   

จาก n p  โดยสมบัติไตรวิภาค แสดงวา n p  หรือ n p  

 กรณีท่ี 1 ถา n p  หรือ p n  โดยนิยาม จะมีจํานวนธรรมชาติ a  ซ่ึงทําให  
     p a n   

 จากท่ีกําหนดให                            m n m p                     

 แทนคา  ;n p a            m p a m p     

         m p m a m p      

               m p m a m p
         

                  1m p m a m p
       

                  1m a 
   

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  m a โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p  ไมเปนจริง 

กรณีท่ี 2 ถา n p  โดยนิยาม จะมีจํานวนธรรมชาติ b  ซ่ึงทําให  
                 n b p   

 จากท่ีกําหนดให                   m n m p    

 แทนคา ;p n b                     m n m n b     

                m n m n m b      

                              m n m n m b
         

                           1m n m n m b 
       

                           1 m b 
   

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  m b โดยสัจพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p  ไมเปนจริง 

จากกรณีท่ี 1 และ2 จึงขัดแยงท่ีวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p    

แลว n p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p    แลว n p   
 
ทฤษฎีบท 2.5.7 หลักการอารคิมีเดียน สําหรับจํานวนธรรมชาติ (The Archimedean Principle for 

Natural Number) สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะมีจํานวนธรรมชาติ 
p  ท่ีมีสมบัติวา m n p    
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พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ 
 จะไดวา 1n   หรือ 1n   
 กรณีท่ี 1 ถา 1n   ให p  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m   

 ให             1p m m    

 จะได   m p  

 และ   1m p     

 จึงได           m p n      
 กรณีท่ี 2 ถา 1n   แสดงวา n  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ 

ดังนั้น มีบางจํานวนธรรมชาติ q  ซ่ึงทําให n q  

ให      p m    

จะได           p n m n                                       

       
n q
m q m
m m q

 
  
  

 

 จึงได m p n    

ดังนั้น มีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให m n p     
 
บทแทรก 2.5.1  เซตจํานวนธรรมชาติไมมีขอบเขตดานบน คือ สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  จะมี  
                    จํานวนธรรมชาติ p  ท่ี n p  

 
ทฤษฎีบท 2.5.8 ให  n  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ไม มีจํานวนธรรมชาติ  x  ท่ี มีสมบั ติว า 

1n x n     
 

พิสูจน  ให x  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆและ 1n x n     
จาก                n x   
โดยทฤษฎีบท 2.5.5  n x   
จึงได                   1n x    

 ขัดแยงท่ีกําหนดให   1x n                       
นั่นคือ ไมมีจํานวนธรรมชาติ x  ท่ีมีสมบัติวา 1n x n     
 
นิยาม 2.5.2 ให A  เปนเซตยอยไมใชเซตวางของจํานวนธรรมชาติ จํานวนธรรมชาติ a A  จะเปน

จํานวนนอยท่ีสุดของ A  ถา a n  สําหรับทุกๆ n A   
 
ทฤษฎีบท 2.5.9 ให A  เปนเซตยอยของเซตจํานวนธรรมชาติ ถา A  มีจํานวนนอยท่ีสุดจะมีเพียง  

ตัวเดียว 
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พิสูจน ให ,m n  เปนจํานวนธรรมชาติ และเปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  
       จาก m  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  และ n A  จะไดวา m n  
 และ จาก n  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  และ m A  จะไดวา n m   
 ไดวา     m n m    

ดังนั้น                 m n  
นั่นคือ จํานวนท่ีนอยท่ีสุดของ A  มีเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 2.5.10 หลักการเรียงลําดับอยางดี (the well – ordering principle) เซตยอยท่ีไมใช  

เซตวางใด ๆ ของจํานวนธรรมชาติ จะมีจํานวนท่ีนอยท่ีสุด 
 

พิสูจน ให A N  และ A  ไมเปนเซตวาง ซ่ึง  |S n N n x   ทุกๆ x A   

จาก    1 x ทุกคา x A     
ดังนั้น 1 S  
ไดวา S  ไมเปนเซตวาง 

ถามี n S A    จะไดวา n เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของ A  
สมมติวา ไมมีจํานวนนอยท่ีสุดของ A  คือ S A  เปนเซตวาง 
 ให n S จะไดวา n A  ดังนั้น n x  ทุกๆ x A  และไดวา n x   ทุกๆ x A   
ไดวา n S    
ดังนั้น S N  ซ่ึงไดวา S A N A A     ซ่ึงขัดแยงกับขอสมมติท่ีวา S A เปนเซตวาง 
นั่นคือ มีจํานวน n A  ท่ีมีสมบัติวา n x  ทุกๆ x A   
คือ n  เปนจํานวนนอยท่ีสุดของ A  
 
2.6 สรุป  

1. สัจพจนของปอาโนโดยมีสมบัติ ตอไปนี้ 
1.1  1 เปนสมาชิกของจํานวนธรรมชาติ  1 N  

1.2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ จะมีพจนตามหลังเพียงตัวเดียว โดยท่ีพจนตามหลัง
ของ n  ใชสัญลักษณแทนดวย n  

1.3 สําหรบัทุกจํานวนธรรมชาต ิn  ใด ๆ 1 ไมใชพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  1n   

1.4 สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ m  ใด ๆ ถา m n  แลว m n   หรือในทาง    
     ตรงขาม ถา m n  แลว m n    
1.5 หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา S  เปนเซตท่ีมีสมบัติ ดังนี้ 

  1. 1 S   
2. ถา n S  แลว n S   จากขอ 1 และขอ 2 จะไดวา S N  

2. การบวกจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n   
2.1 1m m    
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2.2  m n m n      

3. สมบัติการบวกจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ 
3.1 การปด ; m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว ; m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การเปลี่ยนหมู ;    m n p m n p      

3.4 การสลบัท่ี ; m n n m                   
3.5 การตัดออก ; ถา m n m p   แลว n p  

4. การคูณจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n   
   4.1 1m m   
   4.2 m n m n m      

5. สมบัติการคูณจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาต ิ ,m n  และ p ใด ๆ  
    5.1 การปด; m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 

    5.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; m n  มีผลลัพธพียงจํานวนเดียว 

    5.3 การสลับท่ี; m n n m    

               5.4 การแจกแจง ;      m n p m n m p       

               5.5 การเปลี่ยนหมู ;    m n p m n p      

     5.6 การตัดออก; ถา m n m p    แลว n p   

6. ลําดับของจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ  
6.1 m n  ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให m p n    
6.2 m n  ก็ตอเม่ือ n m    
6.3 m n ก็ตอเม่ือ m n  หรือ m n    
6.4 m n ก็ตอเม่ือ m n  หรือ m n    
6.5 ความสัมพันธ , ,   และ  เรียกวา ความสัมพันธลําดับ  

7. สมบัติลําดับของจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ   
7.1 ความสัมพันธนอยกวา   มีสมบัติถายทอด ถา m n  และ n p แลว m p   

7.2  ถา m n แลว m p n p    

7.3 ถา m n  แลว m p n p      
7.4 1 เปนจํานวนธรรมชาติท่ีนอย  
7.5 ถา m n  แลว m n   
7.6 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ไมมีจํานวนธรรมชาติ x  ท่ีมีสมบัติวา 1n x n     

8. สมบัติไตรวิภาค จํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่ง
ตอไปนี้ เพียงขอเดียว  1. m n   2. m n      3. m n   

9. หลักการอารคิมีเดียนสําหรับจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ    
จะมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีมีสมบัติวา m n p    
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แบบฝกหัด 2 
 

1. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.2 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

2. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.6 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n n m     

3. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.8 สําหรับ , ,m n p N  จะไดวา    m n p m n p      

4. พิสูจนทฤษฎีบท 2.5.3 สําหรับ , ,m n p N ใด ๆ ถา m n  แลว m p n p     
5. พิสูจนสมบัติไตรวิภาค ตอนท่ี 1 กรณีท่ี 1.3 ให ,m n N  และสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 

และขอ 3 พรอมกัน 
 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

39 
 

บทท่ี 3 
จํานวนเต็ม 

 
ในบทนี้จะกลาวถึง ท่ีมาของการสรางจํานวนเต็ม เซตของจํานวนเต็ม การบวกและการลบ

จํานวนเต็ม ทฤษฎีบทและสมบัติตาง ๆ ของการบวกและการลบจํานวนเต็ม การคูณจํานวนเต็ม 
ทฤษฎีบทและสมบัติตาง ๆ ของการคูณจํานวนเต็ม 

 

3.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

พิจารณาสมการ p q x   สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,p q  และ x  ใด ๆ พบวา ไมสามารถ
หาคา x  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได หรือจะกลาววาสมการจะเปนไปไมได 
เม่ือ p  มีคานอยกวาหรือเทากับ q  

ตัวอยางเชน 4 7 x  ไมสามารถหาคา x ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติท่ีทําใหสมการเปนจริงได 
 จากปญหาขางตนจึงจําเปนตองขยายจํานวนธรรมชาติออกไป โดยเพ่ิมจํานวนลบ และ
จํานวนศูนย ซ่ึงเรียกจํานวนใหมนี้วาจํานวนเต็มลบ และจํานวนศูนย ตามลําดับ เม่ือรวมจํานวน
ธรรมชาติ จํานวนศูนย และจํานวนเต็มลบ เรียกจํานวนดังกลาววา “จํานวนเต็ม” โดยใชสัญลักษณ
แทนดวย Z  
 ถาให  ,p q เปนคูอันดับ โดยท่ี p  และ q เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ และกําหนดใหคูอันดับ

นี้แทนการดําเนินการ “ p q ” แลวจะไดวา  ,p q  แทนจํานวนเต็มบางจํานวนได  

 
ตัวอยาง 3.1.1 พิจารณา คูอันดับ  3,5 แทนจํานวนเต็ม  3,5 3 5 2    

   คูอันดับ  5,2  แทนจํานวนเต็ม  5,2 5 2 3    

คูอันดับ  4,4  แทนจํานวนเต็ม  4,4 4 4 0    

   คูอันดับ  4,6  แทนจํานวนเต็ม  4,6 4 6 2    

   คูอันดับ  5,7  แทนจํานวนเต็ม  5,7 5 7 2    

เนื่องจาก คูอันดับ    3,5 , 4,6 และ  5,7 แทนจํานวนเต็ม 2 จึงกลาวไดวาคู อันดับท้ังสามมี

ความสัมพันธกันใชสัญลักษณแทนดวย   3,5 4,6R หรือ    4,6 5,7R  

เนื่องจากจํานวนเต็ม  ,p q p q   เปนการดําเนินการ“ลบ”ซ่ึงการดําเนินการลบในเซต

จํานวนธรรมชาติไมสอดคลองสมบัติปด ดังนั้นตองมีการจัดรูปแบบการดําเนินการใหม ดังนี้ 
พิจารณา       3,5 4,6R                              

ดังนั้น    3 5 4 6    
จัดรูปแบบใหม   3 6 4 5    
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นิยาม 3.1.1 กําหนดเซต   , |L m n เม่ือ m  และ n เปนจํานวนธรรมชาติ  และกําหนด

ความสัมพันธ “ ” บนเซต L  คือ    , ,m n p q  ก็ตอเม่ือ m q n p          

เม่ือ , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 
 
ทฤษฎีบท 3.1.1 ให , , , ,m n p q r  และ s  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ความสัมพันธ “ ” มีสมบัติ

เปนความสัมพันธสมมูล (equivalence) คือ 
1. สมบัติสะทอน;    , ,m n m n  

2. สมบัติสมมาตร; ถา   , ,m n p q  แลว    , ,p q m n  

3. สมบัติถายทอด; ถา    , ,m n p q  และ   , ,p q r s  แลว     , ,m n r s  
 

พิสูจน  1. จํานวนธรรมชาต ิ m  และ n  ใด ๆ  
เนื่องจากจํานวนธรรมชาติสอดคลองสมบัติการสลับ  
จึงได      m n n m     
โดยนิยาม 3.1.1       , ,m n m n  
ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสะทอน 
 

 2. จํานวนธรรมชาติ , ,m n p และ q  ใด ๆ  

ให        , ,m n p q  

 จากนิยาม 3.1.1                     m q n p    

 สมบัติการสลับท่ี            q m p n      

          p n q m    

จากนิยาม 3.1.1                                   , ,p q m n  

จึงได  ถา   , ,m n p q  แลว    , ,p q m n  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสมมาตร 
 

3. จํานวนธรรมชาติ , , , ,m n p q r  และ s  ใด ๆ  

ให     , ,m n p q  และ   , ,p q r s  

 จาก         , ,m n p q    

จากนิยาม 3.1.1      ....... 1m q n p    
จาก         , ,p q r s  

จากนิยาม 3.1.1      ....... 2p s q r    

นําสมการ 1 สมการ 2 ;         m q p s n p q r        

สมบัติการเปลี่ยนหมู                  m s q p n r p q        
สมบัติการตัดออก            m s n r     
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โดยนิยาม 3.1.1                , ,m n r s  

จึงไดวา  ถา    , ,m n p q และ    , ,p q r s แลว   , ,m n r s  
ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติถายทอด 
 

ทฤษฎีบท 3.1.2 ให ,p q  และ r  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ    , ,p r q r p q    
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,p q และ r ใด ๆ 

 เนื่องจาก     p q r p q r      

 สมบัติการเปลี่ยนหมู     p r q q r p      

 โดยนิยาม 3.1.1            , ,p r q r p q    

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,p q  และ r ใด ๆ    , ,p r q r p q    

 
ทฤษฎีบท 3.1.3 ให p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ    , ,p p q q 

  
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ 

 เนื่องจาก   p q p q    

 สมบัติการสลับท่ี  q p p q    

 สัจพจนขอ 4          q p p q 
    

                             q p p q     

 สมบัติการสลับท่ี         p q p q      

 โดยนิยาม 3.1.1           , ,p p q q 


 

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ    , ,p p q q 
  

 
ทฤษฎีบท 3.1.4 จํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ    , ,p p q q  

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.1.5 จํานวนธรรมชาติ p  และ q  ใด ๆ    , ,1p q q p 

 
ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 ถา    , ,m n p q  จัดใหอยูในเซตเดียวกัน ซ่ึงเรียกวา ชั้นสมมูล (equivalent class) 

และ       , , |m n x y x และ y เปนจํานวนธรรมชาติซ่ึง    , ,x y m n  

จะไดวา        , ,m n p q  ก็ตอเม่ือ  m q n p    

ชั้นสมมูล  ,m n  จะมีสมบัติเปนจํานวนเต็ม 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

42 

นิยาม 3.1.2 จํานวนเต็ม คือ เซตของคูอันดับท้ังหมดท่ีสมมูลกับ  ,m n โดยท่ี m และ n เปนจํานวน

ธรรมชาติใด ๆ ใชสัญลักษณแทนดวย  ,m n  

ให Z แทนเซตของ ,m n ท้ังหมดท่ีสมมูลกับ  ,m n เรียก Z วาเซตจํานวนเต็ม โดย 

  , |Z m n m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
 
3.2 การบวกและการคูณจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.2.1 ให Z แทนเซตของจํานวนเต็ม กําหนดการดําเนินการบวก และการคูณ ดังนี้  
การบวก      , , ,m n p q m p n q     

การคูณ       , , ,m n p q m p n q m q n p         

สําหรับ , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  
ใชสัญลักษณ a  แทนจํานวนเต็ม หรือกลาววา a Z  หมายความวา สามารถเขียนจํานวน a  ในรูป

 ,a m n  สําหรับ m และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ 

สําหรับ จํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ การคูณจํานวนเต็ม a  ดวยจํานวนเต็ม b  ใชสัญลักษณ
แทนดวย a b  บางครั้งอาจจะเขียน a b หรือ ab  
 

ทฤษฎีบท 3.2.1 จํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ ถา    , ,p q r s และคูอันดับ ,x y  

ใด ๆ แลว        , , , ,x y p q x y r s   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ 

ให                     , ,p q r s  

                  p s q r      ........... 1  

นํา x  คูณสมการ 1 ;                        x p s x q r      

                 x p x s x q x r          ........... 2  

นํา y  คูณสมการ 1 ;                                 y p s y q r      

                           y p y s y q y r        

หรือ                      y q y r y p y s          ........... 3  

นําสมการ  2 สมการ 3 ;        x p x s y p y r x q x r y p y s                

                    x p y q x s y r x q y p x r y s                

                      x p y q x s y r x q y p x r y s                

                      , ,x p y q x q y p x r y s x s y r             

                                           , , , ,x y p q x y r s   

ดังนั้น ถา    , ,p q r s และสําหรับคูอันดับ  ,x y  ใด ๆ แลว        , , , ,x y p q x y r s   

สําหรับจํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ 
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นิยาม 3.2.2 ให  ,a x y เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ โดยท่ี x และ y เปนจํานวนธรรมชาต ิ

กลาววา a  เปนสมาชิกจํานวนเตม็บวกก็ตอเม่ือ มีจํานวนธรรมชาติ u  ทําให 
 ,a y u y   

กําหนดเซตจํานวนเต็มบวก     , | 1, 2,3,...Z x y x y        
กลาววา a  เปนจํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ v  ทําให  ,a x x v    

กําหนดเซตจํานวนเต็มลบ      , | 1, 2, 3,...Z x y x y        
กําหนดเซตจํานวนศูนย   0 , |Z x y x y   

 
ทฤษฎีบท 3.2.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ จํานวน a  จะสอดคลองเซตตอไปนี้เพียงเซตเดียว 
  1. a  เปนสมาชิกของจํานวนเต็มบวก  a Z  

  2. a  เปนสมาชิกของจํานวนศูนย  0a Z  

  3. a  เปนสมาชิกของจํานวนเต็มลบ  a Z  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให  ,a m n  สําหรับ m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

 กรณีท่ี 1 ถา m n  จึงไดวา  ,a m m     

 นั่นคือ a  เปนจํานวนศูนย หรือ 0a Z   
 

 กรณีท่ี 2 ถา m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึง m p n   

จึงไดวา    ,a m m p   

นั่นคือ a  เปนจํานวนเต็มลบ หรือ a Z   
 

กรณีท่ี 3 ถา m n  ก็ตอเม่ือ n m  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึง n p m   

จึงไดวา    ,a n p n   

นั่นคือ a  เปนจํานวนเต็มบวก หรือ a Z  
สําหรับ m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ สอดคลองสมบัติไตรวิภาค จึงทําใหท้ัง 3 กรณี

ขางตนเกิดข้ึนเพียงกรณีเดียว  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  จะสอดคลองเซตจํานวนเต็มบวก หรือจํานวนเต็มศูนย หรือจํานวนเต็มลบ
เพียงเซตเดียว 
 
ทฤษฎีบท 3.2.3 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.2.4 ให a  และb เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q โดยท่ี , , ,m n p q N    

 พิจารณา      , ,a b m n p q    
นิยามการบวก   ,m p n q    

เนื่องจาก การบวก จํานวนธรรมชาติไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
จึงได m p  และ n q ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

นั่นคือจํานวนเต็ม  ,m p n q   มีเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น  ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 3.2.5 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการบวก ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ  

a b b a     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , , ,m n p q N   

พิจารณา                 , ,a b m n p q    

นิยามการบวก     ,m p n q    

 สมบัติการสลับท่ี     ,p m q n      

  b a   
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b b a     

 
ทฤษฎีบท 3.2.6 สมบัติการเปลี่ยนกลุมสําหรับการบวก ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ 

   a b c a b c      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c s t โดยท่ี , , , , ,m n p q s t N   

พิจารณา                        , , ,a b c m n p q s t      

   
   

   

, ,

,

,

m n p s q t

m p s n q t

m p s n q t

   

      
      

 

    , ,m p n q s t     

           , , ,m n p q s t    

 a b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ    a b c a b c      
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ทฤษฎีบท  3.2.7 เ ซตจํ านวน เ ต็ มจะ มี จํ านวน เ ต็ม b  และ มี เ พี ย งจํ านวน เดี ย ว ท่ี ทํ า ให    
a b b a a     สําหรับทุกจํานวนเต็ม a   

  

พิสูจน จํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b x x  สําหรับ , ,m n x N   

 จะแสดงวาวามีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงสอดคลองวา a b a    
พิจารณา        , ,a b m n x x    

     

 
 

,

,

m x n x

m n
a

  



  

จึงไดวา a b a    
เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b ซ่ึงมีสมบัติวา a b a    
จะแสดงวา b  เปนจํานวนเต็มเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ีมีสมบัติวา a b a    ให b มี

สมบัติวา a b a  ซ่ึง  ,b p q   สําหรับ ,p q N   

พิจารณา                      0a a      

                                     , , ,m n p q m n   

            , ,m p n q m n    

   m p n n q m      

 สมบัติการตัดออก              m n p m n q      

จึงได        p q    

จาก  ,b p q  แทนคา p q  
จึงไดวา    , ,b q q x x b     

ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b และมีเพียงจํานวนเดียวท่ีทําให a b b a a     แตละจํานวนเต็ม a  
 
นิยาม 3.2.3  จํานวนเต็ม  ,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 0  และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการบวก

สําหรับ x N   
 

จากทฤษฎีบท 3.2.7 และนิยาม 3.2.3 มี 0 Z ซ่ึงทําให 0 0a a a     สําหรับแตละ 
a Z   เรียก 0 และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการบวก 
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ทฤษฎีบท 3.2.8 ให a เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะมีจํานวนเต็ม b และมีเพียงจํานวนเดียวท่ีทําให 

0a b b a      
 

พิสูจน ใหจํานวนเต็ม    , , ,a m n b n m  และ  0 ,x x โดยท่ี , ,m n x N   

 จะแสดงวาสําหรับจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงมีสมบัติวา 0a b   
พิจารณา               , ,a a m n n m     

 
 

,

,
0

m n n m

x x

  





 

จึงไดวา 0a b    
เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึง 0a b   
จะแสดงวาสําหรับจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 0a b   

สําหรับ a Z  สมมติวาb Z  อีกจํานวนซ่ึงมีสมบัติ 0a b   ให  ,b p q  โดยท่ี ,p q N  

จาก           0a b    

                     , , ,m n p q x x   

        , ,m p n q x x    

          m p x n q x      

     m p n q    

          p m q n    

         , ,p q n m   

จึงไดวา    , ,b p q n m b     

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  จะมีจํานวนเต็ม b เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา a b b a a      
 
นิยาม 3.2.4 จํานวนเต็ม  ,a m n จะมีจํานวนเต็ม  ,n m ใชสัญลักษณแทนดวย a  และเรียกวา

ตัวผกผันสําหรับการบวกของ a  โดยท่ี ,m n N  
 

จ าก  ทฤษฎี บท  3.2.8 และนิ ย าม  3.2.4 สํ า ห รั บ  a Z   มี  a Z    ซ่ึ ง ทํ า ใ ห     
    0a a a a      เรียก a  และเรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ a  
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ทฤษฎีบท 3.2.9 สมบัติการบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ ถา 

a b  แลว a c b c     
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N   

จาก                 a b      
                , ,m n p q  

          m q n p      

นํา r s บวกท้ังสองขาง;         m q r s n p r s        

                                         m r q s n s p r        

                      , ,m r n s p r q s      

                           , , , ,m n r s p q r s    

         a c b c           
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ ถา a b  แลว a c b c     
 
ทฤษฎีบท 3.2.10 สมบัติการจัดออกสําหรับการการ ให ,a b และ c  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ถา 

a b c b    แลว a c   
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  เม่ือ  , , , , ,m n p q r s N  

a b c b    

                                      , , , ,m n p q r s p q    

            , ,m p n q r p s q      

                         m p s q n q r p        

       m p s q n q r p        

                  m s n r    

                     , ,m n r s  

                                                    a c  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c ใด ๆถา a b c b    แลว a c   
 
ทฤษฎีบท 3.2.11 ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใด ๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.2.12 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  มีผลลัพธจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.2.13 สมบัติการสลับทีสําหรับการคูณ ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b b a     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , , ,m n p q N   

                  , ,a b m n p q    

     ,m p n q m q n p      

 
 
   

,

, ,

p m q n p n q m

p q m n
b a

      

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b b a     
 
ทฤษฎีบท 3.2.14 สมบัติการเปลี่ยนหมูสําหรับการคูณ ให ,a b และ c  เปนจํานวนเต็ม  ใด ๆ

   a b c a b c      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q   และ  ,c r s  โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N  
 

                 , , ,a b c m n p q r s      

    
       

 

, ,

,

,

m n p r q s p s q r

m p r q s n p s q r m p s q r n p r q s

m p r m q s n p s n q r m p s m q r n p r n q s

      

                    
                      

 ,m p r n q r m q s n p s m p s n q s m q r n p r                      

       ,m p n q r m q n p s m p n q s m q n p r                      

   , ,m p n q m q n p r s        

      , , ,m n p q r s    

 a b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ    a b c a b c      

 
ทฤษฎีบท 3.2.15 เซตจํานวนเต็มมีจํานวนเต็ม b  และมีจํานวนเดียวท่ี a b b a a     สําหรับทุก

จํานวนเต็ม a   
 

พิสูจน จะแสดงวา มีจํานวนเต็มมี b  ท่ีมีสมบัติวา a b a   สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  
ให  ,a m n และ  1,b x x  เม่ือ , ,m n x N   

พิจารณา       , 1,a b m n x x     

   
   

 

1 , 1

,

m x n x n x m x

m x m n x n x n m x

          
        

 

 ,m x n x m m x n x n          
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  ,m n a   

ดังนั้น a b a     
เนื่องจาก จํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงมีสมบัติวา a b b a a      
จะแสดงวามี b  จํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา a b a   สมมติ มี b Z  มีสมบัติวา a b a    

ให  ,b p q   โดยท่ี ,p q N   

           a b a   
          , , ,m n p q m n   

       , ,m p n q n p m q m n        

                 m p n q n n p m q m          

                m p n q n n p m q m          

                   m p n q n p m q         
p m q n q m p n       

ใชวิธีการเทียบสัมประสิทธิ์ของ m และ n  
จึงได  1p q q    

จากท่ีกําหนดให  1 ,p q   แทนคา 1p q q    

จึงได      1 , 1, 1, 1p q q q x x        

ดังนั้น เซตจํานวนเต็มมี b Z  และมีจํานวนเดียวท่ี a b a   สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  
 
นิยาม 3.4.5 จํานวนเต็ม  1,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 1 เม่ือ x N  และเรียก 1 วาเอกลักษณ

สําหรับการคูณ 
 จากทฤษฎีบท 3.2.15 และนิยาม 3.4.5 มี 1 Z ซ่ึงทําให 1 1a a a     สําหรับทุกๆ
a Z  เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณ 
 
ทฤษฎีบท 3.2.16 สมบัติการกระจาย ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ 

 a b c a b a c       
 

พิสูจน สําหรับ , ,a b c Z  

ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N   

พิจารณา               , , ,a b c m n p q r s      

    
       

 

, ,

,

,

m n p r q s

m p r n q s m q s n p r

m p m r n q n s m q m s n p n r

   

            
              

 

 ,m p n q m r n s m q n p m s n r                
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   , ,m p n q m q m p m r n s m s n r               

       , , , ,m n p q m n r s
a b a c

   

   
 

ดังนั้นทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       

 
ทฤษฎีบท 3.2.17 สมบัติการตัดออกสํารับการคูณ ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ ถา a b c b    

และ 0b   แลว a c   
 

พิสูจน จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  เม่ือ  , , , , ,m n p q r s N  โดยท่ี 0b   

เนื่องจาก 0b    ดังนั้น b Z  หรือb Z   
กรณีท่ี 1 ให b Z   โดยนิยาม มี y N  ซ่ึงทําให  ,b q y q   

ให         a b c b               
                  , , , ,m n q x q r s q x q    

                   , ,m q x n q m q n q x r q x s q r q s q x                        

            , ,m q m x n q m q n q n x r q r x s q r q s p s x                      

            m q m x n g r q s q s x m q n q n x r q r x s p                        

                                             m x s x n x r x        

                m s x n r x           

                                                    m s n r    

                            , ,m n r s  

                         a c     
กรณีท่ี 2 ให b Z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

จากกรณีท่ี 1 และ2 จึงไดวาทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b c b    และ 0b   แลว 

a c  
 
ทฤษฎีบท 3.2.18 สมบัติการคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ          

ถา a b  แลว a c b c    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 3.2.19 ให a  เปนจํานวนเต็มบวก ใด ๆ a  ไมเปนจํานวนเต็มลบและจํานวนเต็มศูนย 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จากนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึง m n x   

โดยท่ี m และ n เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  จึงได  ,a n x n   

ให  ,p q เปนจํานวนเต็ม ซ่ึงแทนจํานวนเต็มบวก a  อีกจํานวนหนึ่งดังนั้น  
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        , ,m n p q  

m q n p    
        n x q n p     

สมบัติการตัดออก              n x q n p     

จึงได                      x q p     

หรือ          p q x   

แทนคา    , ,p q q x q  จึงได  ,p q เปนจํานวนเต็มบวก 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มบวก a  ใด ๆ a  ไมเปนจํานวนเต็มลบและจํานวนเต็มศูนย 
 
ทฤษฎีบท 3.2.20 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็ม t  เพียงตัวเดียวซ่ึงb t a   
 

พิสูจน จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,t m q n p    สําหรับ , , ,m n p q N   

พิจารณา                   , ,b t p q m q n p      

    

 
 

,

,

m p q n p q

m n
a

    





 

จึงไดวา b t a    
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม t  ซ่ึง b t a   
จะแสดงวามีจํานวนเต็ม t  เพียงจํานวนจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา b t a   

ให  t Z  อีกจํานวนท่ีมีสมบัติวา b t a   โดย  ,t x y  สําหรับ ,x y N   

พิจารณา    b t a   

                  , , ,p q x y m n   

                                  , ,p x q y m n    

        p x n q y m      

               x n p y m q      

              , ,x y m q n p    

               t t   
จึงไดวา t t   
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม t  จํานวนเดียวเทา b t a    สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ 
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ทฤษฎีบท 3.2.21 ผลบวกของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวกสําหรับ m  และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  

โดยนิยามมีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b q y q   

พิจารณา        , ,a b m n p q    

    

   
   

 

, ,

,

,

n x n q y q

n x q y n q

n q x y n q

   

      
      

 

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆ เปนจํานวนเต็มบวก  
 
ทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฏีบท 3.2.23 ผลคูณของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆ เปนจํานวนเต็มบวก  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,m n N   

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,p q N  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b q y q   

พิจารณา        , ,a b m n p q    

       
 

,

,

n x q y n q n x q n q y

n q n y x q x y n q n q x q n q n y

            
                

 ,n q x q n q n y x y n q x q n q n y                    
จึงไดวา a b  เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆเปนจํานวนเต็มบวก  
 
ทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

53 

ทฤษฏีบท 3.2.25 ผลคูณระหวางจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และจํานวนเต็มลบ b  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,m n N  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ ,p q N   

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   

พิจารณา       , ,a b m n p q        

   , ,n x n p p y     

          ,n x p n p y n x p y n p              

 ,n p x p n p n y n p n y x p x y n p                  

    ,n p x p n p n y n p x p n p n y x y                    

 จึงไดวา a b  เปนจํานวนเต็มลบ 
ดังนั้นผลคูณของจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ 
 
ทฤษฎีบท 3.2.26 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 

2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ( 2a หมายถึง a a  ) 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n ใด ๆโดยท่ี ,m n N  

กรณีท่ี 1 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มบวก โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  
ซ่ึงทําให  ,a n x n   

พิจารณา      2a a a   
     , ,n x n n x n     

       ,n x n x n n n x n n n x              

    ,n n n x x n x x n n n n x n n n n x                  

    2 2 2 2 2,n x n n n x x n x n n n x                

 จึงไดวา 2a เปนจํานวนเต็มบวก 

กรณีท่ี 2 ให  ,a m n  เปนจํานวนศูนย โดยนิยาม  ,a m m   

พิจารณา      2a a a   

   
 
 

,

,
0

m m m m m m m m

m m

      





 

จึงไดวา 2a เปนจํานวนศูนย  

กรณีท่ี 3 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มลบ ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

จากกรณีท่ี 1 กรณีท่ี 2 และกรณีท่ี 3 จึงไดวาสําหรับจํานวนเต็ม a   ใด ๆ 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ  
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ทฤษฎีบท 3.2.27 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ ถา 0a b    แลว 0a   หรือ 0b    
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม  ,a m n  และ  ,b p q ใด ๆ โดยท่ี , , ,m n p q N   

กรณีท่ี 1 ถา 0b    ดังนั้น 0b  หรือ 0b  
1.1 ถา 0b  จากนิยาม จะมี x N  ใด ๆ ซ่ึงทําให  ,b q x q   

ให                  0a b              
     , , ,m n q x q r r   สําหรับ r  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

         , ,m q x n q m q n q x r r            

   , ,m q m x n q m q n q m x r r            

                       m q m x n q r m q n q n x r              

    m x n x    

       m n  
 ดังนั้น 0a    

1.2 ถา 0b  จากนิยาม จะมี x N  ใด ๆ ซ่ึงทําให  ,b p p x   

ให                              0a b    
     , , ,m n p p x r r      สําหรับ r N  

                  , ,m p n p x m p x n p r r            

             , ,m p n p n x m p m x n p r r            

                                 m p n p n x r m p m x n p r              

                                                         n x m x    

        n m  
 ดังนั้น 0a   

จาก 1.1 และ1.2 จึงไดวา ให 0a b   ถา 0b   แลว 0a    
กรณีท่ี 2 ถา 0a   ดังนั้น 0a   หรือ 0a     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2  ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ ถา 0a b   แลว 0a   หรือ 0b   
 
ทฤษฎีบท 3.2.28  จํานวนเต็ม a   ใด ๆ    1 1a a a        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  1 , 1p p    โดยท่ี , ,m n p N   

พิจารณา       1 , , 1a m n p p      

   
 

1 , 1

,

m p n p m p n p

m p n p n m p m n p

          
        

 

     , ,mp np n mp np m n m

a
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               1 , 1 ,a p p m n      

    1 , 1p m p n p n p m            

  ,p m p n n p n p m m          

      , ,p m p n n p m p n m n m             

 a  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ    1 1a a a        

 
ทฤษฎีบท 3.2.29 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a a    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n a n m    และ  1 , 1p p    โดยท่ี , ,m n p N  

 พิจารณา       1a a       

    

   
   

 

, 1 ,

1 , 1

,

p p n m

p n p m p m p n

p n p m m p m p n n
a

  

          
        



 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a a    

 
ทฤษฎีบท 3.2.30 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 0 0a a      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  0 ,x x  โดยท่ี , ,m n x N   

พิจารณา          0 , ,a m n x x    

    ,
0
m x n x m x n x      


 

          0 , ,a x x m n        

    ,
0
x m x n x m x n      


 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 0 0a a      
 
ทฤษฎีบท 3.2.31 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    a b a b      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ 
พิจารณา             1a b a b       

 
   

 
1 1a b

a b

     

  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    a b a b      
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ทฤษฎีบท 3.2.32 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ     a b a b a b        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ   
      1a b a b         

     1a b       

 a b      ............ 1  

      1a b a b         

       1 a b     

 a b     ............ 2  

จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      a b a b a b        

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ     a b a b a b        

 
ทฤษฎีบท 3.2.33 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ   a b a b      

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.2.34 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ  2 2 22a b a a b b      
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

3.3 การลบจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.3.1 ให a  และ b  เปนจํานวนเต็มใด ๆ กําหนดการลบของ a  และ b  ใชสัญลักษณแทน
ดวย a b โดยท่ี  a b a b     

จากนิยามพบวา a b  เปนจํานวนเต็ม  
 
ทฤษฎีบท 3.3.1 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a   ใด ๆ 
 พิจารณา      0 0a a      

 1 0a     

0a   
a  

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    
 
ทฤษฎีบท 3.3.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.3.3 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 a a    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 
 พิจารณา     0 0a a     

    a   เม่ือ 0 เปนเอกลักษณสําหรับการบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 a a    
 
ทฤษฎีบท 3.3.4 จํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ a b c  ก็ตอเม่ือ a c b    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  
 ให       a b c                 
                      a b c    

                a b b c b        

               a b b c b        

                0a c b     

                    a c b   
จึงไดวา  ถา a b c    แลว a c b    

 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 
 ให          a c b         

สําหรับจํานวนเต็ม b  มี b  เปนจํานวนเต็มซ่ึง  

                                                      a b c b b       

   a b c b b        

   0a b c    

 a b c     
 จึงไดวา ถา a c b    แลว a b c    
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ a b c   ก็ตอเม่ือ a c b    
 
ทฤษฎีบท 3.3.5 จํานวนเต็ม a  และb   ใด ๆ a b  ก็ตอเม่ือ 0a b   

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 3.3.6 จํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 

พิจารณา            a b c a b c         

       a b a c      
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     a b a c
a b a c

    

   
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       
 
ทฤษฎีบท 3.3.7 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    2 2a b a b a b          
 

พิสูจน     2 2 2 2a b a b     

       2 2a b a b a b           

       2 2a a b a b b         

       a a a b b a b b           

       a b a b        

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    2 2a b a b a b          

 

3.4 ลําดับของจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.4.1 จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆ กลาววา a  นอยกวา b  ใชสัญลักษณแทนดวย a b         
ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มลบและจะกลาววา a นอยกวาหรือเทากับ b ใชสัญลักษณ
แทนดวย a b ก็ตอเม่ือ a b หรือ a b    

 
นิยาม 3.4.2 จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆ กลาววา a  มากกวา b  ใชสัญลักษณแทนดวย a b  

ตอเ ม่ือ a b เปนจํานวนเต็มบวกและจะกลาววา a  มากกวาหรือเทา กับ b                               
ใชสัญลักษณแทนดวย a b ก็ตอเม่ือ a b  หรือ a b   

 
สมบัติไตรวิภาค  
 

สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
1. a b   2. a b   3. a b  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ 
 พิจารณา a b  เปนจํานวนเต็มบวก  ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 3. 
   a b  เปนจํานวนศูนย   ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 1. 
   a b  เปนจํานวนเต็มลบ  ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 2. 
 จากทฤษฎีบท 3.2.1 จึงไดวา a b จะสอดคลองเซตจํานวนเต็มบวก หรือเซตจํานวนเต็มลบ 
หรือเซตจํานวนศูนย เพียงเซตเดียว 
ดังนั้น จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่ง 
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ทฤษฎีบท 3.4.1 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a  เปนจํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให a  เปนจํานวนเต็มบวก 
 พิจารณา      0a a   เปนจํานวนเต็มบวก 
 จึงไดวา             0a           
 นั่นคือ ถา a  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 0a  
 สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให 0a  
 โดยนิยาม         0a    เปนจํานวนเต็มบวก 
 ทฤษฎีบท 3.3.1                  0a a              
 จึงไดวา a  เปนจํานวนเต็มบวก 

นั่นคือ ถา 0a  แลว a  เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  เปนจํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a   
 
ทฤษฎีบท 3.4.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  เปนจํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a    

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.4.3 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  และb c  แลว a c  
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ให a b  และb c   
จาก a b  โดยนิยาม a b Z       
จากทฤษฎีบท 3.4.2   0a b                          ............ 1  

และจาก b c   โดยนิยาม  b c Z   
จากทฤษฎีบท 3.4.2                               0b c      ............ 2  

 นําสมการ  1 สมการ 2 ;          0a b b c     

            0a b b c       

               0a c b b             

                             0 0a c    

                    0a c       
        a c  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  และb c  แลว a c  
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ทฤษฎีบท 3.4.4 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  แลว a c b c      
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ให a b   
 จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1               a b Z   
       0a b Z    

       a b c c Z     

         a b c c Z             

           a c b c Z       

                  1 1a c b c Z         

           1a c b c Z       

                 a c b c Z     

        a c b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b   แลว a c b c      
 
ทฤษฎีบท 3.4.5 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a  แลว a b a c        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ  ให b c  และ 0a   
จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1;    a b Z   
และ 0a  โดยทฤษฎีบท 3.4.2 ;   a Z  
จาก ทฤษฎีบท 3.2.25 ผลคูณระหวางจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ 
จึงไดวา      a b c Z    

         a b a c Z     
 โดยนิยาม 3.4.1;           a b a c    
ดังนั้น จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a  แลว  a b a c       

 
ทฤษฎีบท 3.4.6 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a   แลว a b a c    

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
3.5 สรุป 
 1. จํานวนเต็มใชสัญลักษณแทนดวย Z  นิยามโดย   , | ,Z a b a b N   สําหรับคูอันดับ  

 ,a b  คือการดําเนินการ  ,a b a b   

  2. การบวกและการคูณจํานวนเต็ม สําหรับจํานวนธรรมชาติ , ,m n p  และ q  ใด ๆ    

    2.1      , , ,m n p q m p n q     

    2.2      , , ,m n p q m p n q m q n p         
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3. สมบัติสําหรับการบวก สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  
3.1 การปด; a b  เปนจํานวนเต็ม 
3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การสลับท่ี ; a b b a     
3.4 การเปลี่ยนกลุม;    a b c a b c      

3.5 การมีเอกลักษณ ; มีจํานวนเต็ม 0 ซ่ึงทําให 0 0a a a     สําหรับทุกจํานวน
เต็ม a  และเรียกจํานวนเต็ม 0  วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

3.6 การมีตัวผกผัน ; สําหรับแตละจํานวนเต็ม a  จะมีจํานวนเต็ม a  ซ่ึงทําให  
    0a a a a      เรียก a  วาเปนตัวผกผันสําหรับการบวกหรือจํานวนลบของ a   

3.7 การตัดออก ถา a b c b    แลว a c  
3.8 การบวกท้ังสองขางดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา a b  แลว a c b c     

4. สมบัติการคูณจํานวนเต็ม สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 
4.1 การปด; a b เปนจํานวนเต็ม 
4.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
4.3 การสลับท่ี ; a b b a     
4.4 การเปลี่ยนกลุม;    a b c a b c       

4.5 การมีเอกลักษณ; มีจํานวนจํานวนเต็ม 1 ซ่ึงทําให 1 1a a a     สําหรับทุก
จํานวนเต็ม a  และเรียกจํานวน 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณของเซตจํานวนเต็ม 

4.6 การแจกแจง;  a b c a b a c        

4.7 การตัดออกถา; a b c b   และ 0b   แลว a c  
4.8 การคูณท้ังสองขางดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา a b  แลว a c b c    

5. การลบจํานวนเต็ม สําหรับ ,a b Z  จะไดวา  a b a b      

6. ความสัมพันธลําดับของจํานวนเต็ม จํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ  
6.1 a b  ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มลบ        
6.2 a b ก็ตอเม่ือ a b  หรือ a b   
6.3 a b ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มบวก 
6.4 a b ก็ตอเม่ือ a b หรือ a b   

7. สมบัติไตรวิภาค จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆจะตองสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ 
เพียงขอเดียว คือ 1. a b   2. a b   3. a b  
 

 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

62 

แบบฝกหัด 3 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.1.4 สําหรับ ,p q N ;    , ,p p q q  

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.1.5 สําหรับ ,p q N ;    , ,1p q q p 

 

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.3 สําหรับ ,a b Z  แลว a b Z    

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.11 สําหรับ ,a b Z  แลว a b Z    

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.12 สําหรับ ,a b Z  แลว a b  มีผลลัพธจํานวนเดียว 

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.17 สําหรับ , ,a b c Z  ถา a b c d    และb Z แลว a c  

7. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.18 สําหรับ , ,a b c Z  ถา a b  แลว a c b c     

8. จงพิสูจนทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  

9. จงพิสูจนทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก    
10. จากทฤษฎีบท 3.2.26 สําหรับ a Z  แลว 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ใหพิสูจนกรณีท่ี 3            

ถา a Z  
11. จากทฤษฎีบท 3.2.27 สําหรับ , ;a b Z  ถา 0a b   แลว 0a   หรือ 0b   ใหพิสูจน      

กรณีท่ี 2 คือ ถา 0a    
12. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.33 สําหรับ , ;a b Z    a b a b      

13. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.34 สําหรับ , ;a b Z  2 2 22a b a a b b      

14. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.3.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    
15. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.3.5 สําหรับ , ;a b Z   a b  ก็ตอเม่ือ 0a b    
16. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.4.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  จํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a    
17. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.4.6 สําหรับ , ,a b c Z ถา b c  และ 0a    แลว a b a c     
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

บทท่ี 4 
จํานวนตรรกยะ 

 
 บทนี้จะศึกษาถึงการสรางจํานวนจํานวนตรรกยะ การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ 
ทฤษฎีบทสําหรับการบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ การลบและการหารจํานวนตรรกยะ ลําดับของ
จํานวนตรรกยะ และทฤษฎีบทสํารับลําดับของจํานวนตรรกยะ 
 

4.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน  
 

 พิจารณา สมการ 3 5x   สําหรับ x  ท่ีเปนจํานวนเต็มใด ๆ จะพบวา ไมสามารถหา       
ผลเฉลยท่ีสอดคลองกับสมการขางตนได จึงตองขยายจํานวนเต็มออกไป ซ่ึงจํานวนใหมนี้จะเปน
จํานวนท่ีอยูในรูปของผลหารระหวาง 5  กับ 3   ซ่ึงจะเปนผลเฉลยของสมการขางตน จํานวนใหมนี้
เรียกจํานวนตรรกยะ  
 ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใด ๆ โดยท่ี 0b   กลาววา b  หาร a  ลงตัว ถามีจํานวนเต็ม 

c  ซ่ึงทําให b c a   เรียก c  วาผลหารของ a หารดวย b   ใชสัญลักษณ  
a
b

 หรือ 

ac
b

  ก็ตอเม่ือ b c a   โดยท่ี 0b   

ถาให  ,a b  เปนคูอันดับ โดยท่ี a  และ b  เปนจํานวนเต็มใด ๆ โดยท่ี 0b   กําหนดให     

คูอันดับนี้มีการดําเนินการของ “
a
b

” และกลาววา  ,a b  แทนจํานวนตรรกยะบางจํานวน 
    

ตัวอยาง 4.1.1 พิจารณา คูอับดับ  5,3  แทนจํานวนตรรกยะ
5
3

 

  คูอับดับ  10,6 แทนจํานวนตรรกยะ
10 5
6 3

  

  คูอับดับ  15,9 แทนจํานวนตรรกยะ
15 5
9 3


 

ถาให  ,a b เปนคูอันดับ โดยท่ี a  และb เปนจํานวนเต็มใด ๆ และกําหนดใหคูอันดับนี้แทน

การดําเนินการ “
a
b

”แลวจะไดวา  ,a b  แทนจาํนวนตรรกยะบางจํานวนได  

จากท่ีกําหนดให ,a b แทนจาํนวนตรรยะบางจํานวนโดยมีการดําเนินการ  , aa b
b

  

เนื่องจาก คูอับดับ    5,3 , 10,6 และ 15,12 ตางแทนจํานวนตรรกยะ 
5
3

 จึงกลาวไดวา        

คูอันดับท้ังสามมีความสัมพันธกัน ใชสัญลักษณแทนดวย    5,3 10,6R  หรือ   5,3 15,9R  

 แตการดําเนินการหารบนเซตจํานวนเต็มไมสอดคลองสมบัติการปดซ่ึงมีการจัดรูปแบบการ
ดําเนินการใหมดังนี้    
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   5,3 10,6R  

    

5 10
3 6
  

 5 6 10 3    
 

นิยาม 4.1.1 กําหนดเซต   , |K a b a และ b เปนจํานวนเต็ม และ 0b   และกําหนด

ความสัมพันธ “ ” บนเซต K  ดังนี้ สําหรับ , , ,a b c d Z  โดยท่ี , 0b d   

   , ,a b c d  ก็ตอเม่ือ a d b c     
 

ทฤษฎีบท 4.1.1 ความสัมพันธ “ ” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล สําหรับ , , , , ,a b c d p q Z  

โดยท่ี , , 0b d q   คือ 

1. สมบัติสะทอน;    , ,a b a b  

2. สมบัติสมมาตร; ถา    , ,a b c d แลว    , ,c d a b  

3. สมบัติถายทอด; ถา   , ,a b c d และ   , ,c d p q แลว    , ,a b p q  
 

พิสูจน  1. สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ โดยท่ี 0b   
 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี 
 จึงได      a b b a     

โดยนิยาม 4.1.1    , ,a b a b  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสะทอน 
 2. สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c  และ d ใด ๆ โดยท่ี , 0b d    

 ให                 , ,a b c d  

 โดยนิยาม 4.1.1    a d b c     
 สมบัติการสลับท่ี    d a c b    

      c b d a    
โดยนิยาม 4.1.1                        , ,c d a b  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสมมาตร 
 3. สําหรับจํานวนเต็ม , , , ,a b c d p  และ q ใด ๆ โดยท่ี , , 0b d q   

 ให    , ,a b c d และ   , ,c d p q  

 จาก             , ,a b c d  

 โดยนิยาม 4.1.1         a d b c       ........... 1  

 และจาก                     , ,c d p q  

 โดยนิยาม 4.1.1         c q d p       ........... 2  

 นําสมการ 1 สมการ 2 ;           a d c q b c d p        
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 สมบัติการเปลี่ยนหมู                   a q c d b p c d        

           a q b p    

โดยนิยาม 4.1.1          , ,a b p q  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติถายทอด 
 
ทฤษฎีบท 4.1.2 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา    , ,a c b c a b    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก    a b c a b c      

     a c b b c a      
               a c b b c a      

 โดยนิยาม 4.1.1          , ,a c b c a b    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา    , ,a c b c a b    

 
ทฤษฎีบท 4.1.3 จํานวนเต็ม  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา      , , ,1a b b a c c a    

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.1.4 จํานวนเต็ม b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา      , , 1,1b b c c   

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
 ถา    , ,a b c d  อยูในเซตเดียวกัน เรียกวา ชั้นมูลฐาน กําหนดเซต  ,a b  เปนชั้นสมมูล 

เปนเซตของคูอันดับ  ,x y  ท่ีสมมูลกับ  ,a b  คือ 

   , , |a b x y x  และ y เปนจํานวนเต็ม 0y  ซ่ึง    , ,x y a b  

จะไดวา       , ,a b c d  ก็ตอเม่ือ    , ,a b c d  

ดังนั้น เซต K สามารถแบงเปนเซตยอย (ท่ีไมมีสวนรวมกัน) ไดเปน      , , , ,...K a b c d         

ชั้นสมมูล  ,a b จะมีสมบัติเปนจํานวนตรรกยะ 

 
นิยาม 4.1.2 กําหนดเซต Q  แทนเซตจํานวนตรรกยะ นิยามโดย   , |Q a b สําหรับ ,a b Z  โดย

ท่ี 0b   
ถาให r แทนจํานวนตรรกยะ จะสามารถเขียน r ในรูปแบบ  ,r a b  สําหรับ ,a b Z  

และ 0b   ได 
 
 
 

,a b
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ทฤษฎีบท 4.1.5 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ความสัมพันธเทากับมีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล 
1. สมบัติสะทอน ; r r  
2. สมบัติสมมาตร; ถา r s แลว s r  
3. สมบัติถายทอด; ถา r s  และ s t  แลว r t   

 

พิสูจน  1.ให จํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   

เนื่องจาก          a b b a     

       , ,a b a b  

        , ,a b a b  

จึงไดวา               r r  
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติสะทอน 

  2. ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  ,s c d  โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d   

ให      r s  
             , ,a b c d  

            , ,a b c d  

          a d b c    
           c b d a    
            , ,c d a b  

             , ,c d a b  

     s r  
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติสมมาตร 

  3. ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  

และ , , 0b d f   
 ให      r s  

             , ,a b c d  

            , ,a b c d  

          a d b c      ........... 1  

 และ              s t  
       , ,c d e f  

                                                , ,c d e f  

                                               c f d e      ........... 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;         a d c f b c d e        

              a f c d b e c d        

                  a f b e    
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          , ,a b e f  

           , ,a b e f  

            r t              
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติถายทอด 
จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา ความสัมพันธเทากับมีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล 
 

4.2 การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.2.1 จํานวนตรรกยะ  ,a b  และ ,c d  เม่ือ , , ,a b c d Z  โดยท่ี , 0b d   

 การบวก;      , , ,a b c d a d b c b d       

 การคูณ;       , , ,a b c d a c b d     

  
ทฤษฏีบท 4.2.1 ถาให  ,a b  และ  1 1,a b   แทนจํานวนตรรกยะ r  และ  ,c d  และ  1 1,c d  แทน

จํานวนตรรกยะ s  สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d    

 1.                1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,r s a b c d a b c d a b c d a b c d          
2.                  1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,r s a b c d a b c d a b c d a b c d          

 

พิสูจน 1. สําหรับ        , , ,r s a b c d a d b c b d         

                        1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        

                        1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        

                         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        
1.1 แสดงวา    1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 1.2 แสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 1.3 แสดงวา    1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          
 

สําหรับ จํานวนตรรกยะ r  และ s สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z  โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d    
   1.1 จะแสดงวา    1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจาํนวนตรรกยะ s  

จึงไดวา                 1 1, ,c d c d  

                                                   1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม            1 1c d d c           ............ 1.1 1  
นํา  b b คูณสมการ  1.1 1 ;         1 1b b c d b b d c        

        1 1b c b d b d b c          ............ 1.1 2  
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นํา 1a b d d    บวกสมการ 1.1 2 ;      

                               1 1 1 1a b d d b c b d a b d d b d b c                 

          1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

                  1 1 1a d b c b d b d a d b c            

                 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

                  1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d           ............   
 

 1.2 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

 จึงไดวา              1 1, ,a b a b  

                              1 1, ,a b a b  

 โดยนิยาม        1 1a b b a       ............ 1.2 1  

 นํา 1d d  คูณสมการ 1.2 1 ;  

          1 1 1 1a b d d b a d d        
          1 1 1 1a b d d b a d d        
                                      1 1 1 1a d b d b d a d           ............ 1.2 2  

 และจาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจํานวนตรรกยะ s  

จึงไดวา           1 1, ,c d c d  

      1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม      1 1c d d c            ............ 1.2 3  
นํา 1b b  คูณสมการ 1.2 3 ;  

             1 1 1 1b b c d b b d c        

          1 1 1 1b d b c b c b d        
         1 1 1 1b c b d b d b c           ............ 1.2 4  

นําสมการ 1.2 2 สมการ 1.2 4 ;  
           1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

        1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

                  1 1 1 1 1 1a d b c b d b d a d b c            

                 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

                  1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d            ............ ,   

1.3 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          
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 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจาํนวนตรรกยะ s  

จึงไดวา        1 1, ,c d c d  

            1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม   1 1c d d c           ............ 1.3 1  
นํา  1 1b b คูณสมการ  1.3 1 ;        

                1 1 1 1 1 1b b c d b b d c        
             1 1 1 1 1 1b b c d b b d c        

       1 1 1 1 1 1b c b d b d b c          ............ 1.3 2  
 นํา  1 1 1d a b d   สมการ  1.3 2 ;    

       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1d a b d b c b d d a b d b d b c                
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

        1 1 1 1 1 1 1 1 1a d b c b d b d a d b c            

      1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

          1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d           ............ , ,    

 จาก    , ,    และ , ,    
       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,a d b c b d a d b c b d a d b c b d a d b c b d                    
ดังนั้น คูอันดับ   1 1 1, , , ,a d b c b d a d b c b d         1 1 1,a d b c b d    และ 

 1 1 1 1 1 1,a d b c b d    ตางแทนจํานวนตรรกยะ r s  

           2. สําหรับ      , , ,r s a b c d a c b d       

                1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

                                1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

                                  1 1 1 1 1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

2.1 แสดงวา    1 1, ,a c b d a c b d      

 2.2 แสดงวา    1 1 1 1, ,a c b d a c b d      

 2.3 แสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
 

พิสูจน 2.  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z  โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d   
2.1 จะแสดงวา    1 1, ,a c b d a c b d      

จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                 1 1, ,a b a b   

                1 1, ,a b a b  
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 โดยนิยาม             1 1a b b a      ............ 2.1 1  

นํา  c d  คูณสมการ 2.1 1 ;        1 1c d a b c d b a        
                        1 1a c b d b d a c        
                          1 1, ,a c b d a c b d     
                           1 1, ,a c b d a c b d       ............ , , ,     

 2.2 จะแสดงวา    1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                   1 1, ,a b a b   
             1 1, ,a b a b   

 โดยนิยาม              1 1a b b a       

           1 1b a a b      ............ 2.2 1  
 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจํานวนตรรกยะ s  

จึงไดวา                   1 1, ,c d c d  
             1 1, ,c d c d  

โดยนิยาม              1 1c d d c          ............ 2.2 2  
นําสมการ 2.2 1 สมการ 2.2 2 ;  

                           1 1 1 1b a c d a b d c        

                           1 1 1 1a c b d b d a c        

                          1 1 1 1, ,a c b d a c b d     

                          1 1 1 1, ,a c b d a c b d       ............ , , , ,      

2.3 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                     1 1, ,a b a b    

              1 1, ,a b a b  

 โดยนิยาม               1 1a b b a      ............ 2.3 1  

 นํา  1 1c d คูณสมการ 2.3 1 ;        1 1 1 1 1 1c d a b c d b a        
                                      1 1 1 1 1 1a c b d b d a c        

      1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d     
                 1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d       ......... , , , , ,       

จาก    , , , , , , , ,          และ , , , , , ;       
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ดังนั้น      1 1 1 1, , , , ,a c b d a c b d a c b d      และ 1 1 1 1,a c b d  ตางแทนจํานวนตรรกยะ r s  

 
ทฤษฏีบท 4.2.2 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ   
  

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d 

 พิจารณา    ,r s a d b c b d       

 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ 
 จึงไดวา  a d b c    และb d  เปนจํานวนเต็ม 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     เปนจํานวนตรรกยะ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ 
 
ทฤษฏีบท 4.2.3 จํานวนตรรกยะ  และ s  ใด ๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
  
ทฤษฏีบท 4.2.4 การเปลี่ยนหมูสําหรับการบวก ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ 

   r s t r s t      
   

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f   

 พิจารณา                , , ,r s t a b c d e f      
       , ,a b c f d e d f       

         ,a d f b c f d e b d f             

 ,a d f b c f b d e b d f            

     ,a d b c f b d e b d f             

   , ,a d b c b d e f       

      , , ,a b c d e f    

 r s t    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ    r s t r s t      
 
ทฤษฏีบท 4.2.5 การสลับท่ีสําหรับการบวก ให r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ r s s r     

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  
 
 
 

r
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ทฤษฏีบท 4.2.6 เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น ท่ีทําให  
r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 

  

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  , ,r a b  0,s x โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

 จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
 พิจารณา         , 0,r s a b x    

     

 
 
   

0,

0,

, ,

a x b b x

a x b x

a x b x a b
r

    

   

   



 

 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได r s s r r     
ดังนั้น มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  

 จะแสดงวา มีจํานวน s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ให s  มีสมบัติวา r s s r r      โดยท่ี  ,s c d   โดยท่ี ,c d Z  และ 0d   

ให      r s r      
       , , ,a b c d a b   

               , ,a d b c b d a b      

         , ,a d b c b d a b      

            a d b c b b d a        

            a d b c b b d a         

   a d b c a d                        

 
            

 
0

b c a d a d
b c
     

   
 เนื่องจาก 0;b  จึงไดวา 0c   

 จากท่ีกําหนด      , 0, 0, 0s c d d x      

จึงไดวา มีจํานวน s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ดังนั้น เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น ท่ีทําให  
r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 
นิยาม 4.2.2 จํานวนตรรกยะ  0, x  ใชสัญลักษณแทนดวย 0 และเรียกเอกลักษณสําหรับ การบวก 

โดยท่ี x  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเทากับศูนย  
 
 จ ากทฤษฏี บท  4.2.6 และนิ ย าม  4.2.2 มี  0  ซ่ึ ง เ ป น จํ า น วนตร รกยะ ซ่ึ ง ทํ า ให  

0 0r r r    สําหรับจํานวนตรรกยะ r ใด ๆ และเรียก 0  วาเปนเอกลักษณสําหรับการบวก 
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ทฤษฏีบท 4.2.7 จํานวนตรรกยะ r  จะมีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ีทําให 

0r s s r         
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s a b    โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   
จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา 0r s s r     
 พิจารณา                   , ,r s a b a b     

 

 

2

2

,

,

a b b a b

a b a b b

       
       

 

 20, 0,b x      สําหรับจํานวนเต็ม x  

0  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได 0r s s r     
ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา 0r s s r      

จะแสดงวา สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 
0r s s r     ให r  มีสมบัติวา 0r r r r      โดยท่ี  ,r c d   และ  0 0, x

สําหรับ , ,c d x Z  และ , 0d x    
ให       0r r        

       , , 0,a b c d x   

          , 0,a d b c b d x      

         , 0,a d b c b d x      

                0a d b c x b d        

              0a d b c x      
เนื่องจาก 0x   จึงไดวา               0a d b c     

             b c a d    
                                b c d a     

              , ,c d a b  

              , ,c d a b    

           r s   
ดังนั้น แตละจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ี 0r s s r     
 
นิยาม 4.2.3 จํานวนตรรกยะ  ,r a b  จะมีจํานวนตรรกยะ ,a b  ใชสัญลักษณแทนดวย r

และเรียกตัวผกผันสําหรับการบวกของ r  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b    
จากทฤษฎีบท 4.2.7 และนิยาม 4.2.3 แตละจํานวนตรรกยะ r จะมีจํานวนตรรกยะ r    

ซ่ึงทําให      0r r r r       เรียก r  วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ r  
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ทฤษฏีบท 4.2.8 การตัดออกสําหรับการบวก ให ,r s  และ t เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ                
ถา r s r t    แลว s t  

 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ 

, , 0b c f   
ให      r s r t    

                   , , , ,a b c d a b e f    

         , ,a d b c b d a f b e b f          

        , ,a d b c b d a f b e b f         

        a d b c b f b d a f b e           

                              a b d f b b c f a b d f b b d e                
              b b c f b b d e        

c f d e    
   , ,c d e f  

   , ,c d e f  

     s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s r t    แลว s t  
 
ทฤษฏีบท 4.2.9 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ             

ถา r s  แลว r t s t     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ 

, , 0b d f  ให            r s  

                               , ,a b c d  
                         a d b c        ............ 1  

นํา  f f สมการ 1 ;                               a d f f b c f f         ............ 2  
นํา b d e f    สมการ 2 ;        a d f f b d e f b c f f b d e f                

                                           a d f f b d e f b c f f b d e f                

                            a f d f b e d f b f c f b f d e                

           a f b e d f b f c f d e            

                     , ,a f b e b f c f d e d f          

                    , , , ,a b e f c d e f    

                       r t s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  แลว r t s t    



ตัว
อย
่าง

75 
 

ทฤษฏีบท 4.2.10 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ 
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
   
ทฤษฏีบท 4.2.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
   
ทฤษฏีบท 4.2.12 การเปลี่ยนหมูสําหรับการคูณ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ 

   r s t r s t      
  

  
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f    

 พิจารณา                    , , ,r s t a b c d e f      
        , ,a b c e d f     

   ,a c e b d f        

   ,a c e b d f        

   , ,a c b d e f     

      , ,a b c d e f     

 r s t    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ    r s t r s t      

 
ทฤษฏีบท 4.2.13 การสลับท่ีสําหรับการคูณ ให r  และ s เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ r s s r     
   

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d   

 พิจารณา           , ,r s a b c d    

      ,a c b d    

      ,c a d b    

        , ,c d a b   

     s r   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s s r    
 
ทฤษฏีบท 4.2.14 เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น  ท่ีทําให   

r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ     , , ,r a b s x x   โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r       
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 พิจารณา           , ,r s a b x x    

        , ,a x b x a b r      

 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได r s s r r     
ดังนั้น มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 จะแสดงวา มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ให s มีสมบัติวา r s s r r      โดยท่ี  ,s c d  สําหรับจํานวนเต็ม c  และ d  โดยท่ี 0d   

ให       r s r   
        , , ,a b c d a b   

                      , ,a c b d a b    

      , ,a c b d a b    

                   a c b b d a      

                   a b c a b d      

                        c d  
 จากท่ีกําหนด      , , ,s c d d d x x s      

จึงไดวา มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
 

นิยาม 4.2.3  จํานวนตรรกยะ  ,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 1 และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการคูณ

ของเซตจํานวนตรรกยะ นั่นคือ 1 1r r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 
ทฤษฏีบท 4.2.15 จํานวนตรรกยะ r  แตละจํานวน โดยท่ี 0r   มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียง

จํานวนเดียวเทานั้นท่ีทําให 1r s s r      
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s b a   โดยท่ี ,a b Z  และ 0b    

 จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา 1r s s r     
 พิจารณา          , ,r s a b b a    

นิยามการคูณ   ,a b b a    

   , ,a b a b x x    สําหรับจํานวนเต็ม x และ 0x   

1  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได 1r s s r     
ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา 1r s s r      

จะแสดงวา สําหรับ ,r s Q  มี s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 1r s s r                ให 

s  มีสมบั ติวา 1r s s r      โดยท่ี  ,s c d   และ  1 ,x x  สําหรับ , ,c d x Z  และ

, 0d x   ให              1r s   

               , , ,a b c d x x   
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       , ,a c b d x x    

            , ,a c b d x x    

          a c x b d x      

 จึงได            a c b d     

       c a d b                                  
            , ,c d b a  

                        , ,c d b a  

              s s   
ดังนั้น สําหรับแตละจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ี 1r s s r      
 
นิยาม 4.2.4 จํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี 0r   จะมีจํานวนตรรกยะ  ,b a  ใชสัญลักษณแทน

ดวย 1r หรือ 
1
r

 โดยท่ี ,a b Z  และ , 0a b    

จากทฤษฏีบท 4.2.15 และนิยาม 4.2.4 แตละจํานวนตรรกยะ r โดยท่ี 0r  จะมีจํานวน

ตรรกยะ 1r หรือ 
1
r

 ซ่ึงทําให 1 1 1r r r r      และเรียก 1r  วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ r  

 
ทฤษฏีบท 4.2.16 การกระจาย ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  
                            r s t r s r t       
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f   

 พิจารณา                   , , ,r s t a b c d e f     
       , ,a b c f d e d f      

        ,a c f d e b d f          
      ,a c f a d e b d f         

    ,b a c f a d e b b d f             

        ,a b c f a b d e b b d f              

                ,a c b f b d a e b d b f              

        , ,a c b d a e b f       

             , , , ,a b c d a b e f     

จึงไดวา        r s r t     

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ      r s t r s r t        
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ทฤษฏีบท 4.2.17 การกระจาย ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ  

                           s t r s r t r       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  
 
ทฤษฏีบท 4.2.18 การจัดออกสําหรับการคูณ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา 

r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t    
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , , 0b d e f   ให       r t s t      
                                  , , , ,a b e f c d e f    

         , ,a e b f c e d f      

        , ,a e b f c e d f     

                                        a e d f b f c e        

                a d e f b c e f         เนื่องจาก , 0e f   

            a d b c    
             , ,a b c d  

                         , ,a b c d  

         r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t    
 
ทฤษฏีบท 4.2.19 การคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา r s  

แลว r t s t     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b d f   ให         r s        
                  , ,a b c d  

           a d b c             ............ 1  
นํา  e f คูณสมการ 1 ;                 a d e f b c e f         

                         a d e f b c e f        
       a e d f b f c e        

                 , ,a e b f c e d f      

          , , , ,a b e f c d e f    

             r t s t                 
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  แลว r t s t     
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ทฤษฏีบท 4.2.20 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ    1 1r r r       
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  1 ,x x    โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

 พิจารณา        1 , ,r x x a b      
 

   

,

, ,

x a x b

x a x b a b

   

       
 

r  
พิจารณา                 1 , ,r a b x x     

 

   

,

, ,

a x b x

a x b x a b

r

     
       



 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ    1 1r r r       
 
ทฤษฏีบท 4.2.21 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  r r    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

 
ทฤษฏีบท 4.2.22 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 0 0r r      
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  0 0, x  โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x    
 พิจารณา           0 0, ,r x a b     

 0 ,a x b    
 
 
0,

0,

x b

x

 


 

0  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ีสําหรับการคูณ  
 จึงไดวา 0 0 0r r      
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 0 0r r      
 
ทฤษฏีบท 4.2.23 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา               1r s r s       
 สมบัติการแจกแจง     1 1r s       

ทฤษฏีบท 4.2.17    r s    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      

r
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ทฤษฏีบท 4.2.24 จํานวนตรรกยะ  และ s  ใด ๆ      r s r s r s        

                       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
ทฤษฏีบท 4.2.25 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ      r s r s      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา                1 1r s r s          

สมบัติการจัดหมู         1 1 r s       

ทฤษฏีบท 4.2.17    r s  
 จึงได    r s   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      
 

ทฤษฏีบท 4.2.26 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   11r r
    

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   

 จาก                 ,r a b  

 
              1 ,r b a   

           
11 ,r a b

   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   11r r

   
 

ทฤษฏีบท 4.2.27 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   1 1 1r s s r      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา                  1 1 1 1r s s r r r s s           

   1 1
1

 


 

โดยทฤษฏีบท 4.2.13  1 1s r  เปนตัวผกผันสําหรับการคูณของ r s  

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   1 1 1r s s r      
 

ทฤษฏีบท 4.2.28 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   1 1r r     

                       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
 
 

r
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จํานวนตรรกยะกับจํานวนเต็ม 
 

 จํานวนตรรกยะบางจํานวนสามารถกําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม เชน  
จํานวนตรรกยะ  0,b  กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม 0 สําหรับทุกจํานวนเต็ม b  

จํานวนตรรกยะ    , ,a a b b กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม 1 สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  และb  

จํานวนตรรกยะ  ,1a กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม a  สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  

จํานวนตรรกยะ  ,a b กําหนดไดตรงกับบางจํานวนเต็มก็ตอเม่ือ b หาร a  ลงตัว คือ 

 ,a b c  ก็ตอเม่ือ a c b   สําหรับทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  

พิจารณาจํานวนตรรกยะ    
1

1, ,a ba b b a
b a


      

  

 
ทฤษฎีบท 4.2.29 กําหนดเซต   , |P a b a  และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b  จะไดวาเซต มี

สมบัติดังนี้ 
    1. ถา r P  และ s P  จะไดวา  
   1.1 r s P   1.2 r s P   
     2. สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ กรณีตอไปนี้เปนจริงเพียงกรณีเดียว 
   2.1 0r   2.2 r P  2.3 r P   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r P  และ s P   
 1. ให  ,r a b  และ  ,s c d  สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c  และ d  ใด ๆ โดยท่ี 0a b   

และ 0c d    
 1.1 จะแสดงวา r s P    
                     , ,r s a b c d    

       ,a d b c b d      

 พิจารณา                          a d b c b d a d b d b c b d              

       a b d d c d b b         

 เนื่องจาก 0, 0, 0a b c d b b       และ 0d d   

 จึงไดวา            0a b d d c d b b         

ทําให              ,a d b c b d P      

 ดังนั้น r s P    
 1.2 จะแสดงวา r s P    
                         , ,r s a b c d    

       ,a c b d    

 พิจารณา                               a c b d a b c d        

 เนื่องจาก 0a b   และ 0c d    
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 จึงไดวา                             0a c b d     

ทําให                        ,a c b d P    

 ดังนั้น r s P    
    2. สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ  
 ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ โดยท่ี 0b   

พิจารณากรณีท่ี 1 ถา 0a b    จะไดวา 0a   ดังนั้น  0, 0r b   

  กรณีท่ี 2 ถา 0a b     จะไดวา r P  
  กรณีท่ี 3 ถา 0a b   จะไดวา 0a b    ดังนั้น  ,r a b    
เรียกเซต P วาเปนเซตจํานวนตรรกยะบวก ใชสัญลักษณแทนดวย Q   
 
นิยาม 4.2.3 เซตของจํานวนตรรกยะ Q  ประกอบดวย 

      เซตของจํานวนตรรกยะบวก   , |Q a b a   และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b   

      จํานวนศูนย 0  
      เซตของจํานวนตรรกยะลบ   , |Q a b a   และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b   

      และจะไดวา จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ จะเปนอยางใดอยางหนึ่งตอไปนี้เพียงอยางเดียวคือ 
 1. r Q  หรือ2. 0r   หรือ3. r Q  

 
ทฤษฎีบท 4.2.30 สําหรับ r เปนจํานวนตรรกยะลบ ก็ตอเม่ือ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
 

พิสูจน  ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb   

จาก r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ โดยนิยาม 
จะไดวา               0a b       

 นํา  1 คูณ;    0a b    

 จึงไดวา                  ,r a b    

 ดังนั้น ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

 

 ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวก แลว r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ 
 สําหรับ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

ให  ,r a b   สําหรับจํานวนเต็ม a  และb   

จาก r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะบวก โดยนิยาม 
จะไดวา              0a b   

 นํา  1 คูณ;    0a b    

      0a b    
 จาก                         r r    
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  และ                       ,r a b Q                 

 จึงไดวา                   ,r a b Q               

 ดังนั้น ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะบวก แลว r  เปนจํานวนตรรกยะลบ 
ดังนั้น ทุกจํานวน r เปนจํานวนตรรกยะลบ ก็ตอเม่ือ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

 
ทฤษฎีบท 4.2.31 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา 0r s  แลว 0r  หรือ 0s   
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให 0r s   
 กรณีท่ี 1 ถา 0r  จะมีจํานวนตรรกยะ 1r  ซ่ึงทําให  1 1r r    
 พิจารณา           1s s   
      1s r r    

     

  1

10
0

s r r

r





  

 


 

 จึงไดวา ให 0r s  แลว ถา 0r  จะไดวา 0s   
  

กรณีท่ี 2 ถา 0s   จะมีจํานวนตรรกยะ 1s  ซ่ึงทําให 1 1s s      
 พิจารณา                     1r r   
      1r s s    

     

  1

10
0

s r s

s





  

 


 

 จึงไดวา ให 0r s  แลว ถา 0s  จะไดวา 0r   
ดังนั้น จากกรณีท่ี 1 และ2 ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ ถา 0r s  แลว 0r  หรือ 0s   

 
4.3 การลบและการหารจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.3.1 กําหนดตัวดําเนินการ “การลบ” (substractions) และการหาร (division) บนเซต
จํานวนตรรกยะ Q  ดังนี้ สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  

  การลบ ;  r s r s     

  การหาร; 1 rr s r s
s

    เม่ือ 0s   

  จากนิยามพบวาการดําเนินการ การลบ และการหารมีสมบัติปด คือ ผลลัพธของการ
ดําเนินการลบและการหารเปนจาํนวนตรรกยะ 
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ทฤษฎีบท 4.3.1 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
 พิจารณา                 0 1 0r r      

     0r
r

 


 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0r r   
 
ทฤษฎีบท 4.3.2 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ 0r r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

 
ทฤษฎีบท 4.3.3 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
 พิจารณา               0 0r r     

      r  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 r r   
 
ทฤษฎีบท 4.3.4 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ   r s t r s r t        

                     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
ทฤษฎีบท 4.3.5 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   r s s r     
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   
 พิจารณา                   1r s r s       

         1 1r s       

     
 

 r s
s r

  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   r s s r     

 
ทฤษฎีบท 4.3.6 จํานวนตรรกยะ ,r s  และt  ใด ๆ  r s t   ก็ตอเม่ือ r s t   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 
 

ทฤษฎีบท 4.3.7 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 1r r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ  

 พิจารณา       11 1r r 
    

      1r r    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 1r r   
 

r
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ทฤษฎีบท 4.3.8 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ 1r r   เม่ือ 0r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 4.3.9 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
11 r
r

   เม่ือ 0r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 4.3.10 ตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ เม่ือ 0s  r s t   ก็ตอเม่ือ r s t    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ  เม่ือ 0s   

 ถา r s t   แลว r s t    
 ให                           r s t           ............ 1  

 นํา s  คูณสมการ 1 ;      1s r s s t     

                1r s s s t     

             1r s t    

                r s t    
 จึงไดวา ถา r s t   แลว r s t    

    ถา r s t    แลว r s t   
 ให            r s t          ............ 2  

 จาก s Q  มี 1s Q   

 นํา 1s คูณสมการ 2 ;      1 1s r s s t      

         1 1r s s s t      

        1r s t    
        r s t      
 จึงไดวา ถา r s t    แลว r s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ เม่ือ 0;s   r s t   ก็ตอเม่ือ r s t    
 
ทฤษฎีบท 4.3.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s r s        เม่ือ 0s     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ  เม่ือ 0s   
 พิจารณา     1r s r s      

       1r s    

       r s       ............ 1  

 และ     1r s r s      

       1r s   

       r s      ............ 2  

r
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 จากสมการ  1 และ 2 ;    r s r s r s        

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s r s       เม่ือ 0s   

 
ทฤษฎีบท 4.3.12 จํานวนตรรกยะ และs ใด ๆ   r s r s      เม่ือ 0s   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

ทฤษฎีบท 4.3.13 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u   แลว 
r t r u s t
s u s u

  
 


 

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ เม่ือ , 0s u   

 พิจารณา            1 11 1r t r s t u
s u

         

     
       
       

1 1 1 1

1 1 1 1

r s u u t u s s

r u s u t s s u

   

   

       

       
 

          1 1r u s t s u          

     

     

     

1r s t s s u

r s t s s u

r u s t
s u

       
       
  




 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u  แลว 
r t r u s t
s u s u

  
 


 

      

 

ทฤษฎีบท 4.3.14 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ถา 0r   แลว 1
1 r

r

  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ให 0r   

 พิจารณา            
1

111 11 11 r r
r

r


       

 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ถา 0r   แลว 1
1 r

r

  

 

ทฤษฎีบท 4.3.15 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

r
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ทฤษฎีบท 4.3.16 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u   แลว 
r t r t
s u s u


 


 

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu ใด ๆ ให , 0s u   

 พิจารณา           1 1r t r s t u
s u

     
 

        1 1r t s u    
 

         1r t u s 
   

 
     

r t
u s





 
r t
s u



  

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t และu ใด ๆ ถา  , 0s u  แลว 
r t r t
s u s u


 


 

 

ทฤษฎีบท 4.3.17 จํานวนตรรกยะ  และu ใด ๆ ถา , , 0s t u  แลว 
r t r u r u
s u s t s t


   


 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
4.4 ลําดับของจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.4.1 จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ จะกลาววา r นอยกวา s  ใชสัญลักษณแทนดวย r s

ก็ตอเม่ือ s r Q  และจะกลาววา  r  มากกวา s  ใชสัญลักษณ r s ก็ตอเม่ือ 

s r  
  
นิยาม 4.4.2 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให  ,r a b  และ  ,s c d  สําหรับ , , ,a b c d Z  

โดยท่ี , 0,b d   r s ก็ตอเม่ือ a d b c    
 
สมบัติไตรวิภาค  

สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว คือ  
  1. r s  2. r s  3. r s   
 

พิสูจน  จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคเพียงขอเดียวตอไปนี้ 
 1. ถา 0r s   จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 1 คือ r s  
 2. ถา r s Q  จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 2 คือ r s   

 3. ถา r s Q  จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 3 คือ r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคเพียงขอเดียว 
 
 

, ,r s t
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ทฤษฎีบท 4.4.1 จํานวนตรรกยะ r  เปนจํานวนตรรกยะบวกก็ตอเม่ือ 0r   
 

พิสูจน  จะแสดงวา ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 0r    
ให r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
เนื่องจาก            0r r   
จึงไดวา                   0r Q



         
โดยนิยาม 4.4.1   0r   
จึงไดวา ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 0r   
 จะแสดงวา ถา 0r   แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
ให           0r   
แสดงวา          0 r  
โดยนิยาม     0r Q   
แต       0r r   

 นั่นคือ           r Q  
จึงไดวา ถา  0r   แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  เปนจํานวนตรรกยะบวกก็ตอเม่ือ 0r   
 
ทฤษฎีบท 4.4.2 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ r  เปนจํานวนตรรกยะลบ (คือ r Q  หรือ r Q  ) ก็

ตอเม่ือ 0r    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.4.3 สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  และ s t  แลว r t  
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ 
 ให                              r s     
 จากนิยาม                        0s r     ........... 1  
 และให                              s t  

 จากนิยาม                                 0t s     ........... 2  

 นําสมการ 1 บวกสมการ 2 ;         0s r t s       

               0t r s s      

                 0t r        
 จึงไดวา                              r t    
 นั่นคือ ถา r s  และ s t  แลว r t  
ดังนั้น ความสัมพันธนอยกวา   มีสมบัติถายทอด 
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ทฤษฎีบท 4.4.4 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t    
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ 

ถา r s  แลว r t s t    
ให                  r s   
จากนิยาม                 0s r   
       0 0s r    

          0s r t t     

          0s t r t     
         0s t r t     

นั่นคือ            r t s t    
ดังนั้น ถา r s  แลว r t s t    

 ถา r t s t    แลว r s   
 ให            r t s t    
           0s t r t     

         0s t r t     
          0s r t t     

                   0s r   
นั่นคือ       r s   

 ดังนั้น ถา r t s t    แลว r s   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t    
 
ทฤษฎีบท 4.4.5 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.4.6 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ r s  และ t u   ก็ตอเม่ือ r t s u     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ   

ถา r s  และ t u   แลว r t s u     

ให r s  และ r u   
 จาก                     r s    

                           0s r     ........... 1  

 และ                              t u  

                      0u t     ........... 2  

 นําสมการ  1 บวกสมการ 2 ;      0s r u t     
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             0s u r t        

       0s u r t       

         0s u r t         

                  r t s u                     
 จึงได ถา r s  และ t u   แลว r t s u     
 

 ถา  r t s u   แลว r s  และ t u  
 ให         r t s u       

    0s u r t     

    0s u r t     
                      0s r u t     

  นั่นคือ                   0s r   และ 0u t   
              r s  และ t u  
 จึงไดวาถา r t s u    แลว r s  และ t u  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ r s  และ t u  ก็ตอเม่ือ r t s u     
  
ทฤษฎีบท 4.4.7 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให 0t    

  ถา r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     

                                 r s  
                    0s r     

สําหรับ 0;t                 0t s r     

         0t s t r     

         0s t r t     

                 r t s t                       
 จึงไดวา ถา 0t   และ r s  แลว r t s t     

ถา r t s t     แลว r s   
 ให            r t s t                 

              0s t r t     
  0s r t    

 จาก 0;t                             0s r   

r s           
 จึงไดวา ถา r t s t    แลว r s  
ดังนั้น ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t    
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ทฤษฎีบท 4.4.8 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให  0t  ไดวา 0t   
 ถา 0t   และ r s  แลว r t s t     

ให                           r s      

                   0s r   
 นํา 0t  คูณ ;               0t s r     

                                    0st rt    
                0rt st   

 จึงไดวา                        r t s t    
 นั่นคือ ถา 0t   และ r s แลว r t s t     
   ถา 0t   และ r t s t    แลว r s   
 ให                           r t s t    
                            0r t s t     

                0r t s t       

 จาก 0t  ทําให 0;t         0r s t       

0s t   
 จึงไดวา          r s        
 นั่นคือ ถา 0t  และ r t s t    แลว r s   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t  แลว r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

ทฤษฎีบท 4.4.9 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให 0t     

 ถา r s แลว  
r s
t t
  

ให                     r s     

                     0s r       
สําหรับ 0t  ทําให 1 0;t             1 0t s r     

             1 1 0t s t r      

สมบัติการสลับสําหรับการคูณ      1 1 0s t r t      

นิยามการหาร                  0s r
t t
   

                
r s
t t
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 นั่นคือ ถา 0t   และ r s แลว  
r s
t t
  

 ถา 
r s
t t
  แลว r s  

 ให                             
r s
t t


 

                        
0s r

t t
 

 

 
นิยามการหาร                       1 1 0s t r t    

 

                 
  1 0s r t  

 

 
จาก 0t  นํา t  คูณ           1 0s r t t     

          1 0s r    

                            0s r 
 

 
จึงได                 r s  

         

 
นั่นคือ

 
ถา 0t    และ

r s
t t
  แลว r s   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา 0t   แลว r s  ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 
ทฤษฎีบท 4.4.10 การหารดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา 0t 

แลว r s  ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ให 0t     

   ถา  r s แลว  
r s
t t


 

 
ให 0t  และ              r s   

                 0s r 
 
            

 จาก 0t   ทําให 0t   และ 1 0t    
           1 0t s r      

         1 1 0t s t r                    

           1 1 0s t r t        

             1 1 0r t s t             

 นิยามการหาร      0r s
t t
   

 จึงได             
r s
t t
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ถา r s  แลว  

r s
t t


 
สําหรับ 0t   

 

   ถา 
r s
t t
 แลว r s   

 ให 0t  และ        
r s
t t
  

                     0r s
t t
   

            1 1 0r t s t      

                           1 1 0r t s t                   

                                     1 0r s t         

                     1 0r s t        

                                            1 0s r t     

จาก 0t  ทําให 0t  นํา t คูณ 

      1 0s r t t          

                    0s r   

 จึงได            r s  

นั่นคือ ถา 
r s
t t
 แลว r s  สําหรับ 0t  ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t 

แลว r s ก็ตอเม่ือ 
r s
t t


 
 

ทฤษฎีบท 4.4.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา r s  และ s r แลว r s   

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให r s  และ s r แลว r s  
 จาก r s  โดยสมบัติไตวิภาค r s   หรอื r s   

 กรณีท่ี 1 ถา r s  ขัดแยงกับท่ีกําหนดให r s   
 กรณีท่ี 2 ถา r s  ขัดแยงกับท่ีกําหนดให s r   
 จากกรณีท่ี 1 และ2 ถา r s  และ s r  แลว r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา r s  และ s r  แลว r s   
 
ทฤษฎีบท 4.4.12 สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆท่ี r s จะมีจํานวนตรรกยะ x  ท่ีมีสมบัติ

วา r x s   สมบัติหนาแนน (density law) 
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให r s   

 จากทฤษฎีบท 4.4.7 สําหรับ  
 จาก                   2 2r r r r s s s s        

2 0; 2 2r s
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              2 2r r s s     ............ 1     

 นํา 
1
2

คูณสมการ  1 ;      1 1 12 2
2 2 2

r r s s
                              

            
 1 12 2

2 2 2
r s

r s
                 

 

                               
 

2
r s

r s


                      

สําหรับจํานวนตรรกยะ x ใด ๆ ให 
2

r sx 
   

จึงได     r x s                                       
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ท่ี r s จะมีจํานวนตรรกยะ x  ท่ีมีสมบัติวา r x s     
 
ทฤษฎีบท 4.4.13 จํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา r n   
   

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ และให n  เปนจํานวนเต็มบวก 
 ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ  

 ให           1n a   

 1 1,1
1

a a
      

      ,a a b r
b

    ;b Q     

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา r n  
 
นิยาม 4.4.3 จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ r  นอยกวาหรือเทากับ s ใชสัญลักษณแทนดวย r s  

หมายถึง x y  หรือ x y  และสําหรับ r  มากกวาหรือเทากับ s  ใชสัญลักษณ
แทนดวย r s  ก็ตอเม่ือ s r   

 
นิยาม 4.4.4  จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ  

 x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  
 

ทฤษฎีบท 4.4.14 ถา r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 
hr
n

  และ
ks
n

  สําหรับบางคา

, ,h k n Z  
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พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  ,s c d  เม่ือ , , ,a b c d Z  

จาก ,r s Q  จะไดวา 0a b   และ 0c d   
จาก 0a b    นั่นคือ 0a  และ 0b  หรือ 0a   และ 0b  
 และ 0c d   นั่นคือ 0c  และ 0d   หรือ 0c   และ 0d   
กรณีท่ี 1 ถา  0a  และ 0b  กับ 0c  และ 0d   

หรือ        0a   และ 0b  กับ 0c   และ 0d   
จะไดวา , ,a d b c b d Z     จะได  ,r a d b d    และ  ,s b c b d    

จะได 
hr
n

  และ
ks
n

  

กรณีท่ี 2 ถา 0a   และ 0b  กับ 0c  และ 0d   
หรือ          0a  และ 0b  กับ 0c   และ 0d   
จะไดวา      , ,a d b c b d Z       จะไดวา 

   ,r a d b d        และ    ,s b c b d        

ให    ,h a d k b c       และ  n b d    จะได 
hr
n

  และ
ks
n

  

ดังนั้น สําหรับ r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 
hr
n

  และ
ks
n

  สําหรับบางคา

, ,h k n Z  

 
สมบัติอาคิมีเดียน (Archimedean property) จํานวนตรรกยะบวก r  และ s ใด ๆ ซ่ึง r s แลว

มีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีทําให n r s    
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะบวก r  และ s  ใด ๆ โดยท่ี r s   
โดยทฤษฎีบท 4.4.14 จะมี  

โดยท่ี  และ  และ  

จะไดวา      

และได                 a c d a b b
c
         

แต                           

จะได       a bc d
c c
         

ให                                         
จะได                                  n r s      
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะบวก r  และ s ใด ๆ ซ่ึง r s  แลวมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีทําให n r s    
 

, ,a b c Z
ar
c


br
c

 1c 

a b
c c


bb
c



n cb
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4.5 สรุป  
 

 1. ให Q  แทนเซตจํานวนตรรกยะนิยามโดย   . |Q a b สําหรับ ,a b Z  โดยท่ี 0b   

ซ่ึงคูอันดับ  คือการดําเนินการ 
a
b

 

2. การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ สําหรับ    , , ,a b c d Q  และ , , ,a b c d Z  โดย

ท่ี , 0b d   

2.1 การบวก;      , , ,a b c d a d b c b d        

2.2 การคูณ;      , , ,a b c d a c b d      

 3. สมบัติการบวกจาํนวนตรรกยะ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ 

3.1 การปด; r s  เปนจํานวนตรรกยะ 

3.2 มีผลลัพธเพียงหนึ่ง ; r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การเปลี่ยนหมู ;    r s t r s t       

3.4 การสลับท่ี ; r s s r     
3.5 การมีเอกลักษณ; มี 0 ซ่ึงเปนจํานวนตรรกยะท่ีทําให 0 0r r r     จํานวน

ตรรกยะ r  ใด ๆ เรียก 0  วาเอกลักษณสําหรับการบวก 
3.6 การมีตัวผกผัน ; สําหรับทุกๆ จํานวนตรรกยะ r จะมีจํานวนตรรกยะ r  ซ่ึงทําให 

    0r r r r       

3.7 การตัดออก ; ถา r s r t    แลว s t   
3.8 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา r s  แลว r t s t    

 4. สมบัติการคูณจํานวนตรรกยะ ให ,r s  และ  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ  

4.1 การปด ; r s  เปนจํานวนตรรกยะ 

4.2 การมีผลลัพธเพียงหนึ่ง ; r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
4.3 การเปลี่ยนหมู ;    r s t r s t       

4.4 การสลับท่ี ; r s s r     
4.5 การมีเอกลักษณ; มี 1 ซ่ึงเปนจํานวนตรรกยะท่ีทําให 1 1r r r    สําหรับทุกคา 

r Q  เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 
4.6 สมบัติการมีตัวผกผัน; สําหรับทุกๆ จํานวนตรรกยะ r  จะมีจํานวนตรรกยะ 1r  ซ่ึง

ทําให  1 1 1r r r r     เรียก 1r  วาตัวผักผันสําหรับการคูณของ r  
4.7 การตัดออก ; ถา r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t   
4.8 การคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา r s  แลว r t s t     

5. การลบและการหารจํานวนตรรกให r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ 

5.1 การลบ ;  r s r s     

5.2 การหาร ; 1 rr s r s
s

     เม่ือ 0s   

 ,a b

t
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6. เซตของจํานวนตรรกยะ Q  แบงออกเปน 3 เซตตอไปนี้ 

6.1 เซตจํานวนตรรกยะบวก  Q  คือ   , | ,Q a b a b Z   และ 0a b   

6.2 จํานวนศูนย  
6.3 เซตจํานวนตรรกยะลบ  Q  คือ   , | ,Q a b a b Z   และ 0a b   

7. ความสัมพันธลําดับของจํานวนตรรกยะ สําหรับ ,r s Q   

7.1 r s ก็ตอเม่ือ s r Q   
7.2 r s ก็ตอเม่ือ s r   

 

8. สมบัติความหนาแนนจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ท่ี r s  จะมีจํานวนตรรกยะ x         
ท่ี r x s   
 

9. สมบัติอาคิมีเดียน จํานวนตรรกยะบวก r  และ s  ใด ๆ ซ่ึง r s  แลวมีจํานวนเต็มบวก 
n  ท่ีทําให n r s   
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แบบฝกหัด 4 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.1.3  สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา  
         , , ,1a b b a c c a    

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.1.4 สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   

3.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.3  สําหรับ , ;r s Q  r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

4.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.5 สําหรับ ,r s Q  แลว r s s r       

5.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.10 สําหรับ , ;r s Q  r s  เปนจํานวนตรรกยะ   

6.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.11 สําหรับ , ;r s Q   r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

7. จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.17 สําหรับ , , ;r s t Q       s t r s r t r        

8.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.21สําหรับ ;r Q  r r    

9.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.24 สําหรับ , ;r s Q      r s r s r s      
 

10.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.28 สําหรับ ;r Q   1 1r r  
 

11.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.2 สําหรับ ; 0r Q r r      

12.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.4 สําหรับ , ,r s t Q  ;  r s t r s r t        

13.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.6 สําหรับ , ,r s t Q  ; r s t  ก็ตอเม่ือ r s t   

14.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.8 สําหรับ ;r Q  1r r   เม่ือ 0r   

15.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.9 สําหรับ 1;1r Q r
r

    เม่ือ 0r     

16.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.12 สําหรับ ,r s Q ;  r s r s      เม่ือ 0s   

17.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.15 สําหรับ ,r s Q ; ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


 

18.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.17 สําหรับ , , ,r s t u Q ; ถา , , 0s t u   แลว 
r t r u r u
s u s t s t


   


 

19.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.4.2 สําหรับ ;r Q  r  เปนจํานวนตรรกยะลบก็ตอเม่ือ 0r   

20.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.4.5 สําหรับ , ,r s t Q  ; r s ก็ตอเม่ือ r t s t      
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บทท่ี 5 
จํานวนจริง 

 
 บทนี้จะกลาวถึง สวนตัดเดเดคินด ทฤษฎีบทสําหรับสวนตัด การบวก การลบสวนตัด สมบัติ
การบวกสวนตัด การคูณสวนตัดบวก สมบัติการคูณสวนตัดบวก ลําดับของสวนตัดการกําหนดจํานวน
จริง สัจพจนของจํานวนจริง สมบัติของจํานวนจริง ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง  
 

5.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

 พิจารณาปญหา สมการ 2 2x   ซ่ึงพบวาไมสามารถหาคา x  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ           
ท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได จากปญหาขางตนจะแสดงขอความท่ีวา  
ไมมีจํานวนตรรกยะ x ซ่ึง 2 2x    
 

พิสูจน สมมติวา มีจํานวนตรรกยะ x  ซ่ึง 2 2x   ดังนั้นจึงสามารถเขียนแทน x  ในรูปเศษสวนของ

จํานวนเต็ม 
m
n

 โดยท่ี ห.ร.ม คือ 1 ได ก็คือ 
mx
n

  โดยท่ี ห.ร.ม  , 1m n   

ดังนั้น     
2

2
2 2mx

n
    

จึงไดวา                  2 22n m        
ดังนั้น 2m  เปนจํานวนคู จึงไดวา m   เปนจํานวนคู 
ให    2m k  เม่ือ k Z  
จึงไดวา           2 2 24m k n         
นั่นคือ 2n เปนจํานวนคู จึงไดวา n  เปนจํานวนคู 
ดังนั้น ห.ร.ม  , 2 1m n    

นั่นคือ x  เขียนในรูปเศษสวนของจํานวนเต็ม m
n

 โดยท่ี ห.ร.ม. , 1m n   ไมได  

ดังนั้น x จึงไมใชจํานวนตรรกยะ 
 การพิสูจนขางตนแสดงวา ถา 2 2x   แลว x  ไมใชจํานวนตรรกยะ  สามารถเขียนแทน
ดวย 2x   ซ่ึง 2  ไมใชจํานวนตรรกยะ ตอไปจะแสดงวา 2  เปนจํานวนจรงิ 

 
ภาพท่ี 5.1.1 การหาคา 2  
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ให A  และ B  เปนจุดซ่ึงแทน 0  และ1 ตามลําดับ ลาก BC ตั้งฉากกับ AB  และให 
BC  มีความยาวเทากับ AB  (คือยาวเทากับ 1 หนวย) ใช A เปนจุดศูนยกลาง เขียนเสนโคงของ
วงกลมดวยรัศมี AC ตัดเสนตรง AB  ท่ีจุด D  จากเรขาคณิตทราบวา 
                 (ความยาว AD )2 2 21 1 2    

ดังนั้น AD  ยาว 2 หนวย จุด D  จึงเปนจุดท่ีแทนจํานวนอตรรกยะ นี้แสดงใหเห็นวา   ยัง
มีจุดซ่ึงไมไดถูกใชแทนจํานวนตรรกยะอยางนอยหนึ่งจุด ซ่ึงจะพบวามีจํานวนจริงท่ีไมเปนจํานวน
ตรรกยะหรือเรยีกวาจํานวนอตรรกยะอีกมาก เชน 3, 5,  เปนตน  

สําหรับขอความ “ถา q  เปนจํานวนตรรกยะท่ีไมใชศูนย และ r เปนจํานวนอตรรกยะแลว 

qr  ไมใชจํานวนตรรกยะ”  
 

พิสูจน  สมมติวา q  เปนจํานวนตรรกยะ และ 0q   และ r  เปนจํานวนอตรรกยะ 

ให   
mq
n

  และ 0n   

สมมติวา qr  เปนจํานวนตรรกยะ สามารถเขียนในรูปเศษสวนไดโดย 

ให             
aqr
b

   สําหรับ ,a b Z  และ 0b   

        m ar
n b

  

n ar Q
m b

    

ขัดแยงขอความท่ีวา r Q   

นั่นคือ qr Q  
 จากปญหาขางตนจึงมีการสรางจํานวนข้ึนมาใหมใหครอบคลุม แนวคิดในการสรางจํานวนจริงคือ  
 ให r  เปนจํานวนตรรกยะ สรางเซต    |C r x Q x r    และกําหนดตัวดําเนินการ

บวก ดังนี้ 

      |C r C s r s r C r     และ  s C s  

จะพบวาการบวกมีสมบัติดังนี้  
     C r C s C r s    

เปนการงายท่ีจะพิสูจนสมบัติการเปลี่ยนกลุม สมบัติการสลับท่ี สมบัติการมีเอกลักษณและ 
ตัวผกผัน ฯลฯ ได และอาจจะใชนิยามการคูณ เพ่ือท่ีจะใหเซตดังกลาวขางตน และการดําเนิน         
การมีสมบัติเชนเดียวกับจํานวนตรรกยะได  

ในกรณีท่ัวไป จะสรางเซตจํานวนท่ีมีสมบัติทํานองเดียวกับขางบน และมีสมบัติอ่ืน ๆ          
อีกเพ่ือใหสอดคลองกับสมบัติของจํานวนตรรกยะและจํานวนอตรรกยะตามท่ีตองการ เซตท่ีจะ
สรางใหม  นี้เรียกวา สวนตัดเดเดคินด โดยสรุปเปนนิยามดังนี้ 
 

 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

101 

นิยาม 5.1.1 สําหรับเซต C ท่ีเปนเซตยอยแทท่ีไมเปนเซตวางของจํานวนตรรกยะ Q  เรียกเซต C
วาสวนตัดเดเดคินด (dedekind’s cut) เม่ือเซต C  สอดคลองสมบัติตอไปนี้ 

  1. C   และ C Q   

  2. ถา x Q  และ c C  โดยท่ี x c  แลว x C   
  3. ถา c C  จะมี x C  ซ่ึง x c  
 
ขอสังเกต  

1. นิยามขอ 2 พบวา ถาสวนตัดประกอบดวยจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ แลวจํานวนตรรกยะท่ี
มีคานอยกวา r  ท้ังหมดจะอยูในเซต C  

2. นิยามขอ 3 พบวา สวนตัดเดเดคินดจะไมมีจํานวนท่ีมีคามากท่ีสุด 
  3. เรียกสวนตัดเดเดคินดสั้น ๆ วา สวนตัด 
 

ตัวอยาง 5.1.1 ให r  เปนจํานวนตรรกยะ กําหนดเซต    |C r x Q x r    จงแสดงวา       

เซต  C r  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จะแสดงวา  C r   และ  C r Q   

จาก 2 Q  และ 2 5  สําหรับ 5  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ 

 จึงไดวา  2 C r  

 ดังนั้น  C r    

 จาก ทุกคา  ;x C r x r  สําหรับทุกคา r เปนจํานวนตรรกยะ 

 ดังนั้น  C r Q   

2. จะแสดงวา ถา  x C r  และสําหรับ a Q  ท่ี a x  แลว  a C r   

ให  x C r   จะไดวา x r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 ถา a Q  และ a x  จึงไดวา a r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 ดังนั้น  a C r   

3. จะแสดงวา ถา  x C r  แลวตองมี  c C r  ซ่ึง x c   

 ถา  x C r  จะไดวา x r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 สําหรับ x  และ r ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ มีจาํนวนตรรกยะ c    
ซ่ึงทําให x c r    
ดังนั้น x c  

จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา เซต  C r  เปนสวนตัด เรียกเซต  C r วาสวนตัดตรรกยะ 
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ทฤษฎีบท 5.1.1 ถา C  เปนสวนตัดและสําหรับจํานวนตรรกยะบวก  ใด ๆ จะมี c C  และ
c C   ท่ีทําให c c r    

 

พิสูจน กําหนดให  | ,E x x d r d C      และจํานวนตรรกยะบวก r  ใด  ๆ    

 จะไดวา C E  และC E  
 เลือก y E  แต y C   

ทําให           y c r c       
 นั่นคือ c C    จึงไดวา c c r   
ดังนั้น สําหรับ C R  และ r Q  จะมี c C  และ c C   ท่ีทําให c c r   
 
นิยาม 5.1.2 สวนตัด C  จะเปนสวนตัดบวก เม่ือ C มีจํานวนตรรกยะบวกอยางนอยหนึ่งตัวเปน

สมาชิกของ C  
 

นิยาม 5.1.3 สวนตัด C จะเปนสวนตัดลบ เม่ือ C  มีจํานวนตรรกยะลบอยางนอยหนึ่งตัวไมเปน
สมาชิกของ C  

 

ทฤษฎีบท 5.1.2 ถา C  เปนสวนตัดแลว C  จะไมสามารถเปนท้ังสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกันได 
 

พิสูจน   ให C เปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกัน 
 ถา C เปนสวนตัดบวก จากนิยาม 5.1.2 มีจํานวนตรรกยะบวก x C    ............ 1  

 และ ถา C เปนสวนตัดลบ จากนิยาม 5.1.3 มีจํานวนตรรกยะลบ y C     .......... 2    

จาก x  เปนจํานวนตรรกยะบวก และ y เปนจํานวนตรรกยะลบ 

 จึงไดวา      y x  

 จากนิยาม 5.1.1 ขอ 2 จึงไดวา y C  ขัดแยงกับขอสมมติท่ี  2  

ดังนั้น สวนตัด C  ไมสามารถเปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกันได 
 
ทฤษฎีบท 5.1.3 ถา C เปนสวนตัด และ x เปนจํานวนตรรกยะบวก ท่ีไมเปนสมาชิกของ C แลว x   

จะมีคามากกวาทุกจํานวนตรรกยะใน C  
 

พิสูจน ให x เปนจํานวนตรรกยะบวกท่ีไมเปนสมาชิกของ C และ y เปนจํานวนตรรกยะใด  ๆ    ใน 

C  
 ถา  x y  จะไดวา x C ซ่ึงขัดแยง 

 ถา  x y  โดยนิยาม 5.1.1 ขอ 2 จึงไดวา x C  ซ่ึงขัดแยง 

 จึงไดวา x y  ไดเพียงกรณีเดียว 
ดังนั้น ถา C เปนสวนตัด และ x  เปนจํานวนตรรกยะบวก ท่ีไมเปนสมาชิกของ C แลว x จะมีคา
มากกวาทุกจํานวนตรรกยะใน C  
 

r
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ทฤษฎีบท 5.1.4 ให C เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด แลว C จะไมเปน ท้ัง
สวนตัดบวกและสวนตัดลบ 

 

พิสูจน  ให C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
กรณีท่ี 1 สมมติให C เปนสวนตดับวก  
 โดยนิยาม 5.1.2 ตองมีจํานวนตรรกยะบวก x C  

แต C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
จึงไดวา x C   
ดังนั้น C ไมเปนสวนตัดบวก 

กรณีท่ี 2 สมมติให C เปนสวนตดั 
โดยนิยาม 5.1.3 ตองมีจํานวนตรรกยะลบ y C   
แต C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
จึงไดวา y C  
ดังนั้น C ไมเปนสวนตัดลบ   

จากกรณีท่ี 1 และ2 ถา C เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด แลว C จะไมเปน
ท้ังสวนตัดบวกและสวนตัดลบ 
 
นิยาม 5.1.4 ให D  และ เปนสวนตัดใด ๆ  จะนอยกวา D  ก็ตอเม่ือ มีสมาชิกของ D  อยาง

นอยหนึ่งตัวท่ีไมเปนสมาชิกของ ใชสัญลักษณแทนดวยC D   
 
ทฤษฎีบท 5.1.5 ทุกสวนตัดลบนอยกวาทุกสวนตัดบวก 
 

พิสูจน  ให D  เปนสวนตัดบวกและ C เปนสวนตัดลบใด  ๆ    
 จาก D  เปนสวนตัดบวกมีจํานวนตรรกยะบวก x D   
 เนื่องจาก C เปนสวนตัดลบ 
 ไดวา x C  

 โดยนิยาม 5.1.4  มี x D แต x C  จึงไดวา C D   
ดังนั้น  ทุกสวนตัดลบนอยกวาทุกสวนตัดบวก 
 

ตัวอยาง 5.1.2 จงแสดงวา    3 | 3C x Q x   เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา   1.  3C  เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวา 3  เชน 2  และ 2 3  และ 

              3C Q เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีไมเปนสมาชิกของ C  เชน 5  และ5 3  

2. ให  3b C  จึงไดวา 3b  

ถา x Q  และ x b  จะไดวา 3x b    
นั่นคือ 3x   

ดังนั้น  3x C   

C C
C
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3. ให  3b C  จะไดวา b Q  และ 3b  

ให 3
2

bx 
  จะไดวา x Q  และ 3b x   

ดังนั้น มี  3x C  โดยท่ี x b  

จากขอ 1, ขอ 2 และขอ 3    3 | 3C x Q x    เปนสวนตัด 

 
ตัวอยาง 5.1.3 ถา  เปนสวนตัด กําหนดเซต  |C x Q x c    สําหรับบางคา c C    

จงแสดงวาเซต  เปนเปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จะพบวา C    และ C Q  คือ C  เปนเซตยอยแทของ Q  
 2. ให b C  จะไดวาb c  เม่ือ c C   
 ถา   x Q  และ x b  แลว  

จะได                        x c เม่ือ c C   
ดังนั้น x C    
3. ให b C  ดังนั้นb c เม่ือ c C   
จาก b c  จะมีจํานวนตรรกยะ x  ซ่ึง b x c   เม่ือ c C   
นั่นคือ มี x C  ท่ีมีสมบัติวา x b  

จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงได  |C x Q x c    สําหรับบางคา c C   เปนสวนตัด 

 
ทฤษฎีบท 5.1.6 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ เซต    |C r x Q x r    เปนสวนตัด 
 

พิสูจน  1. จะแสดงวา  C r   และ  C r Q   

1.1 จะแสดงวา  C r    ตองแสดงวามีจํานวนตรรกยะ x r    

ให x Q และให 1x r   ซ่ึง 1r  ท่ีนอยกวา r   
จึงได 1x r r    

ดังนั้น  C r    

1 . 2  จะแสดงว า  C r Q  ต องแสดง มีจํ านวนตรรกยะ r Q แต  r C            

  ให r Q  จะพบวา r C  ตามสมบัติของเซต  C r  

ดังนั้น  C r Q  

        2. ถา z Q และ  u C r  โดยท่ี z u  ตองการ  z C r ตองแสดงวา z r   

   จาก z u  และ  u C r  จึงได u r  จึงได z r   

ดังนั้น  z C r   

3. ถา  u C r  จะไดวา u Q  และ  

จะไดวา มี z Q  ซ่ึงทําให  

C

C

u r

u z r 
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ดังนั้น โดยท่ี  

ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด  ๆ       |C r x Q x r    เปนสวนตัด 
 

นิยาม 5.1.3 สําหรับ r Q  กําหนดเซต    |C r x Q x r    เรียกเซต  C r  วาสวน

ตัดตรรกยะ (rational cut) 
 

5.2 การบวกและการลบสวนตัด 
 

 จากนิยามสวนตัดอยูในรูปของเซตนั้น ทําใหการบวกสวนตัด และการลบสวนตัดตองนิยาม 
อยูในรูปของเซตดังนิยามตอไปนี้ 
 

นิยาม 5.2 .1  ให  C  และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ การดําเนินการบวกของ C และ D  คือ 
 |C D x x c d     สําหรับ c C  และ d D  

 

ขอสังเกต จาก C  และ D  เปนสวนตัดซ่ึงจะไดวา C Q  และ D Q  เพราะฉะนั้น C D Q     
 

ทฤษฎีบท 5.2.1 สมบัติปด ให C และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ C D  เปนสวนตัด 
 

พิสูจน ให ,C D เปนสวนตัด กําหนดเซต  

 |E x x c d    สําหรับ c C  และ d D  

1. จะแสดงวา E   และ E Q  

1.1 จะแสดงวา E    
จาก 0C   และ 0D  ดังนั้น มี c C  และ d D  

 จะไดวา c d E    
 ดังนั้น E   

 1.2 จะแสดงวา E    

จาก C Q  และ D Q   

ดังนั้น มี ,w z Q  โดย  และ z D   
ถา c C  และ d D  จะได c w  และ d z  
และได c d w z    สําหรับ c C  และ d D  
จึงไดวา w z E    

ดังนั้น E Q   

2. จะแสดงวา ถา w Q และ x E  โดยท่ี w x  แลว w E  
 จาก w x  สําหรับ x E  

ให x c d   สําหรับ c C  และ d D  
จะได w c d   และได w c d   
โดยบทนิยาม 5.1.1 w c D    
พิจารณา         0w w   

 z C r z u

w C
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     w c c    

 c w c   เม่ือ c C  และ w c D   

ดังนั้น w E  
3. จะแสดงวา ถา x E  จะมี w E  ซ่ึง w x  

จาก x E  จะไดวา x c d   สําหรับ c C  และ d D  
โดยนิยาม 5.1.1 มี c C   และ d D   
โดยท่ี c c  และ d d   
จึงไดวา c d c d     และจาก c d E     
ดังนั้น x c d     และ c d E     

จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 ทําให เซต  |E x x c d    สําหรับ c C และ d D  เปนสวนตัด 

 

ทฤษฎีบท 5.2.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ  
                         C D E C D E      

 

พิสูจน  สําหรับ ,C D  และ E  เปนเปนสวนตัดใดๆ  

1. จะแสดงวา    C D E C D E       

       ให  x C D E          

 โดยนิยาม      x g e   สําหรับ g C D   และ e E  

    c d e     สําหรับ c C  ,d D  และ e E  

จึงไดวา            c d e      สําหรับ ,c C d D   และ e E  

c h              สําหรับc C  และ h D E    
นั่นคือ  x C D E     

ดังนั้น    C D E C D E        

2. จะแสดงวา    C D E C D E       

ให  x C D E    

โดยนิยาม       x c h            สําหรับ c C  และ h D E   
   c d e     สําหรับ ,c C d D   และ e E  

    c d e     สําหรับ ,c C d D   และ e E  

   g e    สําหรับ g C D   และ e E  

นั่นคือ  x C D E     

ดังนั้น    C D E C D E        

จากขอ 1 และ2 จึงไดวา    C D E C D E       

ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ    C D E C D E      

ทฤษฎีบท 5.2.3 สมบัติการสลับท่ี ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ C D D C     
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พิสูจน  สําหรับ C และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ  
1. จะแสดงวา C D D C     

ให           x C D   
จากนิยาม 5.2.1         x c d   สําหรับ c C  และ d D  
   d c   สําหรับ d D  และ c C  
จากนิยาม 5.2.1        x D C   

นั่นคือ C D D C      
2. จะแสดงวา D C C D    

ให           x D C   
จากนิยาม 5.2.1         x d c    สําหรับบางคา d D  และบางคา c C  
   c d   สําหรับบางคา c C  และบางคา d D  
จากนิยาม 5.2.1         x C D   

นั่นคือ  D C C D      
จากขอ 1 และขอ 2 จึงไดวา C D D C    
ดังนั้น ทุกสวนตัด C และ D  ใด ๆ C D D C     

 
ทฤษฎีบท 5.2.4 ให C  เปนสวนตัดใด ๆ มี D  เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  ใดๆ และให    0 | 0D C x Q x      

1. จะแสดงวา C D C   
ให x C D   จึงไดวา x c d   เม่ือ บางคา c C  และบางคา d D  

จาก d D  จึงได c d c   และ c d Q    
จาก C  เปนสวนตัดโดยสมบัติขอ 3 ในบทนิยาม 
จึงไดวา c d C    
นั่นคือ x C    

ดังนั้น C D C    
2. จะแสดงวา C C D   

ให x C  จึงได  t x  สําหรับบางคา t C  
ให   x s t   เม่ือ บางคา c C และบางคา d D  

  x C D      
นั่นคือ C C D     
จาก ขอ 1 และขอ 2  จะไดวา  C D C   
ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  มีเซต D  ซ่ึง C D C   
จะแสดงวามี    0 | 0D C x Q x     เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   

ให F R  โดยท่ี C F C   
จะได F F D D F D      
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ดังนั้น ทุกสวนตัด C  ใด ๆ มี D  เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   
 
นิยาม 5.2.2 สวนตัด    0 | 0C x Q x    ใชสัญลักษณแทนดวย 0  และเรียกวา 0

เอกลักษณสําหรับการบวก  
 จากนิยาม 5.2.2 และทฤษฎีบท 5.2.4 สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ จะ 0

 เพียงเซตเดียวซ่ึง 

0 0C C C        
 
ทฤษฎีบท 5.2.5 สวนตัด C  ใด ๆ ให  |C x Q x t     สําหรับ t C   จะไดวา C  เปน

สวนตัด 
  

พิสูจน 1. จะแสดงวา C    และ C Q    

1.1 จาก C Q  จึงไดวา C     
จะมี  t C    
ให 1x t    

 จะได x t  
ดังนั้น x t   สําหรับบางคา t C   

นั่นคือ x C   
ดังนั้น C     
1.2 จาก c C  แลวจะมี c t     สําหรับทุกคา t C    

จึงไดวา         c t    สําหรับทุกคา t C    
                 c C        

  แต        c Q         

 ดังนั้น C Q    

จาก 1.1 และ1.2 C    และ C Q    

2. จะแสดงวา ถา r Q  และ c C  โดยท่ี r c  แลว r C  
ให c C  จึงไดวา   c t       สําหรับบางคา t C    
แต ;r c                  r c t   สําหรับบางคา r Q  และบางคา t C     
จึงได     r t   สําหรับบางคา t C   
นั่นคือ r C   

3. สมมติวา c C  และ q Q  โดยท่ี q c   
จาก c C  จะไดวา c t  สําหรับบางคา t C    
ดังนั้น q t  สําหรับบางคา t C    

เพราะฉะนั้น q C   
จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 จะไดวา C  เปนสวนตัด 
ทฤษฎีบท 5.2.6 ให C เปนสวนตัดใดๆ และ r Q จะมี p C  และ q C   ซ่ึง q p r   และ

q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   
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พิสูจน  เลือกจํานวนตรรกยะ c  ใน C  จํานวนหนึ่ง 
ให                 nc c nr     สําหรับทุกคา n N  

สมมติให t C     ซ่ึง c nr t    สําหรับทุกคา 1n  
เนื่องจาก 0r   และ c nr t    สําหรับทุกคา 1n   

ดังนั้น                
t cn

r


     สําหรับทุกคา 1n  

พิจารณา 
t c

r


 เปนจํานวนตรรกยะบวก  

ดังนั้น  , 0u v N    ซ่ึง 
t c u

r v


   

จะไดวา            
un
v

   สําหรับทุกคา 1n   

หรือ         nv u   สําหรับทุกคา 1n  
ให  | , 1C x N nv x n        

จะไดวา C N  และC   เพราะวา u C  
โดย well – Ordering Principle  
จะไดวา C  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด สมมติใหเปน b  (ดังนั้น 1b  แลว 1 0b   

ดังนั้น  1b C    

จึงได        1nv b    สําหรับบางคา n N   
         1 1b nv nv v n v       

แต b C  แลว  1b n v    

เกิดขัดแยง กับท่ีสมมติวา t C   ซ่ึง  c nr t    สําหรับทุกคา 1n   
นั่นคือ มี m N  ซ่ึง c mr t   สําหรับทุกคา t C   
ดังนั้น  mc c mr C     

ให  | nB n N c C      

จะไดวา B   เพราะวา m B  
โดย well – Ordering Principle  
จะไดวา B  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด ใหเปน d  
จึงได  1d   เพราะวาถา 0d   จะทําให 0dc c r c C      

ซ่ึงขัดแยงกับท่ีเลือก c C  
ดังนั้น 1 0d    และ 1d d   
จะได  1d B     

เพราะฉะนั้น 1dc C   แต dc C    

ถา dc  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ  C   

ให 1dp c    และ dq c   
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จะได p C  และ ,q C q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C    

และ                            1d dp q c c     
    1c d r c cr

r

      


 

ถา dc  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   

ให 1 2d
rp c    และ

2d
rq c    

จาก                                 1 2d
rp c    

 1
2
rc d r     

2
rc dr    

2d
rc   

แต dc  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   

ดังนั้น p C   

dc C   และ dq c  แลวจึงได q C    

จะได , ,p C q C q   ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ  C   และ 

               1 2 2d d
r rp q c c           

 
1

1
d dc c

c d c dr r
 

     
 

ดังนั้น สําหรับ C เปนสวนตัด และ r Q จะมี p C  และ q C   ซ่ึง q p r   และ q ไมใช
สมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   
 
ทฤษฎีบท 5.2.7 สําหรับสวนตัด C  จะมี C  เพียงเซตเดียวโดยท่ี   0C C      
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ  
1. จะแสดงวา   0C C     

ให  x C C    จึงไดวา x s r    สําหรับ s C และ r C  

แต r C  จึงไดวา  r t   สําหรับ t C   
                      r s s t       สําหรับ t C   
ดังนั้น                   x s t       สําหรับ t C   
แต t C    จึงไดวา  t s       ทุกคา s C   

   0t s   
จะไดวา       0x   
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นั่นคือ 0x    
ดังนั้น   0C C      

2. จะแสดงวา  0 C C     

ให 0x  จะไดวา 0x   ดังนั้น 0x   
มี p C  และ q C   โดยท่ี q p x      ........... 1  

และ q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C      .......... 2  

จาก 2 ; จะไดวา s C   ซ่ึง s q  

นั่นคือ q s   บางคา s C   

ดังนั้น q C    

จาก  1  จะได  x p q   โดยท่ี p C และ q C   ดังนั้น  x C C    

นั่นคือ  0 C C     

จากขอ 1 และขอ 2 จะไดวา   0C C     

ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ  มี C  ซ่ึงทําให   0C C     

จะแสดงวามี C  เพียงเซตเดียวซ่ึง   0C C     

ให D  เปนเซตจํานวนจริงท่ีมีสมบัติวา 0C D     
พิจารณา          0D D              

     

 
   

 0

D C C

C D C

C
C



     
   

  



 

ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  ใดๆ จะมี C  เพียงเซตเดียวซ่ึงทําให   0C C     

 
นิยาม 5.2.3 สวนตัด C จะมีสวนตัด  |C x Q x t     สําหรับบางคา t C   และเรียก 

C  วาตัวผกผันสําหรับการบวกของดสวนตัด C   
 จากนิยาม 5.2.3 และทฤษฎีบท 5.2.7 สําหรับสวนตัด C จะมี C เพียงเซตเดียวซ่ึง 

   0C C C C       สําหรับทุกคา C ท่ีเปนเซตจํานวนจริง 

 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 5.2.8 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D  แลว C E D E    
 

พิสูจน  ให ,C D และ E  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D  
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1. จะแสดงวา C E D E     
 ให x C E    

  x c d    สําหรับ c C  และ d D  
 จาก C D    

จึงไดวา   c C  แลว c D  
มีบางคา d D  ซ่ึงทําให c d  

       c e d e    
           x c e    

    d e   โดยท่ี d D  และ e E  
จึงไดวา x D E    

ดังนั้น C E D E         
2. จะแสดงวา D E C E     

ให y D E     

y d e    สําหรับ d D  และ e E  
จาก C D   
จึงไดวา d D  แลว d C  

 มีบางคา c C  ซ่ึงทําให           c d  
             d e c e    

                     y d e        

c e    สําหรับ c C  และ e E  
จึงได  y C E   

ดังนั้น D E C E         
จากขอ 1 และ2 จึงได  C E D E    
ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ ถา C D  แลว C E D E    
 

ทฤษฎีบท 5.2.9 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ ถา C D C E    แลว D E   
 

พิสูจน  ให ,C D  และ E  เปนสวนตดัใด ๆ และ C D C E    
จาก            C D C E    
จาก C R  จะมี ;C R          C D C C E C        

                                       C C D C C E              

                                               0 0D E          
                D E    
ดังนั้น ทุกเซจจํานวนจริง ,C D และ E  ใด ๆ ถา C D C E    แลว D E   
ทฤษฎีบท 5.2.10 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา 0C D    แลว C D  
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ และ 0C D     
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จาก            0C D                
มี ;D                                0C D D D        

                            C D D D       

                 0C D   
                                                                 C D  
ดังนั้น ทุกสวนตัด C  และ D  ใด ๆ ถา 0C D    แลว C D   
 
ทฤษฎีบท 5.2.11 ให C และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D D   แลว 0C   
             ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

นิยาม 5.2.4 ให C  สวนตัด ใด ๆ C  เปนสวนตัดบวกก็ตอเม่ือ มี r Q  ซ่ึง r C  และ C  

เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ มี s Q  ซ่ึง s C  
 
ตัวอยาง 5.2.1 สวนตัด    3 | 3C x Q x    เปนสวนตัดบวก เพราะ มี 2 Q และ 

 2 3C   

 
ตัวอยาง 5.2.2 สวนตัด    5 | 5C x Q x     เปนสวนตัดลบ เพราะวามี 2 Q  และ 

 2 3C   

ขอสังเกต   
 1. ถา C  เปนเปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C  หรือกลาวไดวาถา x Q และ  

x r  แลว x C  ดังนั้น จํานวนตรรกยะลบทุกตัว และศูนยไมเปนสมาชิกของ C  
 2. ถา C  เปนเปนสวนตัดลบ จะมี r Q  ซ่ึง r C  หรือกลาวไดวาถา x Q และ 

x r  แลว x C ดังนั้น จํานวนตรรกยะบวกทุกตัว และศูนยไมเปนสมาชิกของ C  
 
ทฤษฎีบท 5.2.12 ไมมีสวนตัดใดท่ีเปนท้ังเปนสวนตัดบวก และเปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน  สมมติวามีสวนตัด C ซ่ึง C เปนท้ังเปนสวนตัดบวกและเปนสวนตัดลบ 
จาก C เปนเปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C   

และจาก C เปนเปนสวนตัดลบ จะมี s Q  ซ่ึง s C  
แต  s r  และC  เปนสวนตัดจะได s C  
เกิดการขัดแยง 

ดังนั้น ไมมีสวนตัดใด ๆ ท่ีเปนท้ังสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 
 
ทฤษฎีบท 5.2.13 สวนตัด 0  ไมเปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบ 
 

พิสูจน  เนื่องจาก  0 | 0x Q x      
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ดังนั้น ไมมี r Q  ซ่ึง 0r    

จะไดวา 0  ไมเปนสวนตัดบวก     ............ 1  

และ เพราะวาจํานวนตรรกยะลบทุกจํานวนอยูใน 0   
ดังนั้น ไมมี r Q  ซ่ึง 0r    

จะไดวา 0  ไมเปนสวนตัดลบ    ............ 2  

ดังนั้น จาก  1  และ 2 จึงไดวา สวนตัด 0  ไมเปนสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 

 
ทฤษฎีบท 5.2.14 ถา C เปนสวนตัดบวก แลว C  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน พิจารณา  |C x Q x t     บางคา t C   

ถา C  เปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C  
จะไดวา r t  ทุกคา t C   
ดังนั้น r t   ทุกคา t C   
เพราะฉะนั้น r C    

แต r Q  แลว r Q   

จะไดวา r Q   และ r C    
นั่นคือ  C  เปนสวนตัดลบ 

ดังนั้น ทุกสวนตัดบวก C จะได C  เปนสวนตัดลบ 
 
ทฤษฎีบท 5.2.15  ถา C เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
                        ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.2.16 ให C เปนสวนตัดใด ๆ ขอความตอไปนี้เปนจริงเพียงขอหนึ่งและขอเดียวเทานั้น 
     1. 0C    2. C  เปนสวนตัดบวก  3. C  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน ตอนท่ี 1 จะพิสูจนวาขอความท้ัง 3 เปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 
 ถา 0C   จะไดวา มี x C   แต 0x   หรือมี 0x   แต x C  

 1. ถามี x C  โดยท่ี 0x    
จะไดวา x C  และ 0x    
แต C  เปนสวนตัด ดังนั้น y C  ซ่ึง x y  

 จะไดวา y C  และ 0y   (เพราะวา x y  และ 0x  ) 

 นั่นคือ มี y Q  ซ่ึง y C   
ดังนั้น C  เปนสวนตัดบวก 

 2. ถามี 0x    โดยท่ี x C   

     จะไดวา x Q  ซ่ึง x C   
 ดังนั้น C เปนสวนตัดลบ 
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จึงไดวา ถา 0C   จะได C  เปนสวนตดับวก หรือ C  เปนสวนตัดลบ 
ดังนั้น ขอความท้ัง 3 เปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ตอนท่ี 2 จะพิสูจนวาขอความท้ัง 3 จะเปนจริงพรอมกันมากกวาหนึ่งขอความไมได 
เนื่องจาก 0

 ไมเปนท้ังสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 
ดังนั้น ขอความท่ี 1 กับ  2 เปนจริงพรอมกันไมได 
และ ขอความท่ี 1 กับ 3 เปนจริงพรอมกันไมได 

และโดยทฤษฎีบท 5.2.15 จะไดวาขอความท่ี 2 และ3 เปนจริงพรอมกันไมได 
จากตอนท่ี 1 และตอนท่ี 2 สรุปไดวาขอความท้ัง 3 เปนจรงิเพียงขอความเดียวเทานั้น 
 
นิยาม 5.2.5 ให C  และ D  เปนสวนตัด ตัวดําเนินการลบ ของ C  และ D  กําหนดดังนี้ 

 C D C D    

 
 จากนิยาม 5.2.5 ผลลัพธจากการลบ คือ C D  เปนสวนตัด ตัวดาํเนินการลบไมมีสมบัติ
การเปลี่ยนกลุมและการสลับท่ี 
 
ทฤษฎีบท 5.2.17 ให C เปนสวนตัด ใด ๆ  C C     

 

พิสูจน  ให C R  จาก   0C C            

โดย ทฤษฎีบท 5.2.10    C C                             

ดังนั้น ทุกสวนตัด C  ใด ๆ  C C     

 
ทฤษฎีบท 5.2.18 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ  C D C D      

            ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.2.19 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา  C D D C      
 

พิสูจน  ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  
พิจารณา          C D C D         

      C D      

C D      
D C          

ดังนั้น สวนตัด C  และ D  ใด ๆ ถา  C D D C      

5.3 การคูณสวนตัดบวก  
 

ทฤษฎีบท 5.3.1 ถา C  เปนสวนตัดบวกแลว สําหรับจํานวนตรรกยะ 1r   ใดๆ จะมี c C  ท่ีทํา
ให cr C   
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พิสูจน .ให 1 0s r    สําหรับ c C Q   ใดๆ 
จาก  0cs  จะมี d C  และ d C   ท่ีทําให d d cs    
ถา d c  จะได d ds d cs    ดังนั้น  1dr d s C     

ถา c d  จะได c cs d cs    ดังนั้น  1cr c s C     

นั่นคือ มี c C  ท่ีทําให cr C   
 
ตัวอยาง 5.3.1 ให C  เปนสวนตัดบวก จะไดวา  
                    1 1|C x Q x a     สําหรับ a C  บางตัว   0 Q   เปนสวนตัด

บวก แสดงไดดังนี้ 
 

พิสูจน เนื่องจาก C  เปนสวนตัดบวก ดังนั้น 0a  ทุกๆ a C   จะไดวา 1 0a   
ดังนั้นมี x Q  ท่ี 1x a  จะไดวา 1x C  จะเห็นวา 1C    

ถา c C Q   จะไดวา c a  ทุก ๆ a C   ดังนั้น 1 1c a  จะไดวา 1 1c C   

นั่นคือ 1C Q   แสดงวา 1C  เปนยอยแทของ Q  

1. พิจารณา 1x C  คือ 0x   หรือ x Q  และ 1x a  สําหรับ a C   บางตัว 

ให y Q  และ y x  ถา 0y   จะไดวา 1y C  

ถา 0y   จะได 1y x a   สําหรับ 1a C  บางตัว  

ดังนั้น 1y C   สอดคลองกับสมบัติของสวนตัด  

2. จาก 1x C  คือ 0x   หรือ x Q  และ 1x a  สําหรับ a C   บางตัว 

จะมี y Q  ซ่ึง 1x y a    

จะได 1y C  สอดคลองกับสมบัติของสวนตัด 
ดังนั้น 1C  เปนสวนตัด 
และเนื่องจากมี x Q  ท่ี 1x C   
ดังนั้น 1C  เปนสวนตัดบวก 
 
นิยาม 5.3.1 ให C  และ D  เปนสวนตัดบวกกําหนดการดําเนินการคูณดังนี้      

 0C D M Q     

      เม่ือ  |M cd c Q C   และ d Q D   

 
 
 
ทฤษฎีบท 5.3.1 การคูณสวนตัดบวกมีสมบัติปด 
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดบวก จะพบวา C D    และ C D Q   

1. พิจารณา x C D   คือ 0x   หรือ x cd  เม่ือ c Q C   และ d Q D   
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ให y Q  และ y x  ถา 0y   จะไดวา y C D   

ถา 0y   ดังนั้น x cd  ให y bd  จะได bd cd  จะได b c  

ไดวา b C  ดังนั้น y C D   สอดคลองสมบัติสวนตัด 

2. พิจารณา x C D   ถา 0x   จะมีสมาชิก y ab C D    ท่ี y x  

ถา 0x  จะไดวา x cd  จะมี a C  ท่ีทําให a c  ซ่ึงจะได y ad cd x    

นั่นคือ มี y ad C D    ซ่ึง y x  สอดคลองสมบัติของสวนตัด 
ดังนั้น C D  เปนสวนตัด 
และเนื่องจากมี 0x cd   จะไดวา x M C D    
ดังนั้น C D  เปนสวนตัดบวก 
 

ทฤษฎีบท 5.3.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก  
             C D E C D E      

  

ทฤษฎีบท 5.3.3 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให C  และ D  เปนสวนตัดบวก C D D C    
 

 การพิสูจน ทฤษฎีบท 5.3.2 และ ทฤษฎีบท 5.3.3 เห็นไดชัดจากสมบัติของการคูณจํานวน
ตรรกยะ 
 
ทฤษฎีบท 5.3.4  การมีเอกลักษณการคูณ ถา C เปนสวนตัดบวก จะไดวา 

   1 1C C C C C     
 

พิสูจน ให C  เปนสวนตัดบวก 
ให  1x C C   จะไดวา 0x   กรณีนี้จะไดวา x C  

หรือ x cy  เม่ือ c C Q   และ , 1y Q y    

กรณีนี้ได   x cy c    
จะได    x C  
ดังนั้น  1C C C       ............ 1  

ให x C  ถา 0x   กรณีนี้ได  1x C C   

หรือ ถา 0x  จะไดวามี c C  ซ่ึง c x  
มี y Q  ซ่ึง x cy  และ 1y   

ดังนั้น  1x C C    

จะไดวา  1C C C       ............ 2  

จาก  1  และ 2  จะได  1C C C   

นิยาม 5.3.1 เรียกเซต  1C เรียกวา เอกลักษณสําหรับการคูณของสวนตัดใชสัญลักษณแทนดวย  
 

 โดยทฤษฎีบท 5.3.4 และนิยาม 5.3.1 จึงไดวา สําหรับสวนตัด C  จะมี 1 เพียงจํานวนเดียว
ซ่ึงทําให 1C C    

*1
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ทฤษฎีบท 5.3.4  สมบัติมีตัวผกผันสําหรับการคูณ ถา C  เปนสวนตัดบวก จะมีสวนตัดบวก  1C  ท่ี

มีสมบัติวา 1 1 1C C C C       
 

พิสูจน ให C  เปนสวนตัดบวก ให 1 1|C x Q x a    สําหรับ a C  บางตัว  

ให 1x C C   จะไดวา 0x   กรณีจะได  1x C  

หรือได x cd  เม่ีอ c C Q   และ 1d C Q    
จะได 0 c a   และ 10 d a   เม่ือ a C   
ดังนั้น 1 1x cd aa    
ได 1x   
จะไดวา 1 1C C            ........... 1  

ให 1x   ถา 0x   กรณีนี้ได 1x C C   
ถา 0x  และ 1x   จะมี y Q  และ 1x y   ดังนั้น 1 1 1x y    

จะมี c C Q   ท่ีทําให 1cy C   จะได 1 1cx cy c    

ให 1d cx C    และ 1e cy C     

จะได 1 1 1 1d c x c y e       
จาก 1 1d e   เม่ือ e C   ดังนั้น 1 1d C   
และจาก 1x cd  เม่ือ c C Q   และ 1 1d C   ดังนั้น 1x C C   

ได 11 C C             ........... 2  

ดังนั้น 1 1C C    และได 1 1 1C C C C       
 
นิยาม 5.3.2  ถา C  เปนสวนตัดโดยท่ี 0C  แลวจะมีสวนตัด 1 1|C x Q x a    สําหรับ 

a C  บางตัว  โดยท่ี 1 1C C    เรียก 1C  วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ

สวนตัด C  ใชสัญลักษณแทนดวย 1C  หรือ
1
C

 

 
ทฤษฎีบท 5.3.5 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก 

 C D E C D C E      
 

พิสูจน สําหรับ ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวกใดๆ  

ให  x C D E    จะได 0x   หรือ  x c d e   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได x cd ce   ดังนั้น x C D C E     
จะได  C D E C D C E       

ให x C D C E     ดังนั้น 0x   หรือ x cd ce   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได                                                  x c d e   
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ดังนั้น  x C D E    

จะได  CD CE C D E    

จึงได  C D E C D C E       

 
ทฤษฎีบท 5.3.6 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก 

 C D E C E D E      
 

พิสูจน สําหรับ ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวกใดๆ  

ให  x C D E    จะได 0x   หรือ  x c d e   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได x ce de   ดังนั้น x C E D E     
จะได  C D E C E D E      

ให x C E D E     ดังนั้น 0x   หรือ x ce de   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได                                                  x c d e   

ดังนั้น  x C D E    

จะได  C E D E C D E      

จึงได  C D E C E D E      

 
นิยาม 5.3.2 ถา C  เปนสวนตัด คาสัมบูรณ (absolute value) ของ C  ใชสัญลักษณ C  กําหนด

ดังนี้ 
      
 
จากนิยาม จะพบวา ถา C  เปนสวนตัดแลว C  เปนสวนตัดบวก 

 
นิยาม 5.3.3 ให C  และ D  เปนสวนตัด ผลคูณของ C และ D  ใชสัญลักษณแทนดวย C D

กําหนดดังนี้  
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 5.3.7 สมบัติปด ให C และ D  สวนตัดใด ๆ C D  เปนสวนตัด 
 
ทฤษฎีบท 5.3.8 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D และ E  สวนตัดใด ๆ    C D E C D E      
 

ถา  เปนสวนตัดบวก 
ถา  เปนสวนตัดลบ 
 

 

 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน 
 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนตางกัน 
 

ถา  หรือ  เปน  
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พิสูจน แบงการพิสูจนเปน 9 กรณีคือ  
 กรณีท่ี 1 ถา 0C    หรือ 0D   หรือ 0E    
 พิจารณา      0C D E C D E         

 ดังนั้น    C D E C D E      

 กรณีท่ี 2 ถา , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

          | 0C D E x Q x     หรือ x ye  โดยท่ี y C D  , , ,e E y e Q   

 แต y C D   โดยท่ี 0y   จะไดวา y cd  โดยท่ี ,c C , ,d D c d Q   

ดังนั้น    | 0C D E x Q x     หรือ  x cd e โดยท่ี ,c C , ,d D e E       

                           , ,c d e Q  

    | 0x Q x   หรือ  x c de  โดยท่ี , , ,c C d D e E         

                         , ,c d e Q  

   | 0x Q x   หรือ x cz  โดยท่ี , ,c C z D E   ,c z Q  

   C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 3 ถา , ,C D E เปนสวนตัดลบ  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด   

กรณีท่ี 4 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก และ E  เปนสวนตัดลบ 

            พิจารณา            C D E C D E         ;C D  เปนสวนตัดบวก  

  C D E       ; , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

 C D E          

 C D E          

 C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 5 ถา ,C E  เปนสวนตัดบวก และ D  เปนสวนตัดลบ 

 พิจารณา                    C D E C D E         ; ,D E เปนเปนสวนตัดบวก 

   C D E        

        C D E        

 C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 6 ถา C เปนสวนตัดลบ และ ,D E  เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา              C D E C D E        ; , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

            C D E        
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 C D E    

 ดังนั้น    C D E C D E      

กรณีท่ี 7 ถา C เปนเปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ 

พิจารณา            C D E C D E          

       C D E         จาก , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

        C D E         

     C D E        

    C D E    

ดังนั้น    C D E C D E                

กรณีท่ี 8 ถา ,C E เปนสวนตัดลบและ D เปนเปนสวนตัดบวก 
            C D E C D E            

   
  

     
C D E

C D E

      
        

 

      C D E         เนื่องจาก , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

   

   

    

  
 

C D E

C D E

C D E

C D E

      
           

      
  

 

ดังนั้น    C D E C D E      

     กรณีท่ี 9 ถา ,C D เปนสวนตัดลบและ E เปนสวนตัดบวก 
            C D E C D E          

       C D E          

      C D E        

      C D E        เนื่องจาก    , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

    C D E    
ดังนั้น    C D E C D E      

ดังนั้นท้ัง 9 กรณีจะไดวา ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ    C D E C D E      

ทฤษฎีบท 5.3.9 สมบัติการสลับท่ี ให C และ D  สวนตัดใด ๆ แลว C D D C     
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   และ 0D    
 พิจารณา          0C D        
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 และ    0D C       
 ดังนั้น จาก  1 และ 2 ;  C D D C    

 กรณีท่ี 2  ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก 

พิจารณา  | 0C D x Q x     หรือ x cd  สําหรับ , , ,c C d D c d Q                            

 | 0x Q x    หรือ x dc  สําหรับ , , ,d D c C c d Q    

D C   
 ดังนั้น C D D C     
 กรณีท่ี 3 ถา ,C D เปนสวนตัดลบ จึงไดวา ,C D   เปนสวนตัดบวก  

 พิจารณา      C D C D        

      D C     จาก ,C D   เปนสวนตัดบวก 

    D C    
 ดังนั้น C D D C        

 กรณีท่ี 4 ถา C เปนสวนตัดลบ และ D  เปนสวนตัดบวก จะไดวา C  เปนสวนตัดบวก 
 พิจารณา   C D C D             

    D C      จาก C  เปนสวนตัดบวก  

D C      
 ดังนั้น C D D C     
 กรณีท่ี 5  ถา C เปนสวนตัดบวกและ D เปนสวนตัดลบ จะไดวา D เปนสวนตัดบวก 
 พิจารณา   C D C D       

    D C      จาก D สวนตัดบวก 

   D C   
 ดังนั้น C D D C      
ดังนั้น ท้ัง 5 กรณี จึงไดวาทุกสวนตัดC และ D  ใด ๆ แลว C D D C    
 
ทฤษฎีบท 5.3.10 ให C และ D  สวนตัดใด ๆ      C D C D C D         
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   หรือ 0D    
 พิจารณา จากนิยาม 5.3.3    0C D       ............ 1  

       0C D       ............ 2  

       0C D       ............ 3  

 จากสมการ   1 , 2 และ 3 จึงไดวา      C D C D C D                 

 กรณีท่ี 2 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก จะได ,C D  เปนสวนตัดลบ   

พิจารณา            C D C D            
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 C D      ............ 1  

          และ                 C D C D                            

 C D      ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

 กรณีท่ี 3 ถา ,C D เปนสวนตัดลบ  จะได    ,C D   เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา             C D C D          

     C D      ............ 1  

 และ                  C D C D          

 C D                            ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

 กรณีท่ี 4 ถา C เปนสวนตัดบวก และ D  เปนสวนตัดลบจะได C เปนสวนตัดลบ และ
D  เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา            C D C D                                                       

     C D       ............ 1  

 และ                   C D C D          

     C D       ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D         

 กรณีท่ี 5 ถา C เปนสวนตัดลบและ D เปนสวนตัดบวก จะได C  เปนสวนตัดบวกและ
D  เปนสวนตัดลบ 

 พิจารณา            C D C D             

     C D       ............ 1  

 และ                C D C D               

     C D       ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

ท้ัง 5 กรณี จะไดวาทุกสวนตัด C และ D  ใด ๆ      C D C D C D         

 
ทฤษฎีบท 5.3.11 สมบัติการมีเอกลักษณการคูณ ถา C เปนสวนตัดจะไดวา 1 1C C C       
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   จะไดวา 1 0C     ดังนั้น 1C C     

กรณีท่ี 2 ถา C  เปนสวนตัดบวก 
จะแสดงวา 1C C   

  ให 1x C     
  ถา 0x   จะไดวา x C  เพราะ C  เปนสวนตัดบวก 
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  ถา 1x c  โดยท่ีบางคา c C  บางคา1 1 , ,1c Q    
  จะไดวา 1x c c   เพราะ 1 1  แลว 1 1  
  ดังนั้น x C  เพราะ 1x   และ1 1  
  จึงไดวา 1x C   แลว x C   
  เพราะฉะนั้น 1C C        ............ 1  

  จะแสดงวา 1C C       
  ให x C  
  ถา 0x   จะไดวา 1x C        
  ถา  จะมี y C  ซ่ึง 0y            

  พิจารณา 0 x y   แลว  แลว 1x
y

   

  เนื่องจาก  โดยท่ี 1 , , 0, 0x xy C y
y y

      

  ดังนั้น 1x C        
  เพราะฉะนั้น 1C C         

 จาก  และ จะไดวา 1C C   

กรณีท่ี 3 ถา C  เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
 โดยกรณีท่ี 2 จะไดวา     1C C      

 จาก   1 1 ;C C             D C C    

           D C C         
            ดังนั้น D C C                                            
จากกรณีท่ี 1 ถึง กรณีท่ี 3 จะไดวา สําหรับ สวนตัด C จะมี 1  ซ่ึงทําให 1C C     
 
ทฤษฎีบท 5.3.12 ให C เปนสวนตัดบวกใด ๆ ให  |D x Q x   1w สําหรับ w C    จะได

วา D  เปนสวนตัดบวก   
 

พิสูจน 1. เนื่องจาก C  เปนสวนตัดบวกจะมี x Q โดยท่ี x C  

  สมมต ิ 1x D   จากนิยามของ D  จะมี y C   โดยท่ี 1 1x y   

  ดังนั้น y x  จะได y C  ซ่ึงขัดแยงกับท่ี y C   
  ดังนั้นท่ีสมมติวา 1x D   จึงเปนไปไมได 
 นั่นคือ 1x D   จะได D Q   

 2. ถา y x  โดยท่ี x D  

  จะได 1y x w   เม่ือ w C    

ดังนั้น y D   
 3. ถา x D  โดยท่ี 1x w  สําหรับ w บางตัวใน C   

0x 

0 1x
y

 

xx y
y

 

 ........... 2

 1  2
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  โดยสมบัติหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
จะมี z Q  โดยท่ี 1x z w   

  จะไดวา z D   
 ดังนั้น มี z D  โดยท่ี z x  
 จะแสดงวา D เปนสวนตัดบวก 
  จากนิยามของ D  ถา w C   จะได w Q  และ 1w Q   
  โดยสมบัติหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
  มี x Q  โดยท่ี 10 x w   

  จะไดวา x Q  โดยท่ี x D   
 ดังนั้น D  เปนสวนตัดบวก 
ดังนั้นทุกคา C เปนสวนตัดบวก ใด ๆ มีเซต  |D x Q x   1w สําหรับบางคา w C   ซ่ึง 

D  เปนสวนตัดบวก  
 
ทฤษฎีบท 5.3.13 สวนตัด *0C  จะไดวามีสวนตัด 1C  ท่ีมีสมบัติวา 1 1 1C C C C        
 

พิสูจน กรณีท่ี 1 ถา C เปนสวนตัดบวก ให 1 |C x Q x    1w สําหรับ w C    

จากทฤษฎีบท 5.3.12  จะได 1C เปนสวนตัดบวก  
 จะแสดงวา 1 1C C     
 จาก ท้ัง C  และ 1C  มีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวาหรือเทากับศูนยท้ังหมดเปนสมาชิก 
 ดังนั้นจะพิจารณาเฉพาะจํานวนตรรกยะบวกเทานั้น  
 ถา w C  และ 1y C  โดยท่ี 0w และ 0y   

 จะมี w C   โดยท่ี   1y w   

 จะได 0 wwy
w

 

 

จาก w w  จะได 1w
w




 

 ดังนั้น 1wy   

 นั่นคือ 1 1C C          ............ 1  

 ถา w C  โดยท่ี 0w  และ 1z   โดยท่ี 0 1z    
 จะได 1 0z    และ 1 0z w   

 จะมี v C  โดยท่ี  1v z w C     

 ให  1v z w w    

 จาก w w  และ v w  จะได 
    0 1 1w v z w z w        

  1w v zw z w zw w           
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 จะได zw v   หรือ v w
z

  

 และได 1z
v w



 

 ดังนั้น 1z C
v

  

 ให z y
v
  จะได z vy  

 จาก v C  จะได 1z C C   
 ดังนั้น 11 C C          ............ 2  

จาก  1 และ  2 ; ทําให 1 1C C     

กรณีท่ี 2 ถา C เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
 ให E เปนสวนตัดบวก โดยท่ี   1C E      

 และให 1C E   ซ่ึงเปนสวนตัดลบ 
 จะได     1 1C C C C       

   
 
1

C E


  


 

ดังนั้น 1 1C C     
 
ทฤษฎีบท 5.3.13 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ  
                      C D E C D C E        

 

พิสูจน  แบงการพิสูจนเปน 9 กรณี 
กรณีท่ี 1 ถา 0C   หรือ 0D   หรือ 0E    
 1.1 ถา 0C    
 พิจารณา        0C D E D C       

0   
0 0D E      
C D C E       

  ดังนั้น ถา 0C   แลว  C D E C D C E       

  1.2 ถา 0D    
 
 พิจารณา       0C D E C E      
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0

0

C E
C E

C C E
C D C E





 

  

   
   

 

 ดังนั้น ถา 0D   แลว  C D E C D C E       

 1.3  ถา 0E    
 พิจารณา       0C D E C D       

     
0

0

C D
C D
C D C
C D C E





 

  

   
   

 

 ดังนั้น ถา 0E   แลว  C D E C D C E       

จากขอ 1.1 ถึง 1.3 ถา 0C   หรือ 0D   หรือ 0E  แลว  C D E C D C E       

กรณีท่ี 2 ถา , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

 จะไดวา  C D E   เปนสวนตัดบวกและ C D C E    เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา  |C D c d c C    และ d D   

 2.1 ให  x C D E    จะแสดงวา x C D C E     

      ถา 0x   จะไดวา x C D C E     เพราะ C D C E    เปนสวนตัดบวก 
      ถา x cy  โดยท่ี  , , ,c C y D E c y Q      

      จะได  x c d e   โดยท่ี  , , , ,c C d D e E c d e Q       

      ดังนั้น x cd ce   โดยท่ี  , , , ,c C d D e E c d e Q      

 พิจารณา d e Q   หรือ 0d e   เปนกรณียอยดังนี้ 
  2.1.1 ถา 0d   และ 0e  โดยท่ี d และ e  ไมเปนศูนยพรอมกัน 
  จะได cd C D   และ ce C E    
  2.1.2 ถา 0d  และ 0e  
  จะได cd C D   และ ce C E  เพราะวา 0ce  

2.1.3 ถา 0d   และ 0e  

จะได cd C D   และ ce C E   เพราะวา 0cd    

ในทุกกรณีจะได  x cd ce C D C E        

จึงไดวา  x C D E   แลว  x C D C E     

ดังนั้น  C D E C D C E         ........... 1  

2.2 ให  x C D C E     จะแสดงวา  x C D E     

       จะไดวา x y z   โดยท่ี ,y C D z C E      
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       ถา 0x   จะได  x C D E    เพราะวา  C D E R    

          ถา 0x  จะได 0y z   

              พิจารณา 0y z  เปนกรณียอยดังนี้ 

  2.2.1 ถา 0y   และ 0z   โดยท่ี y และ z  ไมเปนศูนยพรอมกัน 

         จาก , , 0, 0y C D z C E y z        

       จะไดวา ,y cd z se    โดยท่ี , , , , , , 0c C d D s C e E c d e              
         1. ถา c s   

จะไดวา  x y z cd ce c d e        

           ดังนั้น  x C D E    เพราะ    , ,c C d e D E    0,c    

           0d e    
        2. ถา 0 c s   

 จะไดวา 0 1c
s

   ดังนั้น 0 c d d
s

    
  

  ให ct d
s

    
 จะไดวา cd st  เม่ือ  t D  และ 0t   

     ดังนั้น             x cd se                  

       
st se
s t e

 

 
      

โดยท่ี  , , 0, 0s C t e D E s t e         

             ดังนั้น  x C D E     

          3. ถา 0 s c  จะได 0 1s
c

   ดังนั้น 0 s e e
c

    
   

   ให sr e
c

    
จะได se cr  โดย r E  และ 0r   

   ดังนั้น          x cd se          

     
 

cd cr
c d r

 

 
         

   โดยท่ี    , , 0, 0c C d r D E c d r        

             ดังนั้น   x C D E    

  2.2.2 ถา 0y   และ 0z   

           จะได y cd  โดยท่ี , , 0, 0c C d D c d      

          พิจารณา  0z
c
  เพราะวา 0z  และ 0C   

   จะได z E
c
  เพราะวา E R  
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ดังนั้น z zx y z cd c c d
c c

                 
   

   โดยท่ี  , , 0zc C d D E c
c

       
  

   ถา 0zd
c

     
  จะได  x C D E    

   ถา 0zd
c

     
 จะได 0x   เพราะวา 0a   

ดังนั้น  x C D E     

2.2.3 ถา 0y   และ 0z   สามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับขอ 2 

วา  x C D E     

จากท้ัง 2.2.1 ถึง 2.2.3 ขอ จึงไดวา    C D C E C D E         ........... 2  

จาก  1  และ 2  จะไดวา  C D E C D C E        

กรณีท่ี 3 ถา , ,C D E  เปนสวนตัดลบ 

จะไดวา C  เปนสวนตัดลบ  และ D E  เปนสวนตัดลบ   

ดังนั้น              C D E C D E                 

   
    C D E          

          C D C E         ; , ,C D E    เปนสวนตัดบวก 

   C D C E      
ดังนั้น  C D E C D C E        

 กรณีท่ี 4 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก และ E เปนสวนตัดลบ   

 4.1 ถา  D E เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนย 

      C D C D E E          

       C D E E        เพราะวา E   เปนสวนตัดบวก 

   C D E C E       

    C D E C E       

                             C D E C D C E C D C E                                      

 ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนยจะไดวา  C D E C D C E       

4.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ   

พิจารณา                C D C D E E          

   

    

C D E E

C D E C E

      
        

   

        C D E C E       
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                             C D E C D C E C D C E            

 ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

ดังนั้น จาก 4.1 และ4.2 จึงไดวา  C D E C D C E        

กรณีท่ี 5 ถา ,C E เปนสวนตัดบวก และ D เปนสวนตัดลบ 
   5.1 ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 

         C E C E D D          

       C E D D        เพราะว า  D   เปนสวนตัดบวก  

           C E D C D       

        C D E C D       

                             C D E C E C D C E C D            

                     ดังนั้นถา D E  เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนยจะไดวา  
 C D E C D C E       

5.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ  

           C E C E D D          

     C E D D        

      C E D C D          

      C D E C D       

         C D E C E C D C E C D                 

ดังนั้น ถา D E  D E  เปนสวนตัดลบจะไดวา  C D E C D C E       

ดังนั้น จาก 5.1 และ5.2 จึงไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 6 ถา ,D E เปนสวนตัดบวก และC เปนสวนตัดลบ 

พิจารณา         C D E C D E       

      C D C E         ; C เปนสวนตัดบวก 

       C D C E             

 C D C E        

C D C E     
ดังนั้น ถา ,D E เปนสวนตัดบวก และC เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 7 ถา C  เปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ 
จะไดวา D E เปนสวนตัดลบ 
 พิจารณา       C D E C D E         

       C D E        

           C D C E          
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C D C E     
ดังนั้น ถา C  เปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 8 ถา D  เปนสวนตัด และ ,C E เปนสวนตัดลบ 
 8.1 ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 
พิจารณา       C E C E      

         C E D D           

         C E D D          

   
     

     

C E D C D

C D E C D

         
         

 

         C D E C D                

      C D E C D         

                  C D E C E C D          

          C E C D      

          C D C E                            
ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 
 จะไดวา  C D E C D C E        

  8.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ 
พิจารณา                 C E C E      

    C E D D          

    C E D D          

   
     

     

C E D C D

C D E C D

         
         

 

   C D E C D         

      C D E C E C D          
C E C D
C D C E

   
   

 

ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E        

จาก 8.1 และ8.2 ถา D  เปนสวนตัดบวก และ ,C R เปนสวนตัดลบจะไดวา  
 C D E C D C E       

กรณีท่ี 9 ถา E R  เปนสวนตัดบวก และ ,C D  เปนสวนตัดลบใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

ดังนั้น ท้ัง 9 กรณีจึงไดวา ทุกจํานวนจริง ,C D และ E  ใด  ๆ     C D E C D C E       
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ทฤษฎีบท 5.3.14 ให C เปนสวนตัดใด ๆ 0 0C      ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

นิยาม 5.3.6 ห C เปนสวนตัด ใด ๆ   11C C     
 

นิยาม 5.3.7 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ซ่ึง 0D   จะไดวา 1 CC D
D

    

 
ทฤษฎีบท 5.3.15 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ถา 0C D   แลว 0C   หรือ 0D    
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ     
ถา 0C   และ 0D   จะแสดงวา 0C D     
กรณีท่ี 1 ถา C  และ D  เปนสวนตัดบวก แลว C D  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา 0C D     
กรณีท่ี 2 ถา C  และ D  เปนสวนตัดลบ แลว C D  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา 0C D    
กรณีท่ี 3 ถา C  เปนสวนตัดบวก และ D เปนสวนตัดลบ แลว C D   เปนสวนตัดลบ  

จึงไดวา 0C D     
กรณีท่ี 4 ถา C  เปนสวนตัดลบ และ D  เปนสวนตัดบวกแลว C D  เปนสวนตัดลบ   

จึงไดวา 0C D    
ท้ัง 4 กรณี จะไดวา 0C D     
เนื่องจากขอความ  ถา 0C D    แลว 0C   หรือ 0D    
สมมูลกับขอความ  ถา 0C   และ 0D   แลว 0C D     
ดังนั้นทุกสวนตัด C  และ D  ใด ๆ  ถา 0C D    แลว 0C   หรือ 0D   
 

5.4 ความสัมพันธลําดับ 
 

นิยาม 5.4.1 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ จะกลาววา C  นอยกวา D  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C D  ก็ตอเม่ือ D C  เปนสวนตัดบวก และกลาววา C  มากกวา D  ใชสัญลักษณ
แทนดวย C D  ถา D C  

 สัญลักษณ C D  หมายความวา C D  หรือ C D  
 สัญลักษณ C D  หมายความวา C D  หรือ C D  
 
ทฤษฎีบท 5.4.1 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ ถา C D  และ D E   แลว C E  
 

พิสูจน ให ,C D และ E  เปนสวนตัดใด ๆ 
ถา C D  และ D E  จะไดวา 

มี ,x y Q  ซ่ึง x D  และ x C       ........... 1  

และ                       y E  และ y D      ........... 2  

จาก  1  และ 2 ;  x D  และ y D  จะไดวา x y  

จากท่ี x y  และ y E  จะได x E  
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ดังนั้น x E  และ x C   
จึงไดวา C E  
ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ ถา C D  และ D E  แลว C E   
 
ทฤษฎีบท 5.4.2 สมบัติไตรวิภาค สําหรับสวนตัด C  และ D  ใด ๆ ขอความตอไปนี้เปนจริงเพียงขอ

เดียวคือ 
  1. C D  
  2. C D  
  3. C D  
พิสูจน ตอนท่ี 1 จะพิสูจนวาขอความท้ังสมาชิกเปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ถา C D  จะไดวา C D  และ D C  

จะมี x Q  และ x C  และ x D  หรือ y Q  และ y D และ y C   
จะไดวา D C  หรือC D   

ดังนั้น ขอความท้ังสามเปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ตอนท่ี 2 จะพิสูจนวาขอความท้ังสามจะเปนจริงพรอมกันมากกวาหนึ่งขอความไมได 
2.1 จะแสดงวา C D  และC D  เปนจริงพรอมกันไมได 

ให C D  และC D  
จาก C D  จะมี x Q  ซ่ึง x D  และ x C  
นั่นคือ C D  ขัดแยงท่ีกําหนดไว 

  ดังนั้น C D  และC D  เปนจริงพรอมกันไมได 
2.2 จะแสดงวา C D  และ D C  เปนจริงพรอมกันไมได 

ให C D  และ D C   
จาก D C  จะมี x Q  ซ่ึง x C และ x D   
นั่นคือ C D  ขัดแยงท่ีกําหนดไว 

  ดังนั้น C D  และ เปนจริงพรอมกันไมได 
  2.3 จะแสดงวา  และ  เปนจริงพรอมกันไมได 
   ให  และ   
   จะมี  ซ่ึง  และ   

   จาก  และ   จะไดวา    

   จาก และ   จะไดวา     

จาก และ  เกิดขอขัดแยง  

  ดังนั้น จึงไดวา  และ เปนจริงพรอมกันไมได  
ดังนั้น จาก 2.1 ถึง 2.3 ขอความท้ังสามจะเปนจริงพรอมกันไมได 

จากการพิสูจนตอนท่ี 1 และตอนท่ี 2 สรุปไดวาขอความท้ังสามเปนจริงเพียงขอเดียว 
 

D C

C D D C

C D D C

,x y Q ,x D x C  ,y C y D 

x D y D x y  ............ 1

y C x C y x  ............ 2

 1  2

C D D C
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ทฤษฎีบท 5.4.3 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ C D  ก็ตอเม่ือ C D   และ C D  
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  และ D  ใด  ๆ     
ให C D   จะได D C  เปนสวนตัดบวก 
พิจารณา  y x D C     โดยท่ี 0y x    

เม่ือ y D  และ x x  สําหรับ บางคา x C    

จาก  และ  จะได  

ดังนั้น  นั่นคือ  

จาก  จะได    
และถา  เปนสมาชิกใด ๆ ใน  จะได  
จะไดวา  นั่นคือ  

ดังนั้น   แต      

ถา  แต   
จะได ถา  แลว  และมี  โดยท่ี  

ดังนั้น   

ถา  โดยท่ี  

จะได  เพราะวา  และ  

ดังนั้น  และ   

นั่นคือ          

จาก และ  จึงไดวาทุกสวนตัด  และ  ใด ๆ  ก็ตอเม่ือ  และ   

 
ทฤษฎีบท 5.4.4 ให  เปนสวนตัด ใด  ๆ     
  1.  เปนสวนตัดบวก ก็ตอเม่ือ   
  2.  เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ   
 

พิสูจน 1. สําหรับ  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา C เปนสวนตัดลบ 

                                        0C   เปนสวนตัดลบ 

                                    0C   
เปนสวนตัดบวก 

             0C  เปนสวนตัดบวก 

นิยาม 5.4.1                  
 จึงไดวา         

ดังนั้น  เปนสวนตัดบวก ก็ตอเม่ือ 0C    
 

2. สําหรับ  เปนสวนตัดลบ ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
  

y x x x  y x

y C  y C

y D D C

z C z x

z y z D

C D C D  ............ 1

C D C D

x C x D y D y C
y C 

,z w D y z w 

 z C   y C  z y 

w z Q  w z D C  

C D  ............ 2

 1  2 C D C D C D C D

C
C 0C 
C 0C 

C

0 C 

0C 

C

C
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ทฤษฎีบท 5.4.5 ให   และ  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา  แลว  
 

พิสูจน  สําหรับ  และ  เปนสวนตัด ใด ๆ 

ให  จะมี  ซ่ึง  และ   
จาก  เนื่องจาก  เปนสวนตัด  
จะมี  ซ่ึง  

พิจารณา  เปนสวนตัดและ  

จะมี  ซ่ึง   
                       

 เนื่องจาก  และ  จะไดวา  

            

 จาก  จะได  สําหรับทุกคา  

 จาก   จะได    สําหรับทุกคา  

 ดังนั้น     สําหรับทุกคา  และทุกคา  

     สําหรับทุกคา  

    สําหรับทุกคา  (เพราะวา  
 จะไดวา        

 จาก  และ  จะไดวา   

 ซ่ึง  และ  

จึงไดวา   
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใด ๆ ถา  แลว  
 

ทฤษฎีบท 5.4.6 ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ    
1.  ก็ตอเม่ือ  
2.  ก็ตอเม่ือ  

 

พิสูจน 1. ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ     
 ให                                                  
จากทฤษฎีบท 5.4.5        

                        
ดังนั้น ถา   แลว                

ให                           
                 

จากทฤษฎีบท 5.4.5        

                                       

,C D E C D C E D E  

,C D E

C D x Q x D x C

x D D
y D y x

E 0y x 
,p E q E   y x q p  

y p x q  

y D q E

   y p D E    ............ 1

x C x c c C

q E  q e e E

x q c e   c C e E

x q z  z C E 

y p z  z C E  y p x q  

   y p C E    ............ 2

 1  2  y p Q 

   y p D E      y p C E  

C E D E  

,C D E C D C E D E  

C D
C D 0C D  
C D 0C D  

C D
C D

   C D D D    

0C D  
C D 0C D    ............ 1

0C D  
  0C D   

  0C D D D      

 C D D D     
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ดังนั้น ถา  แลว    

จาก  และ  จึงไดวา  ก็ตอเม่ือ   
 

2. สําหรับ  ก็ตอเม่ือ   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.4.7 ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ ถา  และ แลว   
 

พิสูจน  ให และ  เปนสวนตัดใด ๆ     
ให  และ  จึงไดวา  เปนสวนตดับวก  
จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1              
จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 เปนสวนตัดลบ             

                      เปนสวนตัดลบ 

จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 

 

           

                                               

จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1                                   
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใด ๆ  ถา  และ แลว   
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 .ให และ  เปนสวนตัดใด ๆ ถา และ แลว   
 

พิสูจน สําหรับ และ  เปนสวนตัด ใด ๆ     
ให     และ   

 จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1                       
จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 เปนสวนตัดลบ                    

                          เปนสวนตัดบวก 

 จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 1           

            

        
                              

 จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 2                    
ดังนั้น ทุกสวนตัด  และ  ใด ๆ ถา  และ  แลว   
 

0C D 
C D

0C D   C D  ............ 2

 1  2 C D 0C D  

C D 0C D  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E

C D 0E  E
0C D  

C D

 C D E 

  0C D E      

  0C E D E       

   0C E D E        
  0C E D E    

C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E

C D 0E 
0C D  

C D

 C D E 

  0C D E   

  0C D E      

  0C E D E       
  0C E D E    

C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  
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นิยาม 5.4.3 ให  และ  เปนสวนตัด ใด ๆ     
  1.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  2.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  3.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  4.   ก็ตอเม่ือ  และ   
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 ให  เปนสวนตัดใดๆ และจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ r C  ก็ตอเม่ือ   
 

พิสูจน  ให  เปนสวนตัดและ  เปนจํานวนตรรกยะใด  ๆ    
          ให  

จะไดวา  และ  เพราะวา   

 นั่นคือ                
 ดังนั้น ถา  แลว       

 ให   
 จะมี  ซ่ึง  และ  

 จาก  จะได   
 เนื่องจาก   และ  
 จึงไดวา   
 ดังนั้น ถา  แลว      

ดังนั้น จาก  และ ทุกสวนตัด  และจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  ก็ตอเม่ือ  

 
นิยาม 5.4.4 ถา L  เปนเซตของสวนตัด และมีสวนตัด B  ท่ีมีสมบัติวา C B  ทุกๆ สวนตัด 

C L  แลว กลาววา B  เปนขอบเขตบนของ L  และกลาววา L  เปนเซตท่ีมี
ขอบเขตบน  

 ถา U  เปนขอบเขตบนของ L  ท่ีมีสมบัติวา U B  ทุกๆ สวนตัด B  ท่ีเปนขอบเขตบน
ของ L  แลวจะกลาววา U  เปนขอบเขตบนท่ีนอยท่ีสุดของ L  

 
ทฤษฎีบท 5.4.9 ถา L  เปนเซตของสวนตัดท่ีมีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 
 

พิสูจน ให  U L  เปนเซตขอบเขตบนของ L  และให 
 B U L

U B





 

ให C L  ดังนั้น C B  ไดวา C B  ทุกๆ  B U L  

ดังนั้น C U  
ไดวา C U  ทุกๆ C L  นั่นคือ U  เปนขอบเขตบนของ L  
และ U B  คือ U B  ทุก ๆ ขอบเขตบน  B U L  

ดังนั้น U  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ L  

,C D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C r r C 

C r
r C

r C r r  |r x Q x r   

r C 
r C r C   ........... 1

r C 
x Q x C x r

x r x r

x C r x

r C

r C  r C  ........... 2

 1  2 C r r C r C 
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 สมบัติขางตนนี้เรียกวา สมบัติความบริบูรณ (completeness property) :ซ่ึงไมมีในเซต
จํานวนตรรกยะ  
 

5.5 การกําหนดจํานวนจริง 
 

 เซตของสวนตัดและตัวดําเนินการบวก และการคูณมีสมบัติครอบคลุมสมบัติของจํานวนตรรก
ยะท้ังหมด และมีสมบัติอ่ืนเพ่ิมเติม ถามีการจับคูหนึ่งตอหนึ่งระหวางเซตของสวนตัดตรรกยะและเซต
จํานวนตรรกยะ โดยให              

เม่ือ  เปนจํานวนตรรกยะ และจะพบวา 
      

และ                         

แสดงวา เซตของสวนตัดตรรกยะจะสมสัณฐาน (isomorphic) กับเซตจํานวนตรรกยะ  
 ในกรณีไมใชสวนตัดตรรกยะ จะเรียกวา สวนตัดอตรรกยะ กําหนดจํานวนท่ีมีชื่อวา 
จํานวนอตรรกยะ ( irrational number)  มาจับคูหนึ่งตอหนึ่งกับสวนตัดอตรรกยะ ดังตัวอยาง 

 

              

 จํานวนตรรกยะประกอบกับจํานวนอตรรกยะ เรียก จํานวนจริง (real number) ดังนั้น เซต
ของสวนตัดท้ังหมดจะสมสัณฐานกับเซตของจํานวนจริง ใชสัญลักษณ  และใช  
แทนจํานวนจริง สมบัติตางๆ ของสวนตัดก็จะเปนสมบัติของจํานวนจริง 
 

สัจพจนของจํานวนจริง 
 

 เซตจํานวนจริงประกอบดวยจํานวน และตัวดําเนินการทวิภาค คือ การบวก “ ” และการ
คูณ “ ” มีสมบัติดังนี้  
 1. ตัวดําเนินการบวก ให  และ  เปนจํานวนจริง ผลบวกของ  กับ  ใชสัญลักษณ
แทนดวย “ ” จะเปนจํานวนจริง เพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติดังนี้ สําหรับจํานวนจริง  
และ  ใดๆ 
 1.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 1.2 สมบัติการสลับท่ี  
 1.3 มีจํานวนจริงศูนย  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  สําหรับทุก
จํานวนจริง  (เรียก  วาเอกลักษณการบวก) 
 1.4 สําหรับจํานวนจริง  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  
เรียกจํ านวน  ว าจํ านวนลบ (negative)  ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  จะไดว า 

 

 C r r

r
     C r C s C r s r s    

     C r C s C rs rs  

 2| 2 2x Q x Q   

   3 3 3| 5 | 5 5x Q x x Q x     

R , , , , ,...a b c x y




a b a b
a b ,a b

c
   a b c a b c    

a b b a  

0 0 0a a a   
a 0

a b 0a b 

b a a

  0a a a a    
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2. ตัวดําเนินการคูณ ให  และ  เปนจํานวนจริงผลคูณของ  และ  ใชสัญลักษณแทนดวย “
” หรือ “ ” หรือ “ ” จะเปนจํานวนจริงจํานวนหนึ่งเพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติ

ดังตอไปนี้ ให ,a b  และ c  เปนจํานวนจรงิใดๆ 

 2.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 2.2 สมบัติการสลับท่ี  
 2.3 มีจํานวนจริง 1 เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา  เรียก  วาแอกลักษณ
สําหรับการคูณของจํานวนจริง 
 2.4 สําหรับจํานวนจริง  ท่ีไมใช  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา 

 เรียก  วาตัหผกผัน (inverse) ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  จะไดวา 

1 1 1a a a a       
3. สมบัติการแจกแจง  

 เซตท่ีมีสมาชิกและตัวดําเนินการสองตัว ซ่ึงทีสมบัติ ท้ัง 9 ขอขางตน เรียกเซตนั้นวา สนาม 
(field) โดยท่ีเซตของจํานวนจริงและการดําเนินการบวก และการดําเนินการคูณมีสมบัติเปนสนาม ยัง
มีสมบัติเปนสนามลําดับ (ordered field) และสมบัติความบริบูรณ (completeness axiom) 
 

5.6 ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง 
 

เซตจํานวนจริงบวก ให เปนเซตจํานวนจริงบวก (positive real number) :ซ่ึงเปนเซตยอยแท
ของจํานวนจริง โดยเซต  มีสมบัติดังนี้ 
 1. ถา  แลว  และ  
 2. สําหรับจํานวนจริง  แตละตัว จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว 
  2.1  2.2  2.3  
 ถา  จะกลาววา  เปนจํานวนบวก และถา  กลาววา  เปนจํานวนลบ และจาก
การพิสูจนทฤษฎีบทของสวนตัดท่ีวา จํานวน  เปนจํานวนลบ ก็ตอเม่ือ  เปนจํานวนบวก 
 

นิยาม 5.6.1 ให  และ  เปนจํานวนจริง กลาววา  นอยกวา  ใชสัญลักษณแทนดวย  
ถา  และกลาววา  มากกวา  ใชสัญลักษณ  ถา  

 สัญลักษณ   หมายความวา  หรือ  
    หมายความวา  หรือ  
เรียกความสัมพันธนอยกวา หรือมากกวา วา ความสัมพันธอันดับ (order relation) 

เซตจํานวนบวกเปนเซตยอยแทสามารนิยามการ นอยกวา และมากกวาได จึงกลาวไดวา 
จํานวนจริงมีสมบัติเปน สนามอันดับ (ordered field)  
 

นิยาม 5.6.2 คาสมบูรณ (absolute value) ให a  เปนจํานวนจริง คาสัมบูรณ ของ a  ใชสัญลักษณ           
                a  กําหนดโดย 

 

 

a b a b
a b a b ab

   a b c a b c    

a b b a  

1 1a a a    1

a 0 b

1a b  b a 1a 1
a

 a b c ab ac  

P
P
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x
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คาสัมบูรณ a  เปนจํานวนท่ีไมมีเครื่องหมายของ a  

 
สมบัติของคาสัมบูรณ .ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใดๆ  
 1. a a   และ a b b a    

 2. ab a b  

 3. 
aa

b b
  

 4. a a a    

 5. a b a b    

  5.1 a b a b    เม่ือ 0ab  

  5.2 a b a b    เม่ือ 0ab  

 6. a b a b    

 
ชวงเปดและชวงปด  
 

นิยาม 5.6.2 กําหนดสัญลักษณเซตยอยของจํานวนจริง ดังนี้ เม่ือ a  และb  เปนจํานวนจรงิ 
       ชวงเปด (open interval)     , |a b x R a x b     

       ชวงปด (closed interval)    , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงเปดทางซาย (half-oper on the left)     , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงเปดทางขวา (half-oper on the right)     , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงอนันต (semi-infinite intervals)  
  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวา b     , |b x R x b     

  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวาหรือเทา b     , |b x R x b     

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวา a     , |a x R x a     

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ a     , |a x R x a     

 ชวงอนันต (infinite interval)    , |x x R     

 

5.7 เซตมีขอบเขต 
 

จํานวนนอยท่ีสุด จํานวนมากท่ีสุด 
 

นิยาม 5.7.1 ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง a A  ท่ีมีสมบัติวา 
a x  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา a  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด หรือ คาตํ่าสุด 
(minimum) ของ A  และถามีจํานวนจริง b A  ท่ีมีสมบัติวา x b  ทุกๆ จํานวน 
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x A  แลวจะกลาววา b  เปนจํานวนท่ีมากท่ีสุด หรือ คาสูงสุด (maximum) ของ A  
ใชสัญลักษณ min A  แทนคาต่ําสุดของ A  และ max A  แทนคาสูงสุดของ A  

 

ตัวอยาง 5.7.1   | 0 1A x R x      พบวา min 0A  ไมมีคาสูงสุด 

   | 2 7B x R x     พบวา min 2B   และ max 7B   

   2| 5C x R x    พบวา min 5C   และ max 5C    

 
ทฤษฎีบท 5.7.1 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงถา A  มีคาต่ําสุดแลว จะมีเพียงคาเดียว และถา 

A  มีคาสูงสุดแลว จะมีเพีงคาเดียว 
 

พิสูจน ให a  และb  เปนคาต่ําสุดของ A  
จาก a  เปนคาต่ําสุดของ A  และb a  จะไดวา a b  
จากb  เปนคาต่ําสุดของ A  และ a A  จะไดวา a b  
ดังนั้น a b  
นั่นคือ คาต่ําสุดของ A  มีเพียงคาเดียว 
สําหรับคาสูงสุด ใชการพิสูจนในทํานองเดียวกัน 
 

เซตมีของเขต 
 

นิยาม 5.7.2 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง b  ท่ีมีสมบัติวา 
1. ถามี x b  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา b  เปนของเขตบน (upper 
bound) ของ A  
2. ถามีจํานวนจริง a  ท่ีมีสมบัติวา x a  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา a  
เปนของเขตลาง (lower bound) ของ A  
ในกรณีท่ี A  มีขอบเขตบนและมีขอบเขตลาง กลาววา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขต 
 

 

นิยาม 5.7.3 ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง และเปนเซตท่ีมีขอบเขตบน กลาววา b  
เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุด (least upper bound) ของ A  ถา b  เปนขอบเขตบนของ 
A  และ b y  ทุก ๆ y  ท่ีเปนขอบเขตบนของ A  และกลาววา a  เปนขอบเขต
ลางมากท่ีสุด (greatest lower bound ) ของ A  ถา a  เปนขอบเขตลางของ A  
และ a x  ทุก ๆ x  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A  

 
ทฤษฎีบท 5.7.2 สําหรับเซตของจํานวนจริง A  จะไดวา a  เปนคาต่ําสุดของ A  ก็ตอเม่ือ a  เปน

ขอบเขตลางของ A  และb  เปนคาสูงสุดของ A  ก็ตอเม่ือ b  เปนขอบเขตบนของ 
A  และ b A  
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ทฤษฎีบท 5.7.3 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขตลางแลว จะมี
ขอบเขตลางมากท่ีสุดเพียงคาเดียว และถา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขตบนแลว จะมี
ขอบเขตบนนอยท่ีสุดเพียงคาเดียว 

 

พิสูจน ให a  และb  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  
จาก a  เปนขอบเขตลาง และb  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  จะไดวา a b  
จาก b  เปนขอบเขตลาง และ a  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  จะไดวา a b  
ดังนั้น a b   
นั่นคือ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  มีเพียงจํานวนเดียว 
สําหรับขอบเขตบนนอยท่ีสุด ใชการพิสูจนทํานองเดียวกัน 
 
สัจพจนความบริบูรณ 
 

 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  มีขอบเขตลางแลว จะมีขอบเขตลางท่ีมากท่ีสุด 
และถา A  มีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 
 สําหรับ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A (greatest lower bound of A ) ใชสัญลักษณ 

 glb A  หรือ inf A  (infimum of A )  

 ขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A  (least upper bound of A ) ใชสัญลักษณแทนดวย lub A  
หรือ sup A  (supremum of A )  
 เนื่องจากเซตจํานวนจริงสมสัณฐานกับเซตสวนตัด ซ่ึงในเซตสวนตัดไดแสดงแลววา สวนตัดมี
ขอบเขตบน จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด จึงยอมรับไดเลยวาเปนจริงโดยไมตองพิสูจน  
 

ทฤษฎีบท 5.7.4 สมบัติของขอบเขตลาง และขอบเขตบน ถา A  เปนเซตยอยไมวางของจํานวนจริง
ท่ีมีขอบเขต จะไดวา 

 1. ถา x A  แลว inf supx A    

 2. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ infy A  และ z  เปนขอบเขตบนของ 
A  ก็ตอเม่ือ supz A   

 3. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ ถา x y  แลว x A   
 4. infa A  ก็ตอเม่ือ a  เปนขอบเขตลางของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y a    

 และ supb A  ก็ตอเม่ือ b  เปนขอบเขตบนของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y b    
 

ทฤษฎีบท 5.7.5 ให x  เปนจํานวนจริง จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา x n  
 

พิสูจน สมมติวาไมมี n  ท่ีมีสมบัติวา x n  จึงไดวา x n  ทุกๆ จํานวนเต็มบวก n  
ดังนั้น x  เปนขอบเขตบนของเซตจํานวนเต็มบวก และเซตจํานวนเต็มบวกเปนเซตท่ีมีขอบเขตบน 
จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด ให b  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ เซตจํานวนเต็มบวก 



ตัว
อย
่าง

 
 

143 

จะไดวา มีจํานวน n Z  ท่ี 1
2

n b   ดังนั้น 11
2

n n b     

แต 1n Z   ขัดแยงกับท่ีสมมติวา b  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ เซตจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น Z  เปนเซตท่ีไมมีขอบเขตบน และจะมีจํานวนเต็ม n  ท่ีมีสมบัติวา x n   
 
ทฤษฎีบท 5.7.6 สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง ( Archimedean property of real numbers) 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจรงิบวก จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา x ny  
 

พิสูจน พิจารณาจํานวนจริง 0x
y
  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติ 

x n
y
  

ดังนั้น x ny  
 

บทแทรก 5.7.1 สําหรับจํานวนจริงบวก x  ใดๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา 1x
n

  

 

พิสูจน สําหรับจํานวนจริง 1 และ x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา 1 nx  

ดังนั้น 1x
n

  

 
บทแทรก 5.7.2 สําหรับจํ านวนจริ งบวก x  ใดๆ จะมีจํ านวนเต็มบวก  n  ท่ี มีสมบั ติ ว า 

1n x n    
 

พิสูจน พิจารณาเซต  |S k Z k x     

จะไดวา S  มีจํานวนนอนท่ีสุด ให minn S  
จะไดวา n x  สมมติ 1n x    
จะไดวา 1n S   และจาก 1n n   จึงขัดแยงกับท่ีกําหนดวา minn S   
ดังนั้น 1n x n    
 
ทฤษฎีบท 5.7.7 สมบัติความหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจริงบวก ถา x y  จะมีจํานวนตรรกยะ r  ท่ีมีสมบัติวา 

x r y   
 

พิสูจน จาก x y  ดังนั้น 0y x   จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา  1 n y x   

จะไดวา 1nx ny     
โดยบทแทรก 5.7.2 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก m  ท่ีมีสมบัติวา 1m nx m    
ดังนั้น 1m nx ny    และ nx m ny   

ให mr
n

  จะได x r y   
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ทฤษฎีบท 5.7.8 สมบัติความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะ 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจริง ถา x y  จะมีจํานวนอตรรกยะ z  ท่ีมีสมบัติวา 

x z y    
 
ทฤษฎีบท 5.7.9 ถา a  และb  เปนจํานวนจรงิ และ a b    สําหรับทุกจํานวนจริงบวก   แลว 

a b  
 

พิสูจน สมมติวา a b  จะไดวา 0a b   ดังนั้น มีจํานวนเต็ม n  ท่ีมีสมบัติวา 1a b
n

   

ได 1a b
n

   ขัดแยงกับ a b    เม่ือ 1
n

  

ดังนั้น a b   

 
5.8 สรุป  
 

 1. การสรางจํานวนจริงนักคณิตศาสตรไดสรางโดยใชสวนตัดเดเดคินด ซ่ึงมีนิยามดังนี้ สําหรับ
เซต ท่ีเปนเซตยอยแทท่ีไมเปนเซตวางของจํานวนตรรกยะ  เรียกเซต  วาสวนตัดเดเดคินด 
เม่ือเซต  สอดคลองสมบัติตอไปนี้ 
 1.1  และ   

 1.2 ถา และ   โดยท่ี  แลว    
 1.3 ถา  จะมี  ซ่ึง   
 

2. การบวกสวนตัด สําหรับ C  และ D  ท่ีเปนสวนตัด ใด ๆ ผลบวกของ และ  คือ
 สําหรับ c C และ d D   

 

3. สมบัติการบวก ให  และ  เปนสวนตัดใดๆ 
3.1 สมบัติการปด;  เปนสวนตัด และมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม;  

3.3 สมบัติการสลับ;   
3.4 สมบัติการมีเอกลักษณสําหรับการบวก;  โดยเรียก  วา

เอกลักษณสําหรับการบวก 
3.5 สมบัติการมีตัวผกผันสําหรับการบวก;  โดยเรียก 

 วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ   
3.6 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา  แลว   
3.7 การตัดออกสําหรับการบวก; ถา   แลว   
 

 4. การลบสวนตัด สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใดๆ ตัวดําเนินการลบของ C  และ D  
กําหนดดังนี้  C D C D     

C Q C
C

C  C Q

x Q c C x c x C

c C x C x c

C D
 |C D x x c d   

,C D E

C D

   C D E C D E    

C D D C  

0 0 0C C      0

   0C C C C     

C C
C D C E D E  

C D C E   D E
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5. การคูณสวนตัดบวก สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดบวกใดๆ กําหนดตัวดําเนินการคูณดง
นี้  0C D M Q     เม่ือ  |M cd c Q C   และ d Q D   

 

6. สมบัติการคูณสวนตัดบวก ให และ  เปนเปนตัดบวก 
6.1 สมบัติการปด;  เปนสวนตัดบวก 
6.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม;  

6.3 สมบัติการสลับท่ี;  
6.4 สมบัติการมีเอกลักษณสําหรับการคูณ;   โดยเรียก  วา

เอกลักษณสําหรับการคูณ  
6.5 สมบัติการมีตักผกผันสําหรับการคูณ;   โดยเรียก  วา

ตัวผกผันสําหรับการคูณของ   
6.6 สมบัติการแจกแจง:   
 

7. คาสัมบูรณของสวนตัด สําหรับ C  เปนสวนตัดใด ๆ คาสัมบูรณของ C  ใชสัญลักษณแทน
ดวย C  กําหนดดังนี้  

      
 

8. การคูณสวนตัด ให C  และ D  เปนสวนตัด ผลคูณของ C และ D  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C D กําหนดดังนี้  

 
 
 
 
 

 9. สมบัติการคูณสวนตัด ให ,C D  และ E  เปนสวนตัด 
 9.1 สมบัติปด : C D   เปนสวนตัด 
 9.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม:    C D E C D E      

 9.3 สมบัติการสลับท่ี : C D D C    
 9.4 สมบัติทีเอกลักษณสําหรับการคูณ : ถา C  เปนสวนตัด จะไดวา 1 1C C C      
 9.5 สมบัติมีตัวผกผันสําหรับการคูณ : ถา C  เปนสวนตัดท่ีไมใช 0  จะไดวามีสวนตัด 

1C  ท่ีมีสมบัติวา 1 1 1C C C C       
 9.6 สมบัติการแจกแจง ;  C D E C D C E       และ  

 C D E C E C D       
 

 10. ความสัมพันธลําดับ ให  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ จะกลาววา  นอยกวา D          
ใชสัญลักษณแทนดวย  ก็ตอเม่ือ  เปนสวนตัดบวก และกลาววา  มากกวา D      
ใชสัญลักษณแทนดวย  ถา  

,C D E
C D

   C D E C D E    

C D D C  

1 1C C C     1

1 11C C C C      1C

C
 C D E C D C E     

C C
C D D C C

C D D C

ถา  เปนสวนตัดบวก 
ถา  เปนสวนตัดลบ 

 

 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน 
 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนตางกัน 
 

ถา  หรือ  เปน  
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 สัญลักษณ  หมายความวา  หรือ  
 สัญลักษณ  หมายความวา  หรือ  
 

 11.สัจพจนของจํานวนจริง  เซตจํานวนจริงประกอบดวยจํานวน และตัวดําเนินการทวิภาค คือ 
การบวก “ ” และการคูณ “ ” มีสมบัติดังนี้  
 1. ตัวดําเนินการบวก ให  และ  เปนจํานวนจริง ผลบวกของ  กับ  ใชสัญลักษณแทนดวย “

” จะเปนจํานวนจริง เพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติดังนี้ สําหรับจํานวนจริง  และ  ใด  ๆ

 1.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 1.2 สมบัติการสลับท่ี  
 1.3 มีจํานวนจริงศูนย  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  สําหรับทุก
จํานวนจริง  (เรียก  วาเอกลักษณการบวก) 
 1.4 สําหรับจํานวนจริง  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  
เ รี ย ก จํ า น ว น    ว า จํ า น ว น ล บ  ข อ ง    ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย    จ ะ ไ ด ว า 

 

2. ตัวดําเนินการคูณ ให  และ  เปนจํานวนจริงผลคูณของ  และ  ใชสัญลักษณแทน
ดวย “ ” หรือ “ ” หรือ “ ” จะเปนจํานวนจริงจํานวนหนึ่งเพียงจํานวนเดียว และมี
สมบัติดังตอไปนี้ ให  และ  เปนจํานวนจริงใดๆ 

2.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

2.2 สมบัติการสลับท่ี  
2.3 มีจํานวนจริง 1 เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา  เรียก  วาแอก

ลักษณสําหรับการคูณของจํานวนจริง 
2.4 สําหรับจํานวนจริง  ท่ีไมใช  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา 

1a b   เ รี ยก  b  ว าตั หผกผัน  ของ  a  ใช สัญลั กษณแทนด วย  1a  หรื อ  1
a

 จะได ว า 

1 1 1a a a a        
3. สมบัติการแจกแจง  

 เซตท่ีมีสมาชิกและตัวดําเนินการสองตัว ซ่ึงทีสมบัติ ท้ัง 9 ขอขางตน เรียกเซตนั้นวา สนาม  
โดยท่ีเซตของจํานวนจริงและการดําเนินการบวก และการดําเนินการคูณมีสมบัติเปนสนาม ยังมีสมบัติ
เปนสนามลําดับ และสมบัติความบริบูรณ  
 

12.ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง 

เซตจํานวนจริงบวก 
 ให เปนเซตจํานวนจรงิบวก :ซ่ึงเปนเซตยอยแทของจํานวนจริง โดยเซต  มีสมบัติดังนี้ 
 1. ถา  แลว  และ  
 2. สําหรับจํานวนจริง  แตละตัว จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว 
  2.1  2.2  2.3  

C D C D C D
C D C D C D

 

a b a b
a b ,a b c

   a b c a b c    

a b b a  

0 0 0a a a   
a 0

a b 0a b 

b a a

  0a a a a    

a b a b
a b a b ab

,a b c
   a b c a b c    

a b b a  

1 1a a a    1

a 0 b

 a b c ab ac  

P P
,x y P x y P  xy P

x
x P x P  0x 
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 ถา  จะกลาววา  เปนจํานวนบวก และถา  กลาววา  เปนจํานวนลบ และจาก
การพิสูจนทฤษฎีบทของสวนตัดท่ีวา จํานวน  เปนจํานวนลบ ก็ตอเม่ือ  เปนจํานวนบวก 
 

13. ความสัมพันธอันดับ ให  และ  เปนจํานวนจริง กลาววา  นอยกวา  ใช
สัญลักษณแทนดวย  ถา  และกลาววา  มากกวา  ใชสัญลักษณ  ถา 

 สัญลักษณ   หมายความวา  หรือ  
    หมายความวา  หรือ  
เรียกความสัมพันธนอยกวา หรือมากกวา วา ความสัมพันธอันดับ 

เซตจํานวนบวกเปนเซตยอยแทสามารนิยามการ นอยกวา และมากกวาได จึงกลาวไดวา 
จํานวนจริงมีสมบัติเปน สนามอันดับ 

 

14. คาสมบูรณ ให a  เปนจํานวนจริง คาสัมบูรณ ของ a  ใชสัญลักษณ  กําหนดโดย 

 
   

 

คาสัมบูรณ  เปนจํานวนท่ีไมมีเครื่องหมายของ a  
 

15. สมบัติของคาสัมบูรณ .ให a  และ  เปนจํานวนเต็มใดๆ  

15.1  และ  

15.2  

15.3  

15.4  

15.5  

 15.5.1  เม่ือ  

 15.5.2  เม่ือ  

15.6  
 

16. ชวงเปดและชวงปด เม่ือ a  และ  เปนจํานวนจริง 

       ชวงเปด  

       ชวงปด  

       ชวงก่ึงเปดทางซาย  

       ชวงก่ึงเปดทางขวา   

       ชวงก่ึงอนันต   

  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวา   

x P x x P  x
x x

a b a b
a b b a P  a b a b

a b P  a b a b a b

a b a b a b

a

a

b
a a  a b b a  

ab a b

aa
b b



a a a  

a b a b  

a b a b   0ab

a b a b   0ab

a b a b  

b
   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

b    , |b x R x b   

 ถา  
ถา  
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  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวาหรือเทา   

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวา a    

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ a    

        ชวงอนันต   
 

 17. จํานวนนอยท่ีสุด จํานวนมากท่ีสุด ให  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามี
จํานวนจริง  ท่ีมีสมบัติวา  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา a  เปนจํานวนท่ีนอย
ท่ีสุด หรือ คาต่ําสุด  ของ A  และถามีจํานวนจริง  ท่ีมีสมบัติวา  ทุกๆ จํานวน  
แลวจะกลาววา  เปนจํานวนท่ีมากท่ีสุด หรือ คาสูงสุด ของ A  ใชสัญลักษณ min A  แทนคาต่ําสุด
ของ A  และ  แทนคาสูงสุดของ A  
 

18. เซตมีของเขต ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง  ท่ีมี
สมบัติวา  1. ถามี  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา  เปนของเขตบน ของ A     

  2. ถามีจํานวนจริง a  ท่ีมีสมบัติวา  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา a  เปน
ของเขตลางของ A  

ในกรณีท่ี A  มีขอบเขตบนและมีขอบเขตลาง กลาววา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขต 

 

19. ขอบเขตบนนอยท่ีสุด ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง และเปนเซตท่ีมี
ขอบเขตบน กลาววา  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A   

20. ขอบเขตลางมากท่ีสุด ถา  เปนขอบเขตบนของ A  และ b y  ทุก ๆ  ท่ีเปน
ขอบเขตบนของ A  และกลาววา a  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุด ของ A  ถา a  เปนขอบเขตลางของ 
A  และ a x  ทุก ๆ x  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A   

21. สัจพจนความบริบูรณ ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  มีขอบเขตลางแลว จะ
มีขอบเขตลางท่ีมากท่ีสุด และถา A  มีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 

 สําหรับ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A ใชสัญลักษณ   หรือ inf A  

 ขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ sup A  
 เนื่องจากเซตจํานวนจริงสมสัณฐานกับเซตสวนตัด ซ่ึงในเซตสวนตัดไดแสดงแลววา สวนตัดมี
ขอบเขตบน จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด จึงยอมรับไดเลยวาเปนจริงโดยไมตองพิสูจน  
 

22. สมบัติของขอบเขตลาง และขอบเขตบน ถา A  เปนเซตยอยไมวางของจํานวนจริงท่ีมี
ขอบเขต จะไดวา 
 1. ถา  แลว inf supx A    

 2. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ  และ z  เปนขอบเขตบนของ 

 ก็ตอเม่ือ  

 3. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ ถา  แลว x A   

b    , |b x R x b   

   , |a x R x a   

   , |a x R x a   

   , |x x R   

A
a A a x x A

b A x b x A
b

max A

b
x b x A b

x a x A

b
b y

 glb A

lub A

x A

infy A

A supz A

x y
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 4.  ก็ตอเม่ือ a  เปนขอบเขตลางของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง
บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี  

 และ supb A  ก็ตอเม่ือ  เปนขอบเขตบนของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y b    
 

23. สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง ให x  และ y  เปนจํานวนจริงบวก จะมีจํานวนเต็ม

บวก n  ท่ีมีสมบัติวา  
 

24. สมบัติความหนาแนนของจํานวนตรรกยะ ให x  และ y  เปนจํานวนจรงิบวก ถา  

จะมีจํานวนตรรกยะ r  ท่ีมีสมบัติวา  

 

25. สมบัติความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะ ให x  และ  เปนจํานวนจริง ถา  

จะมีจํานวนอตรรกยะ z  ท่ีมีสมบัติวา   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

infa A

y a  

b

x ny

x y

x r y 

y x y

x z y 
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แบบฝกหัด 5 
 

1. กําหนดเซต  | 12C x Q x    จงแสดงวาเซต C  เปนสวนตัด 

2. จงแสดงวา หรือ และ เปนสวนตัด 

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.11 สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ถา  แลว   

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.15 ถา  เปนสวนตัดลบ จะได  เปนสวนตัดบวก 

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.18 สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ  

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.4.4 สําหรับ C  เปนสวนตัดใด ๆ C  เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ 0C    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 | 0C x Q x    0x 2 2x 

C D D  0C 

C C

 C D C D   
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บทท่ี 6 
จํานวนเชิงซอน 

 
 บทนี้จะกลาวถึงจํานวนเชิงซอน ก็เริ่มจากการศึกษานิยามและสมบัติเบื้องตัน นิยามการบวก
และการคูณจํานวนเชิงซอน ทฤษฎีบทสําหรับการบวกและการคูณจํานวนเชิงซอน การลบและการ
หารจํานวนเชิงซอน ทฤษฎีบทสําหรับซอน การลบและการหารจํานวนเชิงซอน สังยุคของจํานวน
เชิงซอน คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน จํานวนเชิงซอน i  ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก ระนาบ
เชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว ทฤษฎีบทของเดอรมัว และการหารากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน 
 

6.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

 พิจารณาสมการ 2 1 0x    สําหรับ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซ่ึงพบวาไมสามารถหาคา x    
ท่ีเปนจํานวนจรงิท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได นักคณิตศาสตรจึงตองขยายจํานวนจริงออก เพ่ือหาคา 
x  ท่ีสอดคลองกับสมการขางตนใหได จึงเปนท่ีมาของจํานวนเชิงซอน  

 แนวคิดในการสรางจํานวนเชิงซอน คือ จากท่ีมีสัญลักษณ  มีความหมายวา  2
x x  

ถา 0x ดังนั้น ถาพิจารณาคา 1x   คือ  2
1 1   ซ่ึงจะกําหนดให 1i    ซ่ึงทําให 

2 1i    
 จากสมการ 2 1 0x    หรือ 2 1x  จึงไดวามีคา x i  เปนผลเฉลยของสมการ 
ซ่ึงจํานวน i  ไมใชจํานวนจริงและเรียกจํานวนนี้วาจํานวนจินตภาพ 
 
นิยาม 6.1.1 สําหรับ a และ b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ ให z แทนจํานวนเชิงซอนใด ๆ ซ่ึง 

 ,z a b   

 เรียกจํานวนจริง a วา สวนจริง (real part) ใชสัญลักษณแทนดวย  Re z  

 เรียกจํานวนจริง b  วา สวนจินตภาพ (imaginary part) ใชสัญลักษณแทนดวย 
 Im z  

การกําหนดจํานวนเชิงซอน ให C  แทนเซตจํานวนเชิงซอน คือ    , |C a b a R   และ y R  

 
นิยาม 6.1.2 จํานวนเชิงซอน 2 จํานวน จะเทากันก็ตอเม่ือ สวนจริงแลวสวนจินตภาพของจํานวน

เชิงซอนท้ังสองเทากัน นั่นคือ ถา  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b   

1 2z z ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  
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ทฤษฎีบท 6.1.1 ความสัมพันธ “” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล สําหรับจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  

และ 3z  ใด ๆ  

 1. สมบัติสะทอน ; 1 1z z  

 2. สมบัติสมมาตร; ถา 1 2z z  แลว 2 1z z  

 3. สมบัติการถายทอด; ถา 1 2z z  และ 2 3z z แลว 1 3z z  

พิสูจน สําหรับจํานวนเชิงซอน    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b   และ  3 3 3,z a b  ใด ๆ  

1. จาก  1 1 1,z a b  เนื่องจาก 1 1a a  และ 1 1b b  

จึงไดวา 1 1z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการสะทอน 

2. ถา             1 2z z  

จากนิยาม   1 2a a  และ 1 2b b  

2 1a a  และ 2 1b b  

จึงไดวา                                 2 1z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการสมมาตร 
3. ถา 1 2z z  และ 2 3z z  

จาก  1 2z z  จึงไดวา  1 2a a  และ 1 2b b      ............ 1  

และ  2 3z z  จึงไดวา  2 3a a  และ 2 3b b   ............ 2  

จาก  1  และ 2 ;  

จึงไดวา    1 3a a  และ 1 3b b  

 นั่นคือ 1 3z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการการถายทอด 
จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา ความสัมพันธ “” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล   
 

6.2 การบวกและการคูณจํานวนเชิงซอน  
 

นิยาม 6.2.1 ให  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  

เปนจํานวนจริงใด ๆ กําหนดการดําเนินการบวก และการคูณบนเซตจํานวนเชิงซอน 
ดังนี้ การบวก      1 1 1 1 2 2 1 2 1 2, , ,z z a b a b a a b b        

         การคูณ         1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1, , ,z z a b a b a a b b a b a b           
 

ขอสังเกต  1.      ,0 0, ,a b a b   

    2.      0, ,0 0,1b b   

    3. z z หรือ zz นิยามเขียน 2z  และ 3 2z z z   
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ทฤษฎีบท 6.2.1 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ  

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    1 2 1 2,a a b b    

 เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ  

 จึงไดวา 1 2a a  และ 1 2b b เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2,a a b b   เปนจํานวนเชิงซอน                                                

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ  1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน   

  
ทฤษฎีบท 6.2.2 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 6.2.3 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z             

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

 พิจารณา        1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

    
   

    
1 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

, ,

,

a b a a b b

a a a b b b

   

    
 

    1 2 3 1 2 3,a a a b b b      

   1 2 1 2 3 3, ,a a b b a b     

     1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b      

 1 2 3z z z    

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z       

 
ทฤษฎีบท 6.2.4 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 2 1z z z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.2.5 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน u  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให   

z u z   เรียก u  วาเอกลักษณสําหรับการบวกของจํานวนเชิงซอน  
 

พิสูจน ใหจํานวนเชิงซอน  ,z a b และ  0,0u   ใด ๆ 

 สําหรับ ,a b และ 0 ซ่ึงเปนจํานวนจริงใด ๆ 
 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน u ซ่ึงทําให z u z    
 พิจารณา               , 0,0z u a b    



ตัว
อย
่าง

 
 

154 

    
 
 

0, 0

,

a b

a b z

  

 
 

 จึงไดวา มีจํานวนเชิงซอน u ซ่ึงทําให z u z   
 จะแสดงวา มีจํานวนเชิงซอน u เพียงจํานวนเดี่ยว ซ่ึงทําให z u z   
 ให  1 1 1,u a b ซ่ึงมีสมบัติวา 1z u z   

พิจารณา                1z u z   

         1 1, , ,a b a b a b   

             1 1, ,a a b b a b    

     1a a a     ........... 1  

 และ     1b b b     ........... 2  

 จากสมการ  1 ; เปนจํานวนจริงก็ตอเม่ือ 1 0a   

 และ สมการ  2 ; เปนจํานวนจริงก็ตอเม่ือ 1 0b   

 นั่นคือ 1 1 0a b   

 จึงไดวา 1u u  

 แสดงวา u  เปนจํานวนเชิงซอนเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ี z u z   
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน u  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให z u z    
 
นิยาม 6.2.2 เขียนจํานวนเชิงซอน  0,0 ดวย 0 และเรียกวา เอกลักษณสําหรับการบวก 

 
ทฤษฎีบท 6.2.6 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน v  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให

z v u  ใชสัญลักษณแทนดวย z เรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z  
  

พิสูจน  ให    , , 0,0z a b u  และ  ,z a b     เปนจํานวนเชิงซอน สําหรับ ,a b R   

 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน  z ซ่ึงมีสมบัติวา  z z u    

 พิจารณา                      , ,z z a b a b       

    
 

,

0,0

a a b b

u

    

 
 

 จึงไดวา มีจํานวนเชิงซอน  z ซ่ึงมีสมบัติวา  z z u    
 จะแสดงวา ทุกจํานวนเชิงซอน z มีจํานวนเชิงซอน z เพียงจํานวนเดียวซ่ึง  z z u     

 ให  1 1 1,z a b เปนจํานวนเชิงซอน สําหรับ 1 1,a b R  ท่ีมีสมบัติวา 1z z u   

 พิจารณา             1z z u   

                 1 1, , 0,0a b a b   

               1 1, 0,0a a b b    
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 จึงไดวา              1 0a a       ............ 1  

     1 0b b       ............ 2  

 จากสมการ  1 ; สําหรับจํานวนจริงจึงไดวา 1a a   

จากสมการ  2 ; สําหรับจํานวนจริงจึงไดวา 1b b  

จึงไดวา 1z z  

นั่นคือ สําหรับจํานวนเชิงซอน z มี จํานวนเชิงซอน z เพียงจํานวนเดียวซ่ึงมีสมบัติวา 
 z z u     

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน z  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให  z z u    
 

นิยาม 6.2.3 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริง กําหนดจํานวนเชิงซอน 

 ,z a b    และเรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z   
 

ทฤษฎีบท 6.2.7 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ ถา 1 3 2 3z z z z    แลว 1 2z z  
 

พิสูจน  ให    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b  และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

ให    1 3 2 3z z z z    

                         1 1 3 3 2 2 3 3, , , ,a b a b a b a b    

                                1 3 1 3 2 3 2 3, ,a a b b a a b b      

 จากการเทากันของจํานวนเชิงซอน  

1 3 2 3a a a a         ........... 1  

 และ    1 3 2 3b b b b      ........... 2  

 จากสมการ 1 ;                   1 2a a     ........... 3  

จากสมการ 2 ;                   1 2b b     ........... 4  

 จากสมการ  3 และ  4 ;       1 2z z  

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ ถา 1 3 2 3z z z z    แลว 1 2z z  

 
ทฤษฎีบท 6.2.8 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ   z z     
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  สําหรับ a และ b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

พิจารณา      ,z a b      

    
    

 

,

,

a b

a b z

    

 
 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ   z z     
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ทฤษฎีบท 6.2.9  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ       1 2 1 2z z z z        

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.10 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 

                      ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

      
ทฤษฎีบท 6.2.11 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

  

ทฤษฎีบท 6.2.12 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z                        

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

             1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

  

   
        

 
 
 

1 1 2 3 2 3 2 3 3 2

1 2 3 2 3 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 2 3 1 3 2 2 3 1 1 2 3

1 2 3 3 1 2 1 2 3 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 2 1 2 3

, ,

,

,

,

a b a a b b a b a b

a a a b b b a b a b a a b a b b a a b b

a a a a b b a b b a b b a a b a a b a a b b b b

a a a a b b a b b a b b a a b b b b a a b a a b

a a b b a

   

      

      

      

         
   

1 2 2 1 3 1 2 1 2 3 1 2 2 1 3

1 2 1 2 1 2 2 1 3 3

,

, ,

a b a b b a a b b b a b a b a

a a b b a b a b a b

      

   

 

       1 1 2 2 3 3 1 2 3, , ,a b a b a b z z z         

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

 
ทฤษฎีบท 6.2.13 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 2 1z z z z       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.2.14 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน w  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 

z w z   เรียก w  วาเอกลักษณสําหรับการคูณของจํานวนเชิงซอน 
  

พิสูจน  ให  ,z a b และ  1,0w เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ ,a b R   

 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z   
 พิจารณา          , 1,0z w a b    

 1 0, 0 1a b a b        

      ,a b z   

 นั่นคือ มีจํานวนเชิงซอน w ท่ีมีสมบัติวา z w z   
 จะแสดงวา มีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z  เพียงจํานวนเดียว 
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 ให  1 ,w x y สําหรับ ,x y R  ท่ีมีสมบัติวา 1z w z   

 พิจารณา           1z w z   

                   , , ,a b x y a b   

       , ,a x b y a y b x a b        

                ax by a           ............. 1  

     ay bx b    ............. 2  

 นําสมการ  1 บวกสมการ 2 ; ax by ay bx a b      

       x y a x y b a b      

              1x y   ............. 3  

              1x y   ............. 4  

 จากสมการ  3 และ 4 ;  1, 0x y   

 จึงไดวา     1 1,0w w   

 นั่นคือ     1w w  

 จึงไดวามีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z  เพียงจํานวนเดียว 
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน w  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให z w z    
 
นิยาม 6.2.4 จํานวนเชิงซอน 1,0 ใชสัญลักษณดวย 1 และเรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณ 

 
ทฤษฎีบท 6.2.15 จํานวนเชิงซอน 0z   ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน v  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทํา

ให 1z v    
  

พิสูจน จํานวนเชิงซอน  , ,z a b  2 2 2 2,a bv
a b a b

      
 สําหรับ ,a b R และ , 0a b   

จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน v  ท่ีมีสมบัติวา 1z v    

พิจารณา      2 2 2 2, ,a bz v a b
a b a b

        
   

  

  
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

,

, 1,0 1

a b b aa b a b
a b a b a b a b

a b ab ab
a b a b a b a b

                                                  
              

 

นั่นคือ มีจํานวนเชิงซอน v  ท่ีมีสมบัติวา 1z v    
จะแสดงวาสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมี v  พียงจํานวนเดียวซ่ึง 1z v     
ให จํานวนเชิงซอน  1 ,z x y  สําหรับ ,x y R   มีสมบัติวา 1 1z z    

ให              1 1z z   
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        , , 1,0a b x y   

     , 1,0ax by ay bx    

      1ax by     ............ 1  

     0bx ay     ............ 2  

 นํา b คูณสมการ 1 ;         2abx b y b           ............ 3  

นํา a คูณสมการ 2 ;         2 0abx a y        ............ 4  

นําสมการ 3 ลบสมการ 4 ;  

              2 2abx b y abx a y b     

            2 2a b y b    

                                            2 2

by
a b




       แทนคาในสมการ 2  

 จากสมการ 2 ;   2 2 0bbx a
a b

     
 

                                                      2 2

abbx
a b




 

                        2 2

ax
a b




 

 จึงไดวา 1 2 2 2 2,a bz v
a b a b

      
 

 นั่นคือ สําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมี v เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1z v    
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 0z   ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน v  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1z v   
 
นิยาม 6.2.5 จํานวนเชิงซอน  ,z a b โดยท่ี ,a b R  และ , 0a b   กําหนดจํานวนเชิงซอง  

1
2 2 2 2,a bz

a b a b
       

 และเรียกวา 1z ตัวผกผันสําหรับการคูณของ z  

 จากนิยาม 6.2.5 และทฤษฎีบท 6.2.15 จะไดวาสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมีจํานวน
เชิงซอน 1z  เพียงจํานวนเดียวซ่ึง 1 11z z z z      และเรียก 1z ตัวผกผันสําหรับการคูณของ 
z  สําหรับแตละ z C  
 
ทฤษฎีบท 6.2.16 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z        
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

            1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

  1 1 2 3 2 3, ,a b a a b b    
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        1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a b b b a b b b a a        

 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3,a a a a b b b b a b a b b a b a        

        
   
       

1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 2 1 1 3 3 1

1 2 1 2 1 2 2 1 1 3 1 3 1 3 3 1

1 1 2 2 1 1 3 3

1 2 1 3

,

, ,

, , , ,

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a a b b a b a b

a b a b a b a b
z z z z

      

     

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z       

 
ทฤษฎีบท 6.2.17 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.18 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b , และ  2 2 2,z a b  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

พิจารณา         1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b          

            1 2 1 2 1 2 1 2,a a b b a b b a            

 
   

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

,

, ,

a a b b a b b a

a b a b z z

  

   
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      

 
ทฤษฎีบท 6.2.19 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.20 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ 0 0z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 

6.3 การลบและการหารจํานวนเชิงซอน 
 

นิยาม 6.3.1 ให 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ กําหนดการดําเนินการลบ (subtraction) และ

การหาร (division) บนเซตจํานวนเชิงซอน ดังนี้  
       การลบ  1 2 1 2z z z z      

       การหาร 
1 1

1 2 1 2
2

zz z z z
z

     เม่ือ 2 0z   
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 โดยการเกิดของจํานวนลบและตัวผกผันสําหรับการคูณของจํานวนเชิงซอน จะเห็นไดชัดวา
การลบและการหารมีสมบัติปด คือผลลบและผลหารจะยังคงเปนจํานวนเชิงซอน 
 
ทฤษฎีบท 6.3.1 จํานวนเชิงซอน  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b  ใด ๆ เม่ือ 1 2 1 2, , ,a a b b R

แลว  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

 พิจารณา          
 

   
1 2 1 2

1 1 2 2, ,

z z z z

a b a b

   

   
 

             1 2 1 2,a a b b    

ดังนั้น  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

 
ทฤษฎีบท 6.3.2 จํานวนเชิงซอน  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b  ใด ๆ เม่ือ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

แลว 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

         
 

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ  

พิจารณา          
11

1 2
2

z z z
z

       

               

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

, ,

,

,

a ba b
a b a b

a b b aa b a b
a b a b a b a b

a a b b a b a b
a b a b

         
                                                       
         

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z ใด ๆ  1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

         
 

 

6.4 สังยุคของจํานวนเชิงซอน  
 

นิยาม 6.4.1 จํานวนเชิงซอน   ,z a b a bi    สังยุค (conjugate) ของจํานวน z   ใช

สัญลักษณแทนดวย z กําหนดดังนี้     , ,z a b a b    

 ถา z เปนจํานวนเชิงซอน ใชสัญลักษณ  Re z แทนสวนจริง และ  Im z แทนสวนจินตภาพ

ของจํานวนเชิงซอน z  จะไดวา  2Rez z z   และ  2 Imz z z   
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ทฤษฎีบท 6.4.1 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา     1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    
    

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, ,

, ,

a a b b a a b b

a a b b a a b b

      

        
 

   1 1 2 2, ,a b a b     

   1 1 2 2

1 2

, ,a b a b
z z

 

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

 
ทฤษฎีบท 6.4.2  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.4.3  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

  พิจารณา         1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

 
  

 
       

   

   

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

,

,

,

,

, ,

, ,

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a a b b a b b a

a b a b

a b a b z z

  

   

   

      

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    
 

ทฤษฎีบท 6.4.4  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 1

2 2

z z
z z

     
 เม่ือ  2 0,0z   

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา      1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

                 
 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

,a a b b a b a b
a b a b
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1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2
2 2 2 2

,a a b b a b a b
a b a b

         
 

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

, ,a ba b
a b a b

         
 

   

 

1

1 1 2 2

1
1 2

2

, ,a b a b

zz z
z





     

  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 1

2 2

z z
z z

     
 เม่ือ  2 0,0z   

 
ทฤษฎีบท 6.4.5  จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ  z z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.4.6  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.4.7  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2Re z z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา         2Re 2z a  

    

 
  

   

   

2 ,0

,

, ,

, ,

a

a a b b

a b a b

a b a b z z



   

  

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2Re z z z   

 
ทฤษฎีบท 6.4.8  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2 Im z i z z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

6.5 คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 

 

นิยาม 6.5.1 จํานวนเชิงซอน  ,z a b a bi    สําหรับจํานวนจริง a และ b  คาสัมบูรณ

(absolute value หรือ modulus) ของจํานวนเชิงซอนใชสัญลักษณแทนดวย z  

กําหนดดังนี้ 2 2z a b   
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ทฤษฎีบท 6.5.1 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ 2z z z   
 

พิสูจน ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใด ๆ  

พิจารณา                , ,z z a b a b    

  , ,a b a b   

    
 2 2

,

,0

aa b b a b ba

a b

    

 
 

2 2a b   

 
2 22 2a b z    

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ 2z z z   

 
ทฤษฎีบท 6.5.2 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z   
 

พิสูจน ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ ,a b R   

พิจารณา                        ,z a b     

 

   2 2

2 2

a b i

a b

a b

z

   

   

 



 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z   

 
ทฤษฎีบท 6.5.3 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.5.4 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชงิซอนและ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

พิจารณา    1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

   

 
1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

, ,

,

a b a b

a a b b a b a b

 

  
 

   

             

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 12 2

a a b b a b a b

a a a a b b b b a b a b a b a b

   

     
 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1a a b b a b a b     
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2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

a a a b a b b b

a b a b

a b a b

z z

   

   

   

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    

 

ทฤษฎีบท 6.5.5 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 11

2 2

zz
z z

  เม่ือ  2 0,0z   

 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชงิซอนและ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

    
11

1 2
2

z z z
z

   

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2
2 2 2 2

, ,

,

a ba b
a b a b

a a b b a b a b
a b a b

         

           

 

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

a a b b a b a b
a b a b

                 
 

   

 

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

22 2
2 2

a a b b a b a b

a b

  



 

             

 

       

 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

22 2
2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

22 2
2 2

2 2a a a a b b b b a b a b a b a b

a b

a a b b a b a b

a b

    




  




 

   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 22 2 2 2
2 2 2 2

a a b b a b a b a a a b b b a b

a b a b

     
 

 

 
   

 

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2

22 2
2 2

a a b b b a

a b

  



 

2 22 2
11 11 1

2 2 2 2
2 2 22 2

za ba b
a b za b


  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 11

2 2

zz
z z
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ทฤษฎีบท 6.5.6 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ  

                      
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.5.7  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน ให 1z และ 2z เปนจํานวนเชงิซอน 

พิจารณา         2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

 

 

 

 

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2
1 2

2Re

2

2

2

z z z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

z z

   

  

  

  

  

 

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    

 
6.6 จํานวนเชิงซอน i  
 

นิยาม 6.6.1 เขียนจํานวนเชิงซอน  ,0a  แทนดวยสัญลักษณ a  และเขียนจํานวนเชิงซอน  0,1  

แทนดวยสัญลักษณ i  
 
ทฤษฎีบท 6.6.1 จํานวนเชิงซอน i  และ i   คือรากของสมการ 2 1x    
 

พิสูจน จาก                  2i i i    
   
 
 

0,1 0,1

0 0 1 1,0 1 1 0

1,0
1

 

      

 



 

และ                                  2i i i      

   
       

 

0, 1 0, 1

0 0 1 1 ,0 1 1 0

1,0
1

   

       

 



 

ดังนั้น จํานวนเชิงซอน i  และ i  คือรากของสมการ 2 1x   
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ทฤษฎีบท 6.6.2 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สามารถเขียนในรูป a bi  ไดเพียงแบบเดียวสําหรับ 

,a b เปนจํานวนจริงใด ๆ 
 

พิสูจน ให  จํานวนเชิงซอน  ,z a b สําหรับ ,a b R  

โดยท่ี                               , ,0 0,a b a b   

     ,0 ,0 0,1a b
a bi

  

 
 

ให  ,z a b สามารถเขียนรูป z c di   อีกหนึ่งแบบ โดยท่ี ,c d R  

                    ,0 ,0 0,1c di c d     

   
 

,0 0,

,

c d

c d

 


 

จึงไดวา    , ,a b z c d   

นั่นคือ a c  และb d  
ดังนั้น จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สามารถเขียนในรูป a bi ไดเพียงแบบเดียว 

 จาก  ,z a b a bi    เรียก a  วาสวนจริง ใชสัญลักษณแทนดวย  Re z  สําหรับ      

b  เรียกวาสวนจินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย   Im z  และเรียก i  วาหนวยจินตภาพ (imaginary 

unit) ดังนั้นจํานวนเชิงซอน  ,z a b จึงสามารถเขียนในรูป  

     , Re Imz a b a bi z z i      

 

6.7 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
 

 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  พบวาคูอันอับ       , Re , Ima b z z ซ่ึงสามารถแทนได

ดวยจุด ๆ หนึ่งในระนาบ 2R  กลาวคือ ทุก ๆ จํานวนเชิงซอนซ่ึงแทนดวยคูอันดับ  ,a b  จะสมนัย

กับจุด  ,a b  เพียงจุดเดียวบนระนาบ XY ในระบบพิกัดฉาก  

 จุดกําเนิด  0,0 ในบนระนาบ XY ในระบบพิกัดฉาก แทนจํานวนเชิงซอน 0 0i   

 จุดทุกจุดบนแกน X มีพิกัดคือ  ,0x และสมนัยกับจํานวนเชิงซอน 0x i x   เรียกแกน 

X นี้วาแกนจริง  
จุดทุกจุดบนแกน Y มีพิกัดคือ  0, y และสมนัยกับจํานวนเชิงซอน 0 yi yi   เรียกแกน 

Y นี้วาแกนจินตภาพ  
เรียกระนาบ XY  วาระนาบเชิงซอน ดังภาพท่ี 6.7.1 
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ภาพท่ี 6.7.1 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
 

6.8 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 

กําหนดจุด  ,a b บนระนาบและแทนจํานวนเชิงซอน z a bi   ดังภาพท่ี 6.8.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 6.8.1 จุด  ,a b แทนจํานวนเชิงซอน z a bi   
 

 จากภาพ 6.8.1พิกัดจุด  ,a b เปนระบบพิกัดฉากสามารถแปลงเปนพิกัดเชิงข้ัว  ,r  ได

ดังนี้ ให 2 2r a b   และ tan b
a

  แปลงกลับ  cosa r   และ sinb r   

จาก z a bi   แทนคา cos sinz a bi r r i      หรือ  cos sinz r i    

 
นิยาม 6.8.1 จํานวนเชิงซอน z ท่ีเขียนในรูป  cos sinz r i    เรียกวา จํานวนเชิงซอนรูป 

เชิงข้ัว โดยท่ี r  คือ คาสัมบูรณ หรือมอดูลัส ของ z และ เรียกมุม   วาอารกิวเมนต 
ของ z ใชสัญลักษณ  arg z  
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นิยาม 6.8.2  คาสําคัญของอารกิวเมนต ของจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ (principal value of arg z ) 
ยกเวนศูนยใชสัญลักษณแทนดวย  Arg z  หมายถึงคาของ  arg z เพียงคาเดียวซ่ึง 

 arg z     

 
ตัวอยาง 6.8.1 ให 1z i  จงเขียนในรูปพิกัดเชิงข้ัว หาคา  arg z และ  Arg z  
 

วิธีทํา  จาก       1z i   
2 21 1 1 1 2r       

     
1tan 1
1

   พิจารณาภาพ  

 
 
 
 
 
 
 

จากภาพ 
72

4 4
 

   

ดังนั้น  7 72 cos sin
4 4

z i      
 หรือ 

7 72 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
 

                   
 

  7arg 2
4

z n
   และ  rg

4
A z 

  

 

6.9 ทฤษฎีบทของเดอรมวั 
 

ทฤษฎีบท 6.9.1 จํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i   แลว 

   1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i    

พิจารณา     1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r i               

   1 2 1 1 2 2cos sin cos sinr r i i              

 
   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

cos cos cos sin sin cos sin sin

cos cos sin sin cos sin sin cos

r r i i i i

r r i i

       

       

    

      
 

   1 2 1 2 1 2cos sinr r i           

ดังนั้น    1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            
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ทฤษฎีบท 6.9.2 จํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i   แลว 

   1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i    

       
 
 

1 1 11

2 2 2 2

cos sin
cos sin

r iz
z r i

 
 





 

 
 

 
 

1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

r i i
r i i

   
   
 

 
 

 

   
 

1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

2 2 2

cos cos sin sin sin cos cos sin
cos sin

r i
r

       

 

  



 

   
 

   

1 1 2 1 2

2

1
1 2 1 2

2

cos sin
1

cos sin

r i
r

r i
r

   

   

    

     

 

ดังนั้น    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

 
ขอสังเกต 

1. จาก                  1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

                1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i          

1 2 1 2r r z z     

จะได                     1 2 1 2arg arg argz z z z    ดังภาพท่ี 6.9.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพท่ี 6.9.1  1 2 1 2arg arg argz z z z    
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จะเห็นวา ความยาวของรังสี 1 2z z จะเทากับผลบวกของความยาวของรังสี 1z  บวกกับความ

ยาวของรังสี 2z และมุมท่ีรังสี 1 2z z  ทํากับแกน X  จะเทากับผลบวกของมุมท่ี 1z และ 2z ทํากับ

แกน X  นอกจากนี้การเทากันของ  1 2 1 2arg arg argz z z z   หมายถึง กรณีท่ีบวกดวย 2k

เม่ือ k เปนจํานวนเต็มดวย ดังนั้น  1 2 1 2arg arg arg 2z z z z k     

 2. จาก                 1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

พิจารณา                        1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

จะได       11 1

2 2 2

rz r
z r r

   

และ 1
1 2

2

arg arg argz z z
z

      
 

 
ทฤษฎีบท 6.9.3 จํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   ใด ๆ และ n เปนจํานวนเต็ม  

           cos sinn nz r n i n     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   และ n เปนจํานวนเต็ม 

 กรณีท่ี 1 ถา  0n   
 พิจารณา     0 0 cos 0 sin 0z r i    
 จาก 0 1z   และ        0 cos 0 sin 0 1 1 0 1r i i      

 จึงไดวา     0 0 cos 0 sin 0z r i    

 ดังนั้น ถา  0n  แลว  cos sinn nz r n i n    

 กรณีท่ี 2 ถา  0n  จะแสดงโดยวิธีอุปนัยทางคณิตศาสตร 
 1. เม่ือ 1n   

พิจารณา     1 1 cos 1 sin 1z r i    

จึงได        cos sinz r i    

ดังนั้น ถา 1n   แลว  cos sinn nz r n i n    เปนจริง 

2. ให n k  เปนจริง นั่นคือ  cos sink kz r k i k    

 จะแสดงวา 1n k   เปนจริง ตองแสดงวา    1 1 cos 1 sin 1k kz r k i k          

 พิจารณา    1k kz z z    
   

     

 1

cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos cos cos sin sin cos sin sin

k

k

k

r k i k r i

r r k i k i

r k k i i k i k i
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 1 cos cos sin sin cos sin sin coskr k k i k k               

   

   

1

1

cos sin

cos 1 sin 1

k

k

r k i k

r k i k

   

 





     
     

 

 ดังนั้นท่ี 1n k   เปนจริง 
 โดยหลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา  0n แลว  cos sinn nz r n i n    เปนจริง 

 กรณีท่ี 3 ถา 0n  

 พิจารณา      
1n

nz
z  

   

   
   
   

1
cos sin

cos sin1
cos sin cos sin

n

n

r n i n

n i n
r n i n n i n

 

 

   






    

   
         

 

   
       

   
   

   

   

2 2

cos sin
cos sin cos sin

cos sin cos sin
cos sin 1

cos sin

n

n n

n

r n i n
n i n n i n

r n i n r n i n
n n

r n i n

 

   

   

 

 

  
       

        


   

 

ดังนั้น  cos sinn nz r n i n    

จากกรณีท่ี 1 กรณีท่ี 2 และกรณีท่ี 3 จึงไดวา ทุกจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   ใด ๆ และ

n  เปนจํานวนเต็มแลว  cos sinn nz r n i n    

 
ทฤษฎีบท 6.9.4 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ แลว  cos sin cos sinni n i n          

เรียกสมการนี้วา สูตรของเดอโมวีร (De Moivre’s formula)  
 

พิสูจน ให  cos sinz r i   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 ถา 1r   จะไดวา  1 cos sinz i    

 พิจารณา          1 cos sinn nz n i n    

 1 cos sinn i n    

ดังนั้น  cos sin cos sinni n i n       

 
ทฤษฎีบท 6.9.5 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ สําหรับจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i  

แลว    cos sinn nz r n i n           
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พิสูจน ให  cos sinz r i   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ และ n เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

พิจารณา        1 1 cos sini
z r

        

   1 1 cos sin
n n

n i n
z r

 
                   

 

     1 1 cos sinn n n i n
z r

        

    cos sinn nz r n i n          

ดังนั้น    cos sinn nz r n i n          

 

ตัวอยาง 6.9.1 จํานวนเชิงซอน 1 2 2 3z i   และ 2 1 3z i   จงหา  1 2z z  และ 1

2

z
z

 

 

วิธีทํา  จาก       1 2 2 3z i   

จึงได      22
1 2 2 3 4 12 16 4r        

พิจารณากราฟ  

 

และ  1
2 3tan 3

2
    จึงไดวา 1 3


   

จาก 2 1 3z i   

จึงได    22
2 1 3 1 3 4 2r         

จากรปู 2
52

3 3
 

     

จาก        1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

   5 54 2 cos sin
3 3 3 3

i                      
 

 

6 68 cos sin
3 3

8 cos 2 sin 2

i

i

 

 

 
  
  

 
 

  8 1 0 8i    
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ดังนั้น 1 2 8z z   

จาก                   
   

   1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

4 5 5cos sin
2 3 3 3 3

i                                
 

4 42 cos sin
3 3

4 42 cos sin
3 3

2 cos sin
3 3

1 32 1 3
2 2

i

i

i

i i

 

 

 
 

                   
     
                      
         

 

ดังนั้น 1

2

1 3z i
z

   

 

6.10 การหารากที่ n  ของจํานวนเชิงซอน 
 

นิยาม 6.10.1 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับจํานวนเชิงซอน z  และ w  ซ่ึง nw z  จะกลาว
วา w  เปนรากท่ี n  ของ z  

 

ทฤษฎีบท 6.10.1 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ  cos sinz r i    แลวรากท่ี n  ของ 

z   คื อ จํ า น ว น เ ชิ ง ซ อ น  
2 2cos sinn k kw r i
n n

                     
  เ ม่ื อ 

0,1,2,..., 1k n   
 

พิสูจน  จํานวนเชิงซอน  cos sinz r i    ใด ๆให w  เปนรากท่ี n  ของ z นั่นคือ nw z   

ถา 0z   ให  0 0 0cos sinw r i    โดย 0r  และ 0  ยังไมทราบคา 

จาก            nw z              

      0 0 0cos sin cos sin
n

r i r i                                             

     0 0 0cos sin cos sinnr n i n r n i n       

นั่นคือ                                          0
nr r  

                 0
nr r  

และ            0 2n k     เม่ือ 0,1,2,..., 1k n   

จึงไดวา                 nw z  
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2 2cos sinn k kr i
n n

                     
 

เม่ือ 0,1,2,..., 1k n   
 ถา 0z   รากท่ี n  ของ z  คือ 0w  
 
ตัวอยาง 6.10.1 จงหารากท่ี 4 ของจํานวนเชิงซอน 2 2 2 2z i   
 

วิธีทํา  จาก 2 2z i   เปลี่ยนเปนเชิงข้ัว  

จาก    2 2
2 2 2 2 8 8 16 4r        

2 2tan 1
2 2

   แลว 
4


  

ดังนั้น       4 4
2 2

4 44 cos sin
4 4

k k
w z i

 
 

                                 

 

2 2
4 42 cos sin

4 4

k k
i

 
 

                                

 

เม่ือ 0,1,2,3k   จะไดรากท้ัง 4 ดังนี้ 

เม่ือ 0;k   ได         
   

1

2 0 2 0
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

2 cos sin
16 16

i  
  
  

 

เม่ือ 1;k   ได         
   

2

2 1 2 1
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 9 92 cos sin
16 16

i  
  
  

 

เม่ือ 2;k   ได         
   

2

2 2 2 2
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 17 172 cos sin
16 16

i  
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เม่ือ 3;k   ได         
   

2

2 3 2 3
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 25 252 cos sin
16 16

i  
  
  

 

6.11 สรุป 
 

1. เซตจํานวนเชิงซอนกําหนดโดย   , |C a b a R  และ b R  กําหนดให  z C  

และ ,a b R  สามารถเขียน z  ในรูป  ,z a b  หรือ z a bi    

เรียก a  วาสวนจริง ใชสัญลักษณแทนดวย   Re z  

  b  วาสวนจินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย   Im z  

i  มีคาเทากับ 1  หรือ 2i   มีคาเทากับ 1  

2. การบวก การคูณ การลบ และการหารจํานวนเชิงซอน 
    จํานวนเชิงซอน    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b   และ  3 3 3,z a b  โดยท่ี 1 2 3, , ,a a a

1 2 3, ,b b b R  

2.1 การเทากัน;   1 2z z  ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  

2.2 การบวก ;  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

2.3 การลบ ;  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

2.4 การคูณ;  1 2 1 2 1 2 1 2 2 1,z z a a b b a b a b     

2.5 การหาร ; 1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b b a a b
z a b a b

         
 

3. สมบัติการบวกของจํานวนเชิงซอน ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

3.1 การปด; 1 2,z z C แลว 1 2z z C   

3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; 1 2z z มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

3.3 การเปลี่ยนหมู;    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

3.4 การสลับท่ี; 1 2 2 1z z z z    

3.5 การมีเอกลักษณ; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มี 0 และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 
0z z   เรียก 0 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

3.6 การมีตัวผกผัน; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน z  และมีเพียง
จํานวนเดียวซ่ึงทําให   0z z    เรียก z วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z  

3.7 การตัดออก; ถา 1 3z z  และ 2 3z z  แลว 1 2z z  

4. สมบัติการคูณจํานวนเชิงซอน ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

4.1 การปด; 1 2,z z C แลว 1 2z z C   
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4.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; 1 2z z มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

4.3 การเปลี่ยนหมู;    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

4.4 การสลับท่ี; 1 2 2 1z z z z    

4.5 การมีเอกลักษณ; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มี 1 และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทํา
ให 1z z   เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

4.6 การมีตัวผกผัน; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน 
1
z

 หรือ 1z

และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1 1z z   เรียก 1z วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ z  
4.7 การแจกแจง ;  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z       

5. สังยุคของจํานวนเชิงซอน สําหรับจํานวนเชิงซอน  ,z a b แลวสังยุคของจํานวน

เชิงซอน z คือ   ,z a b   

6. สมบัติสังยุคของจํานวนเชิงซอน ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

6.1 1 2 1 2z z z z    

6.2 1 2 1 2z z z z    

6.3 1 2 1 2z z z z    

6.4 1 1

2 2

z z
z z

     
เม่ือ 2 0z   

6.5 1 1z z   

6.6  1 1z z   

6.7  1 1 12Re z z z   

6.8  1 1 12 Im z i z z   

7. จํานวนเชิงซอน  ,z a b คาสัมบูรณของ z  คือ  2 2z a b    

8. สมบัติของคาสัมบูรณ สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 

8.1 2
1 1 1z z z   

8.2 1 1z z   

8.3 1 1z z  

8.4 1 2 1 2z z z z    

8.5 
11

2 2

zz
z z

  เม่ือ  2 0,0z   

8.6 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z       

8.7 1 2 1 2z z z z    
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9. จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัว ให z a bi   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สามารถแปลง
จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัวไดในรูป  cos sinz r i    โดยท่ี r  คือคาสัมบูรณของ z

และ เรียกมุม วาอารกิวเมนตของ z  ใชสัญลักษณแทนดวย  arg z และคาสําคัญของอารกิวเมนต

ข อ ง  z   ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย   Arg z  ห ม า ย ถึ ง ค า ข อ ง   arg z   เ พี ย ง ค า เ ดี ย ว ซ่ึ ง 

 arg z      

10. ทฤษฏีบทของเดอรมัว  ให   1 1 1 1cos sinz r i    และ  2 2 2 2cos sinz r i    

10.1     1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

10.2    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

10.3  1 1 1 1cos sinn nz r n i n    

10.4  1 1 1 1cos sin cos sinni n i n       

10.5    1 1 1 1cos sinn nz r n i n          

11. รากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน ถา n Z  จํานวนเชิงซอน z  และ w  ซ่ึง nw z  จะ

กลาววา w  เปนรากท่ี n  ของ z โดยท่ี 
2 2cos sinn k kw r i
n n

                     
  เม่ือ 

0,1,2,..., 1k n   
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แบบฝกหัด 6 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.2 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.4 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 2 1z z z z    

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.9 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา      1 2 1 2z z z z        

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.10 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน             

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.11 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.13 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 2 1z z z z    

7. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.17 สําหรับ 1 2 3, ,z z z C จะไดวา 1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        

8. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.19 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา   1 2 1 2z z z z     

9. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.20 สําหรับ z C จะไดวา 0 0z    
10. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.2 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

11. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.5 สําหรับ z C จะไดวา z z  
12. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.6 สําหรับ z C จะไดวา z z   

13. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.8 สําหรับ z C จะไดวา  2 Im z i z z   

14. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.5.3 สําหรับ z C จะไดวา z z  

15. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.5.6 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

16. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
17. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 2 2 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 

18. กําหนดให 1 2
17 17 11 115 cos sin , 9 cos sin
18 18 36 36

z i z i                  
 จงหา 1 2 ,z z  

1

2

z
z

และ  2
1z  

19. จงหารากท่ี 4 ของจํานวนเชิงซอน 4 4z i   
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ดัชนี 
 

คําศัพท หนา คําศัพท หนา 
ข  ชวงก่ึงเปดทางซาย 140 

ของเขตบน (upper bound) 141 (half-oper on the left)  
ของเขตลาง (lower bound)  141 ชวงก่ึงอนันต  140 
ขอบเขตบนนอยท่ีสุด  141 (semi-infinite intervals)  
(least upper bound)  ชวงปด (closed interval) 140 
ขอบเขตลางมากท่ีสุด  141 ชวงเปด (open interval)  140 
(greatest lower bound )  ชวงอนันต (infinite interval)  140 
ค  ชั้นสมมูล (equivalent class)  41 
ความสัมพันธลําดับ  29 ต  
(ordered relations)  ตัวเลขกรีกโบราณ  4 
ความสัมพันธสมมูล  22,40, (herodianic greek)  
(equivalent relation) 66,152 ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน  2 
คาต่ําสุด (minimum)  140 (sumer and babylon)  
คาสัมบูรณ (absolute value)  119 ตัวเลขอียิปตโบราณ  1 
คาสัมบูรณ(absolute value)  162 (egyptian hieroglyphics)  
คาสําคัญของอารกิวเมนตของ z  168 ท  
(principal value of arg z )  ทฤษฎีบท (theorems)  9 
คาสูงสุด (maximum)  141 น  
จ  นิยาม (definition) 9 
จํานวนจริง  10,99, พ  
(real number) 138 พจนตามหลัง (successor)  21 
จํานวนจริงบวก  139 ร  
(positive real number)  ระบบการรวมพวกโดยการคูณ  5 
จํานวนเชิงซอน (complex number)  10,151 (multiplicative grouping   
จํานวนตรรกยะ (rational number)  10,63 system)  
จํานวนเต็ม (integers)  10,39 ระบบการรวมพวกอยางงาย 1 
จํานวนเต็มลบ (negative integers)  9  (simple grouping system)  1 
จํานวนเต็มศูนย (zero integer) 9 ระบบไซเฟอร  6 
จํานวนธรรมชาติ (natural number)  9,22 (cyphered numeral system)  
จํานวนอตรรกยะ (Irrational number)  10 ระบบตําแหนง  7 
ช  (positional numeral system)  
ชวงก่ึงเปดทางขวา  140 ระบบฮินดูอารบิก  8 
(half-oper on the right)  (hindu arabic system)  
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ดัชนี (ตอ)   
 

คําศัพท หนา คําศัพท หนา 

ระบบฮินดูอารบิก  7 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 16 
(hindu arabic system )  (2nd principle of mathematical  
ล  induction)      
ลําดับคูลัส (lucas sequence) 16 หลักอุปนัยอยางเขม 15 
ส  (strong mathematical induction)  
สนาม (field) 139 อ  
สนามลําดับ (ordered field)  139 อนิยาม (undefined terms)  9 
สมบัติความบริบูรณ  138   
(completeness property)    
สมบัติไตรวิภาค (transitive law) 31,133   
สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง  143   
( Archimedean property of real     
numbers)    
สมสัณฐาน (isomorphic)  138   
สวนจริง (real part)  151   
สวนจินตภาพ (imaginary part)  151   
สวนตัดเดเดคินด (dedekind’s cut)  101   
สังยุค (conjugate)  160   
สัจพจน (axioms)  9   
สัจพจนของเปอาโน(Peano’s axioms) 21   
สูตรของเดอโมวีร  171   
(De Moivre’s formula)    
ห    
หลักการเรียงลําดับอยางดี  36   
(the well – ordering principle)    
หลักการอารคิมีเดียน สําหรับ 34   
จํานวนธรรมชาติ    
(The Archimedean Principle    
for Natural Number)    
หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1 11   
 (1st principle of mathematical     
 induction)    
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เฉลยแบบฝกหัด 1 
 

1. จงเปลี่ยนตัวเลขอียิปตโบราณท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลข เลขฮินดูอารบิค 
 

 ตัวเลขอียิปตโบราณ เลข ฮินดู – อารบิค 

1.1 
 

1232 

1.2  
 

22300 

1.2 
 

113130 

 
2. จงเปลี่ยนตัวเลขบาบิโลเนียท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 ตัวเลขบาบิโลเนีย เลขฮินดู – อารบิค 
2.1 

 
25 

2.2 

 

149 

2.3 

   
213 

 
3. จงเปลี่ยนตัวเลขกรีกโบราณท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 เลขกรีกโบราณ เลขฮินดูอารบิค 
3.1    113 
3.2  1156 
3.3  15059 

 
4. จงเปลี่ยนตัวเลขโรมันท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 เลขโรมัน เลขฮินดูอารบิค 
4.1  XXVII  27 
4.2 CLII  152 
4.3 CMLVII  957 
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5. จงเปลี่ยนตัวเลขไอโอนิกกรีกท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลข ฮินดู – อารบิค 
 

 เลขไอโอนิกกรีก เลขฮินดูอารบิค 
5.1  TZB  309 
5.2 M  570 
5.3 K  829 

 
6. จงเปลี่ยนตัวเลขมายันท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

6.1 6.2 6.3 
ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค 

 49422  54681  
61.53 10  

   

   

   
   

 
7. จงเปลี่ยนตัวเลขจีนท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 

7.1 7.2 7.3 
เลขจีน เลขฮินดูอารบิค เลขจีน เลขฮินดูอารบิค เลขจีน เลขฮินดูอารบิค 

 239  2013  2556 
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8. จงพิสูจนวาขอความตอไปนี้เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก โดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 
8.1   2 4 6 ... 2 1n n n       
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  2 4 6 ... 2 1n n n       สําหรับ n N  

1.  พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

  2 1 1 1   

 2 2  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  2 4 6 ... 2 1k k k        

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา      2 4 6 ... 2 2 1 1 1 1k k k k             

                        2 4 6 ... 2 2 1 2 4 6 ... 2 2 2k k k k              

 
   

  
   

2 4 6 ... 2 2 2

1 2 1

1 2

1 1 1

k k

k k k

k k

k k

      

   

  

     

 

 แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  2 4 6 ... 2 1n n n       เปนจริงเสมอสําหรับ n N  

 

8.2  11 2 3 ... 1
2

n n n       
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ  11 2 3 ... 1
2

n n n       

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

   11 1 1 1
2

     

1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  11 2 3 ... 1
2

k k k        

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา      11 2 3 ... 1 1 1 1
2

k k k k             
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พิจารณา 
      

 1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1k k k k              

 1 1 1
2

k k k
 
    
  

 

     

   

  

   

   

1 2 1
2

1 2
2

1 1 1
2

1 1 1 1
2

k k k

k k

k k

k k

  


 


    

     

 

 แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  11 2 3 ... 1
2

n n n       เปนจริงเสมอสําหรับ n N  

 

8.3    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

     
3 2 22 1 1 1 2 1 1        

 

            1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1k k k         

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา        
33 2 23 3 31 3 5 ... 2 1 2 1 1 1 2 1 1k k k k                 

 

พิจารณา         
3 333 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1k k k k k                    

        34 22 2 1k k k     
       

4 2 3 22 8 12 6 1k k k k k       
         2 22 1 2 4 1k k k k      

       
   
   

2 2

2 2

1 2 2 1 1

1 2 1 1

k k k

k k

       
      

 

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        เปนจริงเสมอสําหรับ n N  
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8.4  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

           
23 11 1 1 1

4
     

            1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
k k k          

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา       233 3 3 3 11 2 3 ... 1 1 1 1
4

k k k k             

พิจารณา             
23 33 3 3 3 11 2 3 ... 1 1 1

4
k k k k k             

      

   

   

2 3

2 32

1 4 1
4

1 4 1
4

k k k

k k k

    

  


 

      

   

   

2 2

2 2

1 4 1
4

1 4 4
4

k k k

k k k

     

  


 

      

   

  

    

2 2

2

2

1 1 2
4
1 1 2
4
1 1 1 1
4

k k

k k

k k

  

    

     

  

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         เปนจริงเสมอสําหรับ n N  
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8.5     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

         11 1 1 1 1 1 1 2
3

     

    2 2  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

k k k k k             

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา 

          11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2 1 1 1 1 2
3

k k k k k k k                        

พิจารณา      

          11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2 1 2 1 2
3

k k k k k k k k k                  

          

     

    

     

1 2 3 1 2
3

1 2 3
3

1 1 1 1 1 2
3

k k k k k

k k k

k k k

    


    

           

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            เปนจริงเสมอสําหรับ 

n N  
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เฉลยแบบฝกหัด 2 
 

1. ทฤษฎีบท 2.4.2 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใดๆ ให S N  ซ่ึง   
           |S n N m n    มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
พิจารณา  1m m    
เนื่องจาก  m  เปนจํานวนธรรมชาติ และมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
นั่นคือ   1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
ตองการ n S  ตองแสดงวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

พิจารณา        m n m n m      
ผลบวกของจํานวนธรรมชาติมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จึงไดวา   m n m   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
นั่นคือ    m n   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใดๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
 
2. ทฤษฎีบท 2.4.6 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n n m     

   

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใดๆ ให S N  ซ่ึง  |S n m n n m     

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1m m    
จากทฤษฎีบท 2.4.4 1 1m m    

ดังนั้น 1 S   
 
2. ให n S  ดังนั้น m n n m    ตองการ n S   ตองแสดงวา m n n m     

พิจารณา   m n m n m     

     
 

 
n m m

n m

  

 
 

ดังนั้น m S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ m n n m     
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3. ทฤษฎีบท 2.4.8 สําหรับ , , ;m n p N จะไดวา    m n p m n p       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n ใดๆ ให S N  ซ่ึง 
    |S p N m n p m n p        

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา    1 1m n m n      

พิจารณา       1m n m n     

           1m n    

ดังนั้น 1 S  
2. ให p S  ดังนั้น    m n p m n p       

ตองการ p S   ตองแสดงวา    m n p m n p       

   พิจารณา       m n p m n p n       

     
   
 
m n p m n

m n p

    

  
 

ดังนั้น p S      
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใดๆ    m n p m n p      
 

4. ทฤษฎีบท 2.5.3 สําหรับ , ,m n p N  ถา m n แลว m p n p     
   
พิสูจน  สําหรับ ,m n และ p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  กําหนดให m n   

         ตองการ m p n p    ตองแสดงวา  m p +จํานวนธรรมชาติ n p   

 ให m n  จากนิยาม 2.5.1 ตองมีจํานวนธรรมชาติ a  ซ่ึงทําให              

               m a n   
สําหรับจํานวนธรรมชาติ p ใดๆ     m a p n p      

                                      m p a p n p        

 เนื่องจาก  a p N  ;             m p n p    

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใดๆ ถา m n แลว m p n p     
 
5. ทฤษฎีบท 2.5.6  ตอนท่ี 1 กรณีท่ี  1.3 
 

พิสูจน กรณีท่ี 1.3 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และ 3 คือ  m n  และ m n  

จาก m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให                  m n p      ............ 1   

และ m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ q  
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ซ่ึงทําให                  n m q      ............ 2   

แทนคา n m q   ในสมการ 1 ;  

                 m m q p    

       m m q p    

        m m q p
        

        m m q p      

    1m m q p 
     

          1 q p 
   

 จึงไดวา 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  q p โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และ 3 พรอมกัน
ไมได  
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เฉลยแบบฝกหัดที่ 3 
 

1. ทฤษฎีบท 3.1.4 สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,p p q q  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ 

 เนื่องจาก              p q p q    

 โดยนิยาม 3.1.1                        , ,p p q q  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ   , ,p p q q  

 
2. ทฤษฎีบท 3.1.5 สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,1p q q p 

 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ 

 เนื่องจาก             p q p q    

 สมบัติการสลับ   p q q p    

 สัจพจนขอ 4           p q q p 
    

 นิยาม 2.                 1p q q p     

 โดยนิยาม 3.1.1                   , ,1p q q p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,1p q q p   
 
3. ทฤษฎีบท 3.2.3 สําหรับจํานวนเต็ม a  และ b  ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใดๆ 
ให  ,a m n และ  ,b p q โดยท่ี , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาต ิ

พิจารณา    , ,a b m n p q     

                ,m p n q      

เนื่องจาก m p และ n q เปนจํานวนธรรมชาติ 

จึงไดวา   ,m p n q  เปนจํานวนเต็ม 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 
4. ทฤษฎีบท 3.2.11 สําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

 

พิสูจนสําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ 
ให  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , ,m n p และ q เปนจํานวนธรรมชาติ   

พิจารณา          , ,a b m n p q    

      ,m p n q m q n p         
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 เนื่องจากจํานวนธรรมชาติสอดคลองสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ   
จึงได   m p n q    และ m q n p    เปนจํานวนธรรมชาติ  

ทําให  ,m p n q m q n p       เปนจํานวนเต็ม 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และ b ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 
5. ทฤษฎีบท 3.2.12 สําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b มีผลลัพธจํานวนเดียว 
 

พิสูจนสําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใดๆ  
ให  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , ,m n p และ q  เปนจํานวนธรรมชาติ   

พิจารณา          , ,a b m n p q    

      ,m p n q m q n p         

 เนื่องจากผลบวกและผลคูณจํานวนธรรมชาติมีผลลัพธจํานวนเดียว   
จึงได m p n q    และ m q n p    มีผลลัพธจํานวนเดียว  

ทําให  ,m p n q m q n p       มีผลลัพธจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และ b ใดๆ  a b มีผลลัพธจํานวนเดียว 
 
6. ทฤษฎีบท 3.2.17 สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c Z  ถา a b c b    และb Z  แลว a c  

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆ ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี 

, , , ,m n p q r และ s เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

กรณีท่ี 2 ถา b Z  โดยนิยาม จะมี y N  ซ่ึงทําให  ,b p p y   

ให             a b c b    
                                             , , , ,m n p p y r s p p y    

            , ,m p n p y m p y n p r p s p y r p y s p                        

      , ,m p n p n y m p m y n p r p s p s y r p r y s p                      

       m p n p n y r p r y s p m p m y n p r p s p s y                        

                                          n y r y m y s y        
                                              n r y m s y      

                                                 n r m s    
                                                m s n r    
                                                    , ,m s r s  

                                                      a c  
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7. ทฤษฎีบท 3.2.18 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใดๆ ถา a b แลว a c b c    
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆ 

ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี , , , ,m n p q r และ s เปนจํานวนธรรมชาติใด  ๆ

จาก            a b  

               , ,m n p q  

                m q n p     …….(1) 

นํา  1 ;r                  m r q r n r p r         …….(2) 

 1 ;s                   m s q s n s p s         …….(3) 

นําสมการ 2 สมการ 3 ;        m r q r n s p s n r p r m s q s                 

                                         m r n s p s q r n s n r p r q s                

                     , ,m r n s m s n r p r q s p s q r             

                     , , , ,m n r s p q r s   

  a c b c    
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆถา a b แลว a c b c    
 
8. ทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มลบ a  และ b  ใดๆ   
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มลบ สําหรับ m และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  
ซ่ึงทําให  ,a m m x   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   

 พิจารณา         , ,a b m n p q    

     

   
   

 

, ,

,

,

m m x p p y

m p m x p y

m p m p x y

   

      
      

 

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มลบ 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนใดๆเปนจํานวนเต็มลบ  
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9. ทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
   

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มลบ a  และ b  ใดๆ   
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มลบ สําหรับ m และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x ซ่ึงทําให  ,a m m x   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   
 พิจารณา       , ,a b m n p q    

   
   

     

, ,

,

m m x p p y

m p m x p y m p y x p

   

           
 

 ,m p m p m y x p x y m p m y x p                

    ,m p m y x p m p x y m p m y x p                  

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนใดๆเปนจํานวนเต็มบวก  
 

10. ทฤษฎีบท 3.2.26 สําหรับจํานวนเต็ม a ใดๆ 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ( 2a หมายถึง a a ) 
 

กรณีท่ี 3 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มลบ โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ p ซ่ึงทําให 

 ,a m m p   

พิจารณา        2a a a   
   , ,m m p m m p     

          ,m m m p m p m m p m p m              
2 2 2 2 2,m m m p m p p m m p m m p                

 2 2 2 2 2,m m m p m p p m m m p m p              
จึงไดวา 2a เปนจํานวนเต็มบวก 

 

11. ทฤษฎีบท 3.2.25 สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใดๆ ถา 0a b  แลว 0a  หรือ 0b      
กรณีท่ี 2 ถา 0a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใดๆ 
ให  ,a m n  และ  ,b p q ใดๆ โดยท่ี , ,m n p และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

กรณีท่ี 2 ถา 0a  ดังนั้น 0a หรือ 0a   ใหนักศึกษาพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

2.1 ถา 0a  จากนิยาม จะมีจํานวนเต็ม x  ใดๆ  
ซ่ึงทําให  ,a n x n   

ให     0a b   
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                     , , ,n x n p q r r   สําหรับ r  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

               , ,n x p n q n x q n p r r            

          , ,n p x p n q n q x p n p r r            

       n p x p n q r n q x q n p r              

                          x p x q    

  p q  
ดังนั้น 0b   
2.2 ถา 0a  จากนิยาม จะมีจํานวนเต็ม x  ใดๆ  
ซ่ึงทําให  ,a m m x   

ถา                    0a b   
    , , ,m m x p q r r  โดยท่ี r เปนจํานวนธรรมชาติ  

            , ,m p m q x q m q m p x p r r            

                 , ,m p m x q m q m x p r r            

                                m p m q x q r m q m p x p r              
         x q x p    

       q p     
ดังนั้น 0b   
จาก 2.1 และ 2.2 จึงไดวา ให 0a b  ถา 0a  แลว 0b   

 

12. ทฤษฎีบท 3.2.33 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ   a b a b      
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
 พิจารณา           a b a b         

 a b      
a b   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ   a b a b      
 

13. ทฤษฎีบท 3.2.34 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 2 2 22a b a a b b      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
พิจารณา              2a b a b a b      

    

 

2 2

2 21 1

a a a b b a b b
a a b a b b
a a b b

       

     

    

 

    2 22a a b b      ให 1 1 2   
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 2 2 22a b a a b b      
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14 ทฤษฎีบท 3.3.2 สําหรับจาํนวนเต็ม a  ใดๆ 0a a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใดๆ 
 พิจารณา      a a a a     

    0   สมบัติการมีตัวผกผันสําหรับการบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใดๆ 0a a   
 
15. ทฤษฎีบท 3.3.5 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ a b ก็ตอเม่ือ 0a b   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ  
ให              a b  
สําหรับจํานวนเต็ม b มี b  เปนจํานวนเต็มซ่ึง  

       a b b b      

        0a b   
 จึงไดวา ถา a b  แลว 0a b   

สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
ให       0a b   

       0a b b b     

    a b b b       

    a b b b       

 0a b   

      a b    
จึงไดวา ถา a b  แลว 0a b   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ a b ก็ตอเม่ือ 0a b   
 
16. ทฤษฎีบท 3.4.2 สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ a  จํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ ให a  จํานวนเต็มลบ 
 พิจารณา   0a a   เปนจํานวนเต็มลบ 
 จึงไดวา         0a  
 นั่นคือ ถา a  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 0a  
 สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ ให 0a  
 โดยนิยาม   0a เปนจํานวนเต็มบวก 
 ทฤษฎีบท 3.3.1             0a a   
 จึงไดวา a เปนจํานวนเต็มบวก 

นั่นคือ ถา 0a แลว a เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มa  ใดๆ a  จํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a  
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17. ทฤษฎีบท 3.4.6 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ ถา b c  และ 0a   แลว 

a b a c    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ  ให b c  และ 0a   
จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1;    a b I   
และ 0a   โดยทฤษฎีบท 3.4.3 ;   a I  
จาก ทฤษฎีบท 3.2.21 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก 
จึงไดวา      a b c I    

         a b a c I     
 โดยนิยาม 3.4.2;           a b a c    
ดังนั้น จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ ถา b c  และ 0a   แลว a b a c    
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เฉลยแบบฝกหัด 4 
 

1. ทฤษฎีบท 4.1.3 สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา  
 

พิสูจน  สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก   a b c a b c      

     a b c b a c      
        a b c b a c      

โดยนิยาม 4.1.1               , ,a b b a c c     ........... 1  

เนื่องจาก                   a b a b    
       1a b a b     

 โดยนิยาม 4.1.1                         , ,1a b b a     ........... 2  

เนื่องจาก       a c a c    

         a c c a    
                1a c c a     

โดยนิยาม 4.1.1                        , ,1a c c a      ........... 3  

 จาก    1 , 2 และ 3  จึงไดวา       , , ,1a b b a c c a    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  โดยท่ี 0b  และ 0c  จะไดวา      , , ,1a b b a c c a    

 
2. ทฤษฎีบท 4.1.4 สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   
 

พิสูจน  สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก        b c b c    
 โดยนิยาม 4.1.1                           , ,b b c c    ........... 1  

เนื่องจาก                     b b  

         1 1b b    
 โดยนิยาม 4.1.1                            , 1,1b b      ........... 2  

เนื่องจาก          c c  

          1 1c c    
 โดยนิยาม 4.1.1                            , 1,1c c      ........... 3  

 จาก    1 , 2 และ 3  จึงไดวา       , , 1,1b b c c   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มb และ c  โดยท่ี 0b  และ 0c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   
 
 
 

     , , ,1a b b a c c a  
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3. ทฤษฏีบท 4.2.3 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d 

 พิจารณา      ,r s a d b c b d       

 เนื่องจากผลบวกและผลคูณของจํานวนเต็มมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 จึงไดวา  a d b c    และ b d  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
4. ทฤษฏีบท 4.2.5 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ r s s r     
   

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรับ , , ,a b c d Z และ , 0b d   

 พิจารณา         , ,r s a b c d    

      ,a d b c b d      

      ,c b d a d b      

        , ,c d a b   s r   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s s r    
 
5. ทฤษฏีบท 4.2.10 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะ 
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d    

 พิจารณา     ,r s a c b d     

 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติปดสําหรับการคูณ และ 0b d   
 จึงไดวา  a c  และ b d  เปนจํานวนเต็ม 
 นั่นคือ   ,a c b d   เปนจํานวนตรรกยะ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s เปนจํานวนตรรกยะ 
 
6. ทฤษฏีบท 4.2.11 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
       

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d    

 พิจารณา    ,r s a c b d     

 เนื่องจากผลคูณของจํานวนเต็มมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว และ 0b d   
 จึงไดวา  a d b c    และ b d  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

r s r s

r s

r s r s

r
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7. ทฤษฏีบท 4.2.17 สําหรับ , , ;r s t Q       s t r s r t r       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  และ  ,t e f  สําหรับ , , , , ,a b c d e f Z

และ , , 0b d f   
         , , ,s t r c d e f a b      

   

      

, ,

,

c f d e d f a b

c f d e a d f b

     

         
 

   
 

,

,

c f a d e a d f b

c f a d e a d f b

         
       

 

 
   
 
   
       

,

, ,

,

, ,

, , , ,

c f a d e a d f b

c f a d e a d f b b b

c a f b e a d b d b f b

c a d b e a f b

c d a b e f a b
s r t r

       

        

          

     

   

   

 

ดังนั้น , , ;r s t Q        s t r s r t r       

 
8. ทฤษฏีบท 4.2.21 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  r r    
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b r a b    และ  1 ,x x    สําหรับ , ,a b x Z โดยท่ี 
, 0b x     

 พิจารณา        1r r      

     

  
   
   

, ,

,

, ,

x x a b

x a x b

x a x b a b
r

  

      
   



 

ดังนั้น ;r Q    r r    
 
9. ทฤษฏีบท 4.2.24 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ s  ใดๆ      r s r s r s        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ 
 พิจารณา       1r s r s       

     
   
 
1 r s

r s

   

 
 

r

r
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 พิจารณา       1r s r s       
  
 
1 r s

r s

  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ      r s r s r s        

 

10. ทฤษฏีบท 4.2.28 สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ   1 1r r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r ใด ให  1 ,x x   สําหรับจํานวนเต็ม x เม่ือ 0x   

             11 1r r


     

        11 1r     

เนื่องจาก       11 , , 1 ;x x x x 
        1 1r    

  1

1

1 r

r





  


 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ   1 1r r    

 
11. ทฤษฎีบท 4.3.2 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 0r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ 
 พิจารณา                      r r r r     

      0  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  
 
12.ทฤษฎีบท 4.3.4 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   

 พิจารณา          
       

 

       

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   

 
 
 
 
 

r

r 0r r 

,r s t  r s t r s r t     

,r s t

   r s t r s t       
 r s r t    

 r s r t

r s r t

      
   

,r s t  r s t r s r t     
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13. ทฤษฎีบท 4.3.6 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   ก็ตอเม่ือ  
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   
  ถา  แลว    
 พิจารณา          

 นํา สมการ         

                 

                      
 จึงไดวา ถา  แลว   
 ถา  แลว    
 พิจารณา                      

 เนื่องจาก  มี  

 นํา สมการ          

                          

              
 จึงไดวา ถา  แลว   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   ก็ตอเม่ือ  
 
14. ทฤษฎีบท 4.3.8 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 

พิจารณา          เม่ือ  

       
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

15. ทฤษฎีบท 4.3.9 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 

                                เม่ือ  

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  

 
 
 

,r s t r s t  r s t 

,r s t
 r s t  r s t 

r s t   ............ 1

s  1 ;  r s s t s   

 r s s t s    

r t s 
r s t  r s t 

 r s t  r s t 
r s t   ............ 2

s Q s Q 

s   2 ;      r s s t s     

 r s t s s   

r s t 
r s t  r s t 

,r s t r s t  r s t 

r 1r r  0r 

r

  1r r r r 
   0r 

1
r 1r r  0r 

r 11 r
r

  0r 

r

  11 1r r 
   0r 

1 11
r r

     

r 11 r
r

  0r 
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16. ทฤษฎีบท 4.3.12 สําหรับจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ  เม่ือ  
    

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ และ  ใดๆ  เม่ือ  
 พิจารณา          

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ   เม่ือ  

 

17. ทฤษฎีบท 4.3.15 สําหรับ ,r s Q  ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


   

   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ให   และ  

 พิจารณา                     

      

     

 ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ถา  และ  แลว  

 

18. ทฤษฎีบท 4.3.17 สําหรับ , , ,r s t u Q ถา , , 0s t u   แลว  
   

พิสูจน  สําหรับ , , ,r s t u Q    ให , , 0s t u    

 พิจารณา  
 

     
 

        

 
พิจารณา

               

      

      

r s  r s r s     0s 

r s 0s 
     1r s r s      

1r s
r s

 
 

r s  r s r s     0s 

r s 0r  0s 

  11 1 r s
r s


  



   1 1 1 11 1s r s r        

   1 1 1 11 1r s
r s

      

r s 0r  0s 
1 1 1

r s r s
 



r t r u r u
s u s t s t


   



1r t r t
s u s u

              

   

    

11 1

11 1 1

r s t u

r s u t

 

  

   

   

   1 1r s u t    
r u
s t

   ........... 1

1r t r t
s u s u

              

   

    

11 1

11 1 1

r s t u

r s u t

 

  

   

   

   
   

1 1

1 1

r s u t

r u t s
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ดังนั้น จากสมการ และ  ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ถา  และ 

 แลว  

 
19. ทฤษฎีบท 4.4.2 จํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะลบ  
 

พิสูจน จะแสดงวา ถา  เปนจํานวนตรรกยะลบ (คือ ) แลว  
ให  เปนจํานวนตรรกยะลบ 

จึงไดวา            
เนื่องจาก         
โดยนิยาม 4.4.1    
จึงไดวา ถา  เปนจํานวนตรรกยะลบ แลว  

จะแสดงวาถา  แลว  เปนจํานวนตรรกยะลบ  
ให         

โดยนิยาม   
แต     
ดังนั้น               
จึงไดวา ถา  แลว  เปนจํานวนตรรกยะลบ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะลบ  ก็ตอเม่ือ  
 
20. ทฤษฎีบท 4.4.5 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ  ก็ตอเม่ือ  
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ 
ถา  แลว  

ให                  
จากนิยาม                
    

     

          
          
      

นั่นคือ             
ดังนั้น ถา  แลว  
 

    1 r ur u s t
s t

 
    


 ........... 2

 1  2 , ,r s t u 0, 0s t 

0u 
r t r u r u
s u s t s t


   



r r

 r r Q  0r 
r

r Q


 

0 r Q


 

0r 
r 0r 

 0r  r
0r 

0 r Q 

0 r r 

r Q 

0r  r
r r 0r 

,r s t r s r t s t  

,r s t
 r s r t s t  

r s

0s r 

  0 0s r  

    0s r t t   

0s t r t   

0s t t r   
    0s t r t   

r t s t  
r s r t s t  
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 ถา  แลว  
 ให             
         

 
       

                    
นั่นคือ         

 ดังนั้น ถา  แลว  
ดังนั้นทุกจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ  ก็ตอเม่ือ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 r t s t   r s
r t s t  

    0s t r t   

0s t r t   
    0s r t t   

0s r 
r s

r t s t   r s
,r s t r s r t s t  
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เฉลยแบบฝกหัด 5 
 

1. กําหนดเซต  | 12C x Q x    จงแสดงวาเซต C  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา   1. C  เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวา 12 เชน  และ  และ  

              C Q เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีไมเปนสมาชิกของ  เชน  และ  
2. ให b C  จึงไดวา  

ถา   และ  จะไดวา  
นั่นคือ  

ดังนั่น  
3. ให  จะไดวา  และ  

ให 
12

2
bx 

  จะไดวา x Q และ 12b x    

ดังนั้น มี x C  โดยท่ี x b   
จาก จากขอ 1,2 และ 3 จึงไดวา   เปนสวนตัด 
 
2. จงแสดงวา  | 0C x Q x   หรือ  0x และ 2 2x  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จากเซต จะพบวา C   และ C Q  เพราะมี 3 Q แต 3 C  

2. ถา b C  และ x Q  โดยท่ี x b  
ถา 0x   จะไดวา x C  
ถา 0x  จากท่ี x b  จะไดวา 2 2x b  
จาก 2 2b   ดังนั้น 2 2x    

นั่นคือ x C  
3. ให b C   

ถา 1b  ให 
4
3

x   จะไดวา b x  และได 2 16 2
9

x     

ดังนั้น x C  
ถา 1b  จาก 21 2b    จะไดวา 21 2b     
ดังนั้น 21 2 0b     
ให  22u b   จะไดวา  

และให 
4
ux b   จะได x b  

และจาก 
2

2 2

2 16
bu ux b    

  2

2 16
bu ub    เพราะ 2u u  

10 10 12

C 15 15 12

12b

x Q x b 12x b 

12x 
x C
b C b Q 12b

C

C

0 1u 
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จาก 
3
2

C  จะได 
3
2

b  

จะได 
1

2 16 2 16
bu u bu

      
 

  
3 1
4 16

u

u

     



 

นั่นคือ 2 2x b u   
 จาก  2 2b u   ดังนั้น 2 2x   
นั่นคือ x C  และ b x  

จาก 1. 2. และ 3 จะได C  เปนจํานวนจรงิ  
 
3. ทฤษฎีบท 5.2.11 สําหรับ C และ D  เปนสวนตัดใดๆ ถา C D D   แลว  

 

พิสูจน  ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  
จาก             
สําหรับ D  ท่ีเปนสวนตัด มี D  เปนสวนตัด 

         

  

              

                       
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใดๆ ถา  แลว  
 
4. ทฤษฎีบท 5.2.15  ถา เปนสวนตัดลบจะได  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน พิจารณา   

ถา  เปนจํานวนจริงลบ จะมี  ซ่ึง    

จะมี   ซ่ึง  
จะได  หรือ  
จาก  จะได   
จาก   และ   
จะไดวา  
ดังนั้นมี  ซ่ึง  
จะไดวา  เปนจํานวนจรงิบวก 

ดังนั้น ทุกสวนตัดลบ จะได  เปนสวนตัดบวก 
 

0C 

C D D 

     C D D D D     

  0C D D      

0 0C   
0C 

C D C D D  0C 

C C

 | ,C x Q x t t C      

C s Q s C

r Q 0s r 

0s r   0 r s 
0 r r Q 

r s  s C 
r C 

r Q  r C 

C
C C
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5. ทฤษฎีบท 5.2.18 สําหรับ C และ D  เปนสวนตัดใดๆ   
 

พิสูจน ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  

 พิจารณา                  

 

      

 

ดังนั้น ทุกสวนตัด  และ  ใดๆ   

 
6. ทฤษฎีบท 5.4.4 สําหรับ C  เปนสวนตัดใดๆ C  เปนสวนตัดลบ ก็ตอเม่ือ 0C    
 

พิสูจน สําหรับ C  เปนสวนตัดลบ 
 จึงไดวา         

     

      
  นิยาม 5.4.1                 
ดังนั้น C  เปนสวนตัดลบ ก็ตอเม่ือ 0C   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 C D C D   

    0C D C D     

      C D C C D D             

        C D C D C D         
       

   
   

0

C D C D C D

C D

C D
C D



              
      

   

 
C D  C D C B   

0C R  

 0C R   

0 C R  
0C 
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เฉลยแบบฝกหัด 6 
 

ขอ 1 ทฤษฎีบท 6.2.2 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

     1 2 1 2,a a b b    

 เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2a a  และ 1 2b b มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

 นั่นคือ  1 2 1 2,a a b b   เปนจํานวนเชิงซอนท่ีมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น  1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอนมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

 
ขอ 2 ทฤษฎีบท 6.2.4 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    

 
 
   

1 2 1 2

2 1 2 1

2 2 1 1

2 1

,

,

, ,

a a b b

a a b b

a b a b
z z

  

  

 

 

 

ดังนั้น สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 
ขอ 3 ทฤษฎีบท 6.2.9  สําหรบัจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ       1 2 1 2z z z z        
 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

พิจารณา                                1 2 1 2 1 2,z z a a b b        

      
   
   

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

,

, ,

a a b b

a b a b

z z

      

     

   

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ       1 2 1 2z z z z       
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ขอ 4 ทฤษฎีบท 6.2.10 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 
                      

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

พิจารณา      1 1 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b        

เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2 1 2a a b b    และ 1 2 2 1a b a b   เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b       เปนจํานวนเชิงซอน 

ดังนั้น  สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน   

   
ขอ 5 ทฤษฎีบท 6.2.11 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

พิจารณา      1 1 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b        

เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2 1 2a a b b    และ 1 2 2 1a b a b   เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b       เปนจํานวนเชิงซอนท่ีมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอนมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

 
ขอ 6 ทฤษฎีบท 6.2.13 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

  พิจารณา    1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b   

 
 
   

1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 1 2

2 2 1 2

2 1

,

,

, ,

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a b a b
z z

  

  

 

 

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆจะไดวา  1 2 2 1z z z z    
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ขอ 7 ทฤษฎีบท 6.2.17 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใดๆ  

                             1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา       1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

      

  
        
 

1 2 1 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 2

, ,

,

,

a a b b a b

a a a b b b a a b b b a

a a a a b b b b a b a b a b a b

  

      

      

 

         

 
        
   
       

1 3 1 3 2 3 2 3 1 3 3 1 2 3 3 2

1 3 1 3 2 3 2 3 1 3 3 1 2 3 3 2

1 3 1 3 1 3 3 1 2 3 2 3 2 3 3 2

1 1 3 3 2 2 3 3

1 3 2 3

,

,

, ,

, , , ,

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a a b b a b a b

a b a b a b a b
z z z z

      

      

     

   

   

 

ดังนั้น สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใดๆ  1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z       

 
ขอ 8 ทฤษฎีบท 6.2.19 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ    1 2 1 2z z z z     
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b , และ  2 2 2,z a b  เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ    1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b       

        
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

,

,

a a b b a b b a

a a b b a b b a

      

    
 

    
 
    
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

,

,

, ,

a a b b a b b a

a a b b a b b a

a b a b

z z

    

  

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ    1 2 1 2z z z z     
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ขอ 9 ทฤษฎีบท 6.2.20 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ 0 0z    
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา          0 , 0,0z a b    

 
 

0 0, 0 0

0,0 0

a b a b      

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ 0 0z    
 
ขอ 10 ทฤษฎีบท 6.4.2 สําหรับ 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา     1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

 
  

  
   

   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

,

,

,

, ,

, ,

a a b b

a a b b

a a b b

a b a b

a b a b
z z

  

   

    

   

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

 
ขอ 11 ทฤษฎีบท 6.4.5 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ  z z  
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา           ,z a b  

  

 

 
  

 

,

,

,

,

a b

a b

a b

a b
z



 

  





  

ดังนั้นสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะไดวา z z  
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ขอ 12 ทฤษฎีบท 6.4.6 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา               ,z a b     

  
 

 

,

,

,

a b

a b

a b
z

   

 





 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   z z   

 
ขอ 13 ทฤษฎีบท 6.4.8 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   2 Im z i z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

พิจารณา         2 Im 2z i bi  

    
   
   

   

0,2 ,

, ,

, ,

, ,

b a a b b

a b a b

a b a b

a b a b
z z

    

  

  

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   2 Im z i z z   

 
ขอ 14 ทฤษฎีบท 6.5.3 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ z z  
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา                ,z a b  

 22

2 2

a bi

a b

a b
z

 

  

 



 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z ใดๆ 1 1z z  
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ขอ 15 ทฤษฎีบท 6.5.6 สําหรับ 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

                      
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        
 

พิสูจน ให 1z และ 2z เปนจํานวนเชงิซอน 

พิจารณา         2
1 2 1 2 1 2z z z z z z     

 
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

z z z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

   

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  เปนใด  ๆ                      

        
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

 
ขอ 16. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
 

วิธีทํา จาก 3 3z i   

   2 23 3 18 3 2r       

3tan 1
3

 


 พิจารณารูป 

 

จากรปู 
3

4 4
 

     

จาก            cos sinz r i    

3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

n i n 
 

                   
 

ดังนั้น  3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว คือ 
3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
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ขอ 17. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 2 2 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
 

วิธีทํา จาก 2 2 3z i   

   222 2 3 4 12 16 4r          

                
2 3tan 3

2



 


 พิจารณารูป 

 
 

จากรปู 
5

3 3
 

     

จาก            cos sinz r i    

5 54 cos 2 sin 2
3 3

n i n 
 

                   
 

ดังนั้น  3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว คือ 
3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
 

                   
 

 

ขอ 18. กําหนดให 1 2
17 17 11 115 cos sin , 9 cos sin
18 18 36 36

z i z i                  
 จงหา 1 2 ,z z  

21
1

2

,z z
z

 

 

วิธีทํา จาก              1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i           

   17 11 17 115 9 cos sin
18 36 18 36

34 11 34 1145 cos sin
36 36

45 4545 cos sin
36 36

i

i

i
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ดังนั้น 1 2
45 4545 cos sin
36 36

z z i       
 

จาก                         1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

5 17 11 17 11cos sin
9 18 36 18 36

5 34 11 34 11cos sin
9 36 36
5 23 23cos sin
9 36 36

i

i

i

   

 

 

                   
                  
     

 

ดังนั้น 1

2

5 23 23cos sin
9 36 36

z i
z

      
 

 
จาก                          2 2

1 1 1 1cos sinz r n i n      

   2 17 175 cos 2 sin 2
18 18

17 1725 cos sin
9 9

i

i

 

 

                 
     

 

ดังนั้น 2
1

17 1725 cos sin
9 9

z i      
 

 
ขอ 19 จงหารากท่ี 5 ของจํานววนเชิงซอน 4 4z i   
 

วิธีทํา จาก 4 4z i   

      2 24 4 16 16 32r       

        4tan 1
4

   จึงได 
4


  

จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัว 32 cos sin
4 4

z i      
 

ให 44
2 2

4 432 cos sin
4 4

k k
w z i

 
 

                                 

8
2 2

4 432 cos sin
4 4

k k
w i

 
 

                                

สําหรับ  0,1,2,3k   
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เม่ือ 0;k 
   

8
1

2 0 2 0
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

     8
1 32 cos sin

16 16
w i  

  
  

 

เม่ือ 1;k 
   

8
2

2 1 2 1
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

    8
2

9 932 cos sin
16 16

w i  
  
  

 

เม่ือ 2;k 
   

8
3

2 2 2 2
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

    8
3

17 1732 cos sin
16 16

w i  
  
  

 

เม่ือ 3;k 
   

8
3

2 3 2 3
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

   8
4

25 2532 cos sin
16 16

w i  
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