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แผนบริหารการสอนประจําวิชา 
 

รหัสวิชา 4094403 
รายวิชา การวิเคราะหเชิงเวกเตอร          3(3-0-6) หนวยกิต 

Vector Analysis  
 

คําอธิบายรายวิชา 
พีชคณิตของเวกเตอร  อนุพันธของเวกเตอร  ปริพันธของเวกเตอร  พิกัดเชิงเสนโคง  และ

การวิเคราะหเทนเซอร  
 

วัตถุประสงคทั่วไป 
1. เพ่ือใหนักศึกษามีความรูความเขาใจในถึงพีชคณิตของเวกเตอร ใน 2 มิติ และ 3 มิต 
2. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาอนุพันธของเวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาปริพันธของเวกเตอร ได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาพิกัดเชิงเสนโคงได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถวิเคราะหเทนเซอรได 

 

เนื้อหาวิชา 
   

บทท่ี 1 เวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 1.1 ปริมาณเวกเตอร  
 1.2 เวกเตอรในระนาบ  
 1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ  
 1.4 เวกเตอรฐานในระนาบ  
 1.5 การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj

 

  

 1.6 มุมระหวางเวกเตอรกับแกน X   
 1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  
 1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  
 1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิติ  
 1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ   
 1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ   
 1.12 สรุป  
 แบบฝกหัด  
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 2 ผลคูณของเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร  
 2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก  
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 2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร  
 2.4 ภาพฉายของเวกเตอร  
 2.5 การประยุกตเวกเตอรในระนาบ  
 2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร  
 2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  
 2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต  
 2.9 ทอรก  
 2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร  
 2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต  
 2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร  
 2.13 สรุป  
 แบบฝกหัด 2  
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 3 ฟงกชันคาเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร.  
 3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง  
 3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก.  
 3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ  
 3.9 ความโคงของเสนโคง  
 3.10 เวกเตอรแนวฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด  
 3.11 การบิด.  
 3.12 สรุป  
 แบบฝกหัด   
 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 4 เวกเตอรเชิงอนุพันธสําหรับพ้ืนผิว 9 ชั่วโมง 
 4.1 อนุพันธระบุทิศทาง.  
 4.2 เวกเตอรเกรเดียนต  
 4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว  
 4.4 สนามเวกเตอร และเสนกระแส  
 4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร  
 4.6 สรุป  
 แบบฝกหัด 4   
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 เอกสารอางอิง  
บทท่ี 5 ปริพันธเชิงเวกเตอร 9 ชั่วโมง 
 5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง  
 5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร  
 5.3 งาน  
 5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี  
 5.5 ทฤษฎีบทของกรีน  
 5.6 สมการเวกเตอรของผิว  
 5.7 การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง  
 5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
 5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส  
 5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส  
 5.11 สรุป  
 แบบฝกหัด 5   
 เอกสารอางอิง  

 
วิธีสอนและกิจกรรม 

1. ศึกษาเอกสารคําสอนการสิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย ซักถาม ทอลองและ การสาธิตประกอบการสอนดวย Power 

point 
3. แบงกลุมอภิปราย ชวยกันสรุปบทเรียน 
4. ใชโปรแกรมสําเร็จรูป GPS (the geometer’s sketchpad) ในการวาดกราฟ 
5. ฝกทําใบงานและแบบฝกหัดทายบทเรียนแตละบทในชั้นเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนกรบาน 
7. ผูสอนสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติมและมอบหายงาใหผลิตเปนชิ้นงาน การเรียนรูเชิงผลิต

ภาพ  (Productivity Learning)  
 

ส่ือการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. ใบงาน 
4. เครื่อง LCD และคอมพิวเตอร 
5. โปรแกรมสําเร็จรูป GPS  
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การวัดผลและการประเมินผล 
1. การวัดผล 

1.1 คะแนนระหวางภาคเรียน รวม 60% 
1.1.1 คะแนนเขาชั้นเรียน 10 % 
1.1.2 คะแนนสอบกลางภาค 30 % 
1.1.3 คะแนนการตอบปญหาและการแสดงความคิดเห็นในชั้นเรียน 5 % 
1.1.4 คะแนนการมีสวนรวมในชั้นเรียน 5 % 
1.1.5 คะแนนแบบฝกหัดและชิ้นงาน Productivity Learning 10 % 

1.2 คะแนนสอบปลายภาค 40% 
 

2. การประเมินผล 
คะแนนระหวาง 80 – 100  ไดระดับคะแนน A 
คะแนนระหวาง 75 – 79  ไดระดับคะแนน B+ 
คะแนนระหวาง 70 – 74  ไดระดับคะแนน B 
คะแนนระหวาง 65 – 69  ไดระดับคะแนน C+ 
คะแนนระหวาง 60 – 64  ไดระดับคะแนน C 
คะแนนระหวาง 55 – 59  ไดระดับคะแนน D+ 
คะแนนระหวาง 50 – 54  ไดระดับคะแนน D 
คะแนนระหวาง   0 – 49  ไดระดับคะแนน F 
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 1 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

1.1 ปริมาณเวกเตอร 
1.2 เวกเตอรในระนาบ 
1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 
1.4 เวกเตอรฐานในระนาบ 
1.5 การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj

 

 
1.6 มุมระหวางเวกเตอรกับแกน X  
1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิติ 
1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ  
1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ  
1.12 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจ เก่ียวกับปริมาณเวกเตอรและปริมาณสเกลาร 
2. เพ่ือใหนักศึกษามีความรูความเขาใจเก่ียวกับเวกเตอรในระนาบ ปริภูมิสามมิติ และ

ปริภูมิ n  มิต ิ
3. เพ่ือใหนักศึกษามีความเขาใจและสามารถหาคาการดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 

ปริภูมิสามมิต ิและปริภูมิ n  มิตไิด 
4. เพ่ือใหนักศึกษามีความเขาใจและสามารถหาคาการดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป 

ai bj
 

ได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาสามารถหาคามุมระหวางเวกเตอรกับแกน X ได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 
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สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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 บทท่ี 1 
เวกเตอร 

 
  

 บทนี้จะกลาวถึงปริมาณเวกเตอร เวกเตอรในระนาบ เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ เวกเตอรใน
ปริภูมิ n มิติ และการดําเนินการของเวกเตอร ซ่ึงเปนพ้ืนฐานในการศึกษาเวกเตอรตอไป 
 

1.1 ปริมาณเวกเตอร 
 

นิยาม 1.1.1 ขนาด (magnitude) ของเวกเตอร คือ ความยาวของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.1.2 ปริมาณสเกลาร (scalar quantity) คือ ปริมาณท่ีมีแตขนาดไมมีทิศทาง  โดยใชจํานวน 
กับหนวยของสิ่งท่ีวัดเปนตัวบงบอก  
เชน ความสูง 175 เมตร น้ําหนัก 63 กิโลกรัม เปนตน 

 

นิยาม 1.1.3 ปริมาณเวกเตอร (vectors quantity) คือ ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง  
เชน ความเร็ว ความเรง  เปนตน 

 
ในการศึกษาเวกเตอรจะใชสวนของเสนตรงมีลูกศรกํากับแทนเวกเตอร โดยมีความยาวของ

สวนของเสนตรงแทนขนาดและ ลูกศรแสดงทิศทางของเวกเตอร  

เวกเตอรจากจุด A  ไปจุด B  ใชสัญลักษณแทนดวย AB


 เรียก A  วาจุดเริ่มตน (initial 

point) เรียก B  วาจุดสิ้นสุด (terminal point) ของเวกเตอร AB


 และขนาดของ AB


 แทนดวย 

AB


 ดังภาพท่ี 1.1.1 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.1.1 เวกเตอร AB


 
 

 ในกรณีท่ีไมตองการระบุจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดในการเรียกเวกเตอรอาจเขียนแทนเวกเตอร
ดวยตัวอักษรซ่ึงมีลูกศรกํากับ เชน , ,u v w  

 เปนตน 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.1.2 เวกเตอร u  
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1.2 เวกเตอรในระนาบ 
 

 สําหรับเวกเตอร u  ใด ๆ ในระนาบท่ีมี X  และ Y  เปนแกนพิกัด แทนเวกเตอร u  ดวย
สวนของเสนตรง ถาจุดเริ่มตนของเวกเตอร u  อยูท่ีจุด  1 1 1,P x y  และ จุดสิ้นสุดอยูท่ี  2 2 2,P x y  

จะไดว าจุดปลายของเวกเตอร  u  มี พิ กัด    2 1 2 1, ,a b x x y y    ดั งนั้น เวกเตอร  u              

ใชสัญลักษณแทนดวย          2 1 2 1, ,u a b x x y y   


 ดังภาพท่ี 1.2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.2.1 เวกเตอร    2 1 2 1, ,u a b x x y y   



 

 
 เซตของเวกเตอรท้ังหมดในระนาบ XY  แทนดวยคูอันดับ  ,a b  เรียกวา ปริภูมิเวกเตอร

สองมิติ (two dimensional vector space) 
 
ตัวอยาง 1.2.1 กําหนดจุด    1 22, 4 , 1,7P P และ  3 2, 3P    เปนจุดสามจุดในระนาบ XY      

จงวาดรูปเวกเตอร 1 2 1 3,PP PP
 

 และ 2 3P P


 
 
 

วิธีทํา  

      
      
      
 
      
      
 
 
ขนาดของเวกเตอร ใหเวกเตอร  ,u a b



 ขนาดของ u  ใชสัญลักษณแทนดวย u  กําหนดโดย   
2 2u a b 

  



ตัว
อย
่าง

 5 

ตัวอยาง 1.2.2 กําหนดเวกเตอร  3,4u 


 จงหาขนาดของ u  
 

วิธีทํา   2 23, 4 3 4 5u    


 

 
เวกเตอรศูนย คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเปนศูนย ไมมีทิศทาง หรือมีทิศทางไปทุกทิศทุกทาง ใชสัญลักษณ

แทนดวย 0


 เชน  0 0,0


 

 
1.3 การดําเนินการของเวกเตอรในระนาบ 
 

การเทากันของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.1 เวกเตอรสองเวกเตอรจะเทากัน ก็ตอเม่ือ เวกเตอรท้ังสองมีขนาดเทากัน และมีทิศทาง
เดียวกัน  

 

 สําหรับเวกเตอร  ,a b  จะเทากับเวกเตอร  ,c d  ใชสัญลักษณแทนดวย    , ,a b c d  

ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  
 
ตัวอยาง 1.3.1 กําหนดเวกเตอร u  มีจุดเริ่มตนท่ี  1,2A  จุดสิ้นสุดท่ี  4,6B  และเวกเตอร v       

มีจุดเริ่มตนท่ี  4,3C  จุดสิ้นสุดท่ี  7,7D  ดังภาพ จงพิจารณาวาเวกเตอรท้ังสอง

เทากันหรือไม 
 

 
 

วิธีทํา  พิจารณาเวกเตอร    4 1,6 2 3,4u    


 

 และ     เวกเตอร    7 4,7 3 3,4v    


 

จึงไดวา เวกเตอร u เทากับเวกเตอร v  
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ตัวอยาง 1.3.2 ให  2 , 16u x 


 และ  10,4v y


 เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ ถา u v
 

     

จงหา x และ y  
 

วิธีทํา   จาก               u v
 

 
                  2 , 16 10,4x y   

 จะไดวา                  2 10x      ............ 1  

 และ             4 16y        ............ 2  

 จากสมการ  1 ;   5x   และ สมการ  2 ;  4y   

ดังนั้น ถา u v
 

 ทําให 5x   และ 4y   
 
นิยาม 1.3.2 ลบของเวกเตอร u  คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ u  และมีทิศทางตรงขามกับ u          

ใชสัญลักษณแทนดวย u   
 

 สําหรับ  ,u a b


จึงได     , ,u a b a b    


 
 

  
 

ภาพท่ี 1.3.1 เวกเตอร u และ u


 
 
ตัวอยาง 1.3.3 จงหาลบของเวกเตอร    4,5 , 3,2  และ  5, 9   
 

วิธีทํา  ลบของเวกเตอร  4,5  คือ  4, 5   

 ลบของเวกเตอร  3,2  คือ  3, 2  

 ลบของเวกเตอร  5, 9   คือ  5,9  
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ผลบวกของเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ผลบวกของ u กับ v  ใชสัญลักษณแทนดวย u v
 

 
หมายถึง เวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตน คือจุดเริ่มตนของ u และจุดสิ้นสุด คือจุดสิ้นสุดของ v  
ภายหลังจากท่ีวาง v  ใหจุดเริ่มตนของ v  ทับจุดสิ้นสุดของ u   

 

สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 และ เวกเตอร  ,v c d


 ผลบวกของ u  กับ v  กําหนดโดย 

     , , ,u v a b c d a c b d     
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.3.2 u v
 

 
 

 จากภาพท่ี 1.3.2 พบวาผลบวกท่ีกําหนดนี้จะสอดคลองนิยาม ซ่ึงเปนการนําสวนของ
เสนตรงมาตอกันดังภาพ เม่ือจุดเริ่มตนของ v  อยู ท่ี พิกัด  ,a b จุดสิ้นสุดของ v  จะมีพิกัด 

 ,a c b d   ดังนั้นเวกเตอรผลบวกระหวาง u  และ v  คือ  ,u v a c b d   
 

 

 
ตัวอยาง 1.3.4 กําหนด  4,5u 



 และ  3, 4v  


 จงหา u v
 

 
 

วิธีทํา                         4,5 3, 4u v   
 

 

    
 
 
4 3,5 4

7,1

  


 

ดังนั้น  7,1u v 
 

 

 
สมบัติการบวกเวกเตอร สําหรับ    , , ,a b c d  และ  ,e f เปนเวกเตอรใด ๆ ในระนาบ 

1. การเปลี่ยนกลุม ;            , , , , , ,a b c d e f a b c d e f            

2. การสลับท่ี ;        , , , ,a b c d c d a b    

3. มีเอกลักษณของการบวก ;      , 0,0 ,a b a b   

4. มีตัวผกผันของการบวก สําหรับเวกเตอร  ,a b  ใด ๆ จะมีเวกเตอร  ,a b   โดยท่ี 

     , , 0,0a b a b     
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ตัวอยาง 1.3.5 กําหนดให    3,4 , 4, 1u v   
 

 และ  2, 2w 


 จงหา 

1.  u v w 
  

 

2.  u v w 
  

 

3. u v
 

 

4. v u
 

 

5. 0u 




 
6.  v v 
 

 
 

วิธีทํา 1.                 3,4 4, 1 2, 2u v w          
    

    

    
   

  
 

3 4,4 1 2, 2

1,3 2, 2

1 2 ,3 2

1,5

      

  

   

 

 

ดังนั้น    1,5u v w   
  

 

 
2.                          3,4 4, 1 2, 2u v w          

    

    

    
   
 
 

3,4 4 2 , 1 2

3,4 2,1

3 2,4 1

1,5

      

  

   

 

 

ดังนั้น    1,5u v w   
  

 

 
3.                              3,4 4, 1u v    

 

 

    
  

 

3 4,4 1

1,3

    


 

ดังนั้น  1,3u v 
 

 

 
4.                              4, 1 3,4v u    

 

 

    
    

 

4 3 , 1 4

1,3

    


 

ดังนั้น  1,3v u 
 
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5.                              0 3,4 0,0u    




 

     3 0,4 0     

     3,4
u

 




 

ดังนั้น 0u u 


 

 
 

6.                            4, 1 4,1v v     
 

 

      4 4 , 1 1      

    
 0,0

0






 

ดังนั้น   0v v  


 

 
 

จากตัวอยาง 1.4.2  ขอ 1. และขอ 2. สนับสนุนสมบัติการเปลี่ยนกลุม 
     ขอ 3. และขอ 4. สนับสนุนสมบัติการสลับท่ี 
     ขอ 5. สนับสนุนสมบัติการมีอกลักษณของการบวก 
     ขอ 6. สนับสนุนสมบัติการมีตัวผกผันของการบวก 
 

การลบเวกเตอร  
 

นิยาม 1.3.4 กําหนดใหเวกเตอร u และ v  การลบเวกเตอร u  ดวยเวกเตอร v  ใชสัญลักษณแทน
ดวย u v

 

 คือ การบวกระหวางเวกเตอร u  ดวยลบของเวกเตอร v  โดยท่ี 
 u v u v   

   

 

 สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 และ  ,v c d


 พิจารณา u v
 

 

                      u v u v   
   

 

    
   
 

, ,

,

a b c d

a c b d

   

  
 

 

ตัวอยาง 1.3.6 กําหนดให  3,4u  


 และ  2,2v  


 จงหา u v
 

 
 

วิธีทํา       u v u v   
   

 

    

   
  

 

3,4 2, 2

3 2,4 2

1,2

   

    

 

 

ดังนั้น  1,2u v  
 
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การคูณเวกเตอรดวยของสเกลาร  
 

นิยาม 1.3.5 ให u  เปนเวกเตอร และ x  เปนสเลารใด ๆ ผลคูณของเวกเตอร u  กับเกลาร x         
ใชสัญลักษณแทนดวย xu  คือเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ x u  และมีทิศทางเดียวกับ 

u  ถา 0x  และมีทิศทางตรงขามกับ u  ถา 0x   
 

สําหรับผลคูณของ เวกเตอร  ,u a b


 กับ สเกลาร x  กําหนดโดย  ,xu xa xb


 
 
  

ตัวอยาง 1.3.7 กําหนดให  3,4u  


 และ  2,2v  


 จงหา 

1. 2u  และ 2u  

2. 3v


และ 3v


 
 

วิธีทํา  1.        2 2 3,4 6,8u    


 

            2 22 6,8 6 8 36 64 100 10u         


 

ดังนั้น  2 6,8u  


 และ 2 10u 


 

 2.    3 3 2,2 6, 6v    


 

      .         223 6, 6 6 6 36 36 72v        


 

ดังนั้น  3 6, 6v  


 และ 3 72v 


 

 
สมบัติการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให k และ l  เปนสเกลารใด ๆ 

1. การเปลี่ยนกลุม ;       , ,k l a b kl a b  

2. การแจกแจง;        , , , ,k a b c d k a b k c d      

                           , , ,k l a b k a b l a b    
 

เวกเตอรหนึ่งหนวย  
 

นิยาม 1.3.6 เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย เรียกวา เวกเตอรหนึ่งหนวย (unit vector)  ถากําหนด
เวกเตอร v  ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย สามารถหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  

ไดคือ 
1u v
v


 



 จะไดวา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวย 

 

 สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว เวกเตอรหนึ่งหนวยใน

ทิศทางของ u  คือ 
2 2 2 2

1 ,a bu
u a b a b

      




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ตัวอยาง 1.3.8 กําหนดให  3,4u  


 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  
 

วิธีทํา เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  คือ 
 
 

3,4 3 4,
5 53,4

      
 

 

 เวกเตอรท่ีมีขนาด k  หนวยและ มีทิศทางเดียวกับเวกเตอร w  คือ 
k w
w




 

 ถามี u และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย จากนิยาม 1.3.6 ถา u kv
 

 แลว
เวกเตอร u จะขนานกับเวกเตอร v  ในทางกลับกัน ถา u ขนานกับ v สามารถหา  สเกลาร k  ซ่ึง
ทําให u kv

 

 ไดซ่ึงสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทดังนี้ 
 
ทฤษฎีบท 1.3.1 ให u และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย u  ขนานกับ v  ก็ตอเม่ือมี 

สเกลาร k  ซ่ึงไมเทากับศูนยซ่ึงทําให u kv
 

  
 
ทฤษฎีบท 1.3.2 ให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ถามีสเกลาร a  และ b  ซ่ึง ทําให 

0au bv 


 

 แลว จะไดวา 0a   และ 0b   หรือเวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร 

v  
 

พิสูจน  สําหรับเวกเตอร u  และเวกเตอร v  ไมใชเวกเตอรศูนย a  และ b เปนสเกลารใด ๆ 
 ให 0au bv 



 

 
 ถา 0a    

 จะไดวา  
bu v

a
     

 

 ให 
bc

a


  สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 

 ดังนั้น   u cv
 

  
 นั่นคือ เวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร v  
 ถา 0a    

 จะได 0bv 




 แต v  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย 
 ดังนั้น 0b   

นั่นคือ ถา 0au bv 


 

 แลว จะไดวา 0a   และ 0b   หรือเวกเตอร u  ขนานกับเวกเตอร v  
 
ทฤษฎีบท 1.3.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมขนานกัน ถา au bv cu dv  

   

 แลวจะไดวา 
a c  และ b d  

 

พิสูจน   จาก                         au bv cu dv  
   

  
 จัดสมการใหมได     0a c u b d v   

 

  

 ถา u  และ v  ไมขนานกันจะได 0a c   และ 0b d    
ดังนั้น ถา au bv cu dv  

   

 แลว a c  และ b d  
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ทฤษฎีบท 1.3.4 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรสามเวกเตอร จะอยูในระนาบเดียวกันก็ตอเม่ือ        

มีสเกลาร ,a b  และ c  บางตัวท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 

พิสูจน  สมมติวา ,u v   และ w  เปนเวกเตอรจะอยูในระนาบเดียวกัน 
  ถามีเวกเตอรใดเวกเตอรหนึ่งเปนศูนย 

 สมมติวา 0u 




 ให 0a  และ 0, 0b c   จะไดวา 0au bv cw  


  

 
 ถามีสองเวกเตอรท่ีไมเปนศูนยขนานกัน สมมติวา u  ขนานกับ v  จะไดวา มีจํานวนจริง a  
ท่ีไมเปนศูนย ท่ีทําให au v

 

 ให 1, 0b c   จะได   0 0au bv cw v v w      


     

 

 ถาท้ังสามเวกเตอรไมมีคูใดขนานกัน สรางสามเหลี่ยม ABC  โดยใหดาน AB  ขนานกับ
เวกเตอร u  ดาน BC  ขนานกับเวกเตอร v  และดาน AC  ขนานกับเวกเตอร w  
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.3.3 ,au bv 

 และ cw  
 

 จะไดวามีสเกลาร ,a b  และ c  ท่ีไมเปนศูนย  

 ท่ีทําให ,AB au BC bv 
 

 

 และ CA cw




 

 และจากภาพท่ี 1.7 จะได 0AB BC CA  
  



 

ดังนั้น จะได 0au bv cw  


  

 
  ให สเกลาร ,a b และ c  บางจํานวนไมเปนศูนย 

 ท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 สมมติวา 0c   

 จึงได a bw u v
c c

               
  

 

 จะไดวา w  อยูในระนาบเดียวกันกับ u  และ v  
ดังนั้น สําหรับ ,u v   และ w  เปนเวกเตอรจะอยูในระนาบเดียวกันก็ตอเม่ือ มีสเกลาร ,a b  และ c  

บางตัวท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 0au bv cw  


  

 
 
บทแทรก 1.3.1 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรท่ีอยูในระนาบเดียวกัน ถา u  กับ v  ไมขนานกัน  

แลว จะมีสเกลาร a  และ b  ท่ีทําให w au bv 
  
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ตัวอยาง 1.3.9 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไม เปนเวกเตอรศูนย และ 5 3 2u v u v  
   

         
จงแสดงวา u และ v  ขนานกัน 

 

วิธีทํา จาก             5 3 2u v u v  
   

 

      5 2 3u u v v  
   

 
             3 4u v

 

 

              
4
3

u v
 

  

จากทฤษฎีบท 1.1 ทําให u และ v  ขนานกัน 
ดังนั้น u และ v  ขนานกัน 
 
เวกเตอรอิสระเชิงเสน ให 1 2, ,..., nu u u  

 เปนเวกเตอร จะกลาววาเปนอิสระเชิงเสน ถาไมมีสเกลาร 

1 2, ,..., na a a  ใด ๆ ท่ีไมเปนศูนยท่ีทําให 1 1 2 2 ... 0n na u a u a u   


  

 
 

 จะพบวา เวกเตอรสองเวกเตอรใด ๆ จะเปนอิสระเชิงเสนตอกัน ก็ตอเม่ือเวกเตอรนั้นไม
ขนานกัน และ เวกเตอรสามเวกเตอรจะเปนอิสระเชิงเสนตอกันก็ตอเม่ือ สามเวกเตอรนั้นไมอยูใน
ระนาบเดียวกัน  
 

1.4 เวกเตอรฐาน  

 

 เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานท่ีมีทิศทางเดียวกับแกน X  ใชสัญลักษณแทนดวย i


 โดยท่ี 
 1,0i 



 และเวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานท่ีมีทิศทางเดียวกับแกน Y  ใชสัญลักษณแทนดวย j


 

โดยท่ี  0,1j 


 ดังภาพท่ี 1.4.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.4.1 เวกเตอรหนึ่งหนวย i


และ j


 

 



ตัว
อย
่าง

 14 

 ใหเวกเตอร  ,u a b


 สามารถเขียนในรูปผลรวมของเวกเตอร i


 และ j


 ไดดังนี้ 

                        ,u a b


 

         
  

   
   
,0 0,

1,0 0,1

a b

a b

ai bj

 

 

 
 

 

 เรียก เวกเตอร u วาเปนผลรวมเชิงเสนของ i


 และ j


 โดยท่ี a  เปนสเกลารในแนวแกน

X  และ b  เปนสเกลารในแนวแกน Y  ดังภาพท่ี 1.4.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.4.2 เวกเตอร u  ท่ีอยูในรูปผลรวมเชิงเสนของ i


 และ j


 
 

 กลาววาเซตของเวกเตอร  ,B i j
 

 เปนฐานของปริภูมิเวกเตอรสองมิติ ให u  และ v  

เปนเวกเตอรท่ีเปนอิสระเชิงเสน (ไมขนานกัน) ในปริภูมิสองมิติ เวกเตอร w  ในระนาบเดียวกันกับ u  
และ v  จะสามารถเขียนอยูในรูป w au bv 

  

 ได ซ่ึงกลาววาเซต  ,u v   เปนฐานของปริภูมิสอง

มิติดวย และกลาววา w  มีพิกัดเปน a  และ b  เม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 และเขียนสัญลักษณ

วา   B
B

a
w

b
 
    



 ในกรณีท่ีฐาน  ,B i j
 

 เปนเวกเตอรหนึ่ งหนวยในแนวแกนพิกัด คือ 

 ,
a

a b ai bj
b
              

 

  

จึงไดวา สําหรับเวกเตอร  ,u a b


 สามารถใชสัญลักษณแทนดวย  

 ,
a

u a b ai bj
b
 
       

 



 ตามความเหมาะสม 
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ตัวอยาง 1.4.1 ให    2,3 , 1, 1u v    
 

 และ  0, 5w 


 จงหาพิกัดของ w  เม่ือเทียบ

กับฐาน  ,S i j
 

 และเม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 
 

วิธีทํา เนื่องจาก     0, 5 0 5w i j    
 



 

ดังนั้น พิกัดของ w  เม่ือเทียบกับฐาน  ,S i j
 

 คือ  
0
5

w
 
    



 

พิจารณา        w au bv 
  

 
                                       0, 5 2,3 1, 1a b       

                 0, 5 2 ,3 ,a a b b       

                                     0, 5 2 ,3a b a b      

ไดระบบสมการ         2 0a b          ............ 1  

             3 5a b     ............ 2  

แกสมการได 1a   และ 2b   
จะได    1 2 2w u v u v    

    

 

ดังนั้น พิกัดของ w  เม่ือเทียบกับฐาน  ,B u v
 

 คือ  
1

2 B

w
 
    



 

 

1.5 การดําเนินการของเวกเตอรที่อยูในรูป ai bj
 

 
 

 ให เวกเตอร ,u ai bj v ci dj   
   

  และ x  เปนสเกลารใด ๆ การดําเนินการของ

เวกเตอรจะมีสมบัติเชนเดียวกับเวกเตอรท่ีอยูในรูปคูอันดับ  ,a b  ทุกประการดังนี้ 
 

การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ a d  และ b c  
ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 



 

การบวกเวกเตอร    u v a c i b d j    
 

 

 

เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  
   xu xa i xb j 

 

  

เวกเตอรลบ  เวกเตอรลบของ u  คือ u ai bj  
 

  
การลบเวกเตอร      u v a c i b c j    

 

 
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ตัวอยาง  1.5.1 ให  2 3u i j 
 

  และ 6 5v i j 
 



 เปน เวกเตอร ใด ๆ ในระนาบ  จงหา 
,u v u v 

   

 และ 5u  
 

วิธีทํา           2 3 6 5u v i j i j    
   

 

 

    
   2 6 3 5

8 8

i j

i j

   

 

 

 

 

ดังนั้น 8 8u v i j  
 

   

          2 3 6 5u v i j i j    
   

 

 

    
   2 6 3 5

4 2

i j

i j

   

 

 

 

 

ดังนั้น 4 2u v i j  
 

   

            5 5 2 3u i j 
 



 

    10 15i j 
 

 

ดังนั้น 5 10 15u i j 
 

  
 
ตัวอยาง 1.5.2 ให 4 5u i j 

 

 และ 10v i j 
 

  เปนเวกเตอร ในระนาบ จงหา 
  1. ขนาดของ u v

 

 
  2. ขนาดของ 3v  
 

วิธีทํา  1. พิจารณา                     4 1 5 10u v i j    
 

 

  

     5 5i j 
 

 

และ                                      2 25 5u v   
 

 

    25 25

5 2

 


 ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร u v

 

 คือ 5 2  
 

 2. พิจารณา           
          

 3 3 10 3 30v i j i j   
   



  

 และ                               2 23 3 30 909v      

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร 3v  คือ 909  
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ตัวอยาง 1.5.3 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ในระนาบ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ถา 3 4u v i j  
 

   

และ 2u v i j  
 

   จงหา u  และ v  
 

วิธีทํา  จาก                     3 4u v i j  
 

    ............ 1  

                    2u v i j  
 

    ............ 2  

นําสมการ 1 สมการ 2 จะไดวา 

                         3 4 2u v u v i j i j      
   

   

 

                            2 4 2u i j 
 

  
                           2u i j 

 

    

จากสมการ 1                      3 4u v i j  
 

   

แทนคา 2u i j 
 

  จึงได  2 3 4i j v i j   
   



 

                             3 4 2v i j i j       
   

  

     3i j 
 

 

ดังนั้น 2u i j 
 

  และ 3v i j 
 

  
 
ตัวอยาง 1.5.4 ให  1 4u x i j  

 



 และ  2v i x y j  
 



 เปนเวกเตอรในระนาบ

กําหนดให u เทากับ v จงหาขนาดของเวกเตอร w xi yj 
 

  
 

วิธีทํา   จาก               u v
 

 
          1 4 2x i j i x y j    

   

 

จึงไดระบบสมการดังนี้               1 2x        ............. 1  

 และ                4x y      ............. 2  

จากสมการท่ี  1                         1x   แทนคาในสมการ  2  

                           1 4y   
                               3y   

จึงได 3w i j 
 

   

พิจารณา       3w i j 
 



 

           
1 9

10

 


 

ดังนั้น ขนาดของ w  คือ 10  หนวย 
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1.6 มมุระหวางเวกเตอรกับแกน X  
 

  ให u ai bj 
 

  เปนเวกเตอรใด ๆ ในระนาบ และ   เปนมุมท่ี u ทํากับแกน X  จึงได

วามุม arctan b
a


    

 ดังภาพท่ี 1.6.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.6.1 มุม  ของเวกเตอรu ทํากับแกน X  
  
ตัวอยาง 1.6.1 จงหาขนาดและทิศทางของ 3 3u i j 

 

  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
จากเวกเตอร 3 3u i j 

 

   

                       2 23 3u   
 18  

ดังนั้น ขนานของ 3 3u i j 
 

  คือ 18  หนวย 

จากเวกเตอร 3 3u i j 
 

   

 พิจารณา           
3tan 1

3



    

 เนื่องจาก    7tan 1
4
    

 

 จึงไดวา    
             

7
4


  

ดังนั้น เวกเตอร 3 3u i j 
 

  ทํามุม 
7
4


 กับแกน X   

 

3 3u i j 
 

  
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ตัวอยาง 1.6.2 จงหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร u  ซ่ึง 2u w v z  
   

 เม่ือ 2 ,w i j 
 

    

2v i j 
 

  และ 3z i j 
 

  
 

วิธีทํา                2 2 2 2 4v i j i j   
   



 

      
    

      2 2 2 4 3w v z i j i j i j       
     

  

 

               
   2 2 1 1 4 3

3 6

i j

i j

      

 

 

 

 

จึงไดวา 3 6u i j 
 

  

พิจารณา             2 23 6u  
 45  

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร u  คือ 45  หนวย 
จาก 3 6u i j 

 

    

จึงไดวา                  
6tan
3

 2  

เนื่องจาก         7tan 2
20
    

 

จึงได          7
20


  

ดังนั้น เวกเตอร u  ทํามุมประมาณ 7
20
  กับแกน X   

 
เวกเตอรหนึ่งหนวย ใหเวกเตอร u ai bj 

 

  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว เวกเตอรหนึ่ง

หนวยในทิศทางของ u  คือ 
2 2 2 2

1 a bu i j
u a b a b

 
 

 





 

 
ตัวอยาง 1.6.3 ให 2v i j 

 

  เปนเวกเตอรในระนาบ จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง v   
 

วิธีทํา  ให u เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

 จึงได             
vu
v








   

     
   2 2

2

1 2

i j




 

    

   

2
5

1 2
5 5

i j

i j




 

 

 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  คือ 1 2
5 5

i j
 
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ตัวอยาง 1.6.4 ให 3 4u i j 
 

  และ 9v i j 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ  จงหาเวกเตอร w  ท่ี
มีทิศทางเดียวกับ u  และมีขนาดเทากับ v  

 

วิธีทํา พิจารณา            
uw v
u




 



 

จาก               3 4u i j 
 

  

                2 23 4 5u   
  

จาก                               9v i j 
 

  

             9v i j 
 

 1 81 82    

พิจารณา                       
uw v
u




 



3 4 82
5

i j      

 

 

    3 82 4 82
5 5

i j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอร w  ท่ีมีทิศทางเดียวกับ u  และมีขนาดเทากับ v คือ 3 82 4 82
5 5

i j
 

 

 

1.7 เวกเตอรในปริภูมิสามมิต ิ
 

ระบบแกนพิกัดฉากสามมิติ 
 

 ระบบพิกัดฉากในปริภูมิสามมิติโดยเริ่มพิจารณาจาก จุดบนแกน X  จะมีพิกัดเปน  ,0,0x  

จุดบนแกน Y  จะมีพิกัดเปน  0, ,0y  และ จุดบนแกน Z  จะมีพิกัดเปน  0,0, z  สําหรับระนาบ   

ท่ีผานแกน X  และแกน Y  โดยมีคา 0z  เรียกระนาบ XY  จุดตางๆ ท่ีมีคา 0x   เรียกระนาบ 
YZ  และถาจุดตางๆ ท่ีมีคา 0y   เรียกระนาบ XZ  ดังภาพท่ี 1.7.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.7.1 ระนาบ XY  ระนาบ XZ  และระนาบ YZ  
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 การระบุตําแหนงของจุดในสามมิติ ใชพิกัดฉากสามแกน ชวยในการกําหนดตําแหนง แกนท้ัง 
สามแกนจะประกอบกันข้ึนตามกฎมือขวา โดยถากราดมือขวาจากแกน X  ไปตามทางของ
แนวแกน Y  จะไดแกน Z  ในทิศทางชี้ข้ึนตามทิศทางของนิ้วหัวแมมือตําแหนงของจุด P  ใน
พิกัดคารทีเซียน  , ,x y z  คือตัวเลขท่ีแสดงอยูบนแกนท้ังสามท่ีมีระนาบผานจุด P  และตั้งฉากกับ

แกนท่ีตัดอยู บางครั้งเรียกพิกัดคารทีเซียน (cartesian coordinate system) วาพิกัดฉาก เพราะแกน
ท่ีอางอิงตั้งฉากกัน 
 แกนท้ังสามจะตั้งฉากกันและตัดกันท่ีจุดศูนยเรียกวาจุดกําเนิด  0,0,0  ซ่ึงถามีจุด P  ใด ๆ 

อยูในระนาบจะบอกพิกัดเปน  , ,x y z  โดยเรียก , ,x y z  วาเปนสวนประกอบท่ี 1,2 และ 3  ของ

พิกัดฉาก  , ,x y z  ของจุด P  ดังภาพท่ี 1.12 

    
 

ภาพท่ี 1.7.2 ระบบพิกัดคารทีเซียน 
 
เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
 

 ให u เปนเวกเตอร ถาแทนเวกเตอร u  ดวยเสนตรง OP  เม่ือจุด O  เปนจุดกําเนิดและ
เปนเริ่มตนของ u  และ P  เปนจุดสิ้นสุดของ u  ซ่ึงมีพิกัด  , ,a b c  ใชสัญลักษณแทนเวกเตอร u  

ดวยคูอันดับ  , ,a b c  คือ  , ,u a b c


 

 เซตของเวกเตอรท้ังหมดท่ีแทนดวยอันดับสามตัวนี้เรียกวา ปริภูมิเวกเตอรสามมิติ (tree 
dimensional vector space) 
 ถาจุด P  มีพิกัด  1 1 1, ,x y z  และจุด Q  มีพิกัด  2 2 2, ,x y z จะหาอันดับสามตัวแทน

เวกเตอร PQ


  ได โดยการเขียนเวกเตอร OR


 ท่ีเทากับ PQ


  โดยท่ีจุดเริ่มตน O  เปนจุดกําเนิด 

พิกัดจุดปลายของเวกเตอร OR


จะเปนอันดับสามตัวท่ีแทนเวกเตอร OR


 จะไดวา 
    2 1 2 1 2 1, ,PQ OR x x y y z z    

 

  ดังภาพท่ี 1.7.3 
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ภาพท่ี 1.7.3 เวกเตอร PQ


 

 
ทิศทางของเวกเตอร เม่ือ เวกเตอร u เขียนในแบบอันดับเลขสามตัวเปน  , ,u a b c



 กลาววา

เวกเตอร u มีทิศทางเปน , ,a b c  เรียกจํานวนสามจํานวนนี้วา จํานวนแสดงทิศทางของเวกเตอร และ
กลาววา เสนท่ีขนานกับเวกเตอร u  จะมีทิศทางเดียวกับ u  คือ มีจํานวนแสดงทิศทางเดียวกัน 
 

ขนาดของเวกเตอร ใหเวกเตอร  , ,u a b c


 จะไดวา ขนาดของ u  คือ 2 2 2u a b c  


  

 
ตัวอยาง 1.7.1 เวกเตอร  2,4, 1u  



 จงหาขนาดของเวกเตอร u  
 

วิธีทํา            2,4, 1u  


 

    22 22 4 1 21      

ดังนั้น ขนาดของ u  คือ 21  
 
ระยะระหวางจุด ใหจุด 1P  มีพิกัด  1 1 1, ,x y z  และจุด 2P  มีพิกัด  2 2 2, ,x y z ระยะระหวางจุด 1P

และ 2P  คือ ขนาดของเวกเตอร 1 2PP


 จาก  1 2 2 1 2 1 2 1, ,PP x x y y z z   


 จะได  

ระยะ      2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 1PP PP x x y y z z      



  

 

1.8 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิสามมิต ิ
 

 ใชนิยามของของการเทากันของเวกเตอร การบวกเวกเตอร การลบเวกเตอร เวกเตอรศูนย 
เวกเตอรลบ และการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร เชนเดียวกับเวกเตอรในระนาบ และมีสมบัติเชนกัน   
ทุกประการ สําหรับเวกเตอร  1 1 1, ,u a b c



 และ  2 2 2, ,v a b c


เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 
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การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 1a a  และ 1 2b b และ 1 2c c  

การบวกเวกเตอร  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

 

เวกเตอรศูนย  0 0,0,0


 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

ลบของเวกเตอร  เวกเตอรลบของ u  คือ  1 1 1, ,u a b c    


 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  
 1 1 1, ,xu xa xb xc



 

การลบเวกเตอร    1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

 

 
ตัวอยาง 1.8.1 ให  , , 2u x y x y z   



และ  4,2,5v 


 เปนเวกเตอรบน 3R  ถา u v
 

   

จงหา ,x y และ z  
 

วิธีทํา  จาก          , , 2 4, 2,5x y x y z     

ไดระบบสมการ             4x y      ............. 1  

                         2x y      ............. 2  

                        2 5z      ............. 3  

นําสมการ 1 สมการ 2 ;     4 2x y x y      

        2 6x   
         3x   
แทนคา 3x  ในสมการท่ี  1 ; จึงได         1y   

จากสมการ  3 จึงได                           5 2 3z     

ดังนั้น 3, 1x y   และ 3z   
 
ตัวอยาง 1.8.2 กําหนดให    1,1,1 , 0,1,1u v 

 

 และ w au bv 
  

 จงหา a  และb   

        ซ่ึงทําให  2,6,6w


 
 

วิธีทํา จาก                           w au bv 
  

 
                                     2,6,6 1,1,1 0,1,1a b   

                  2,6,6 , , 0, ,a a a b b   

                                   2,6,6 0, ,a a b a b     

จึงได 2, 6a a b    
ดังนั้น 2a   และ 4b    
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1.9 เวกเตอรฐานในปริภูมิสามมิต ิ
 

 เวกเตอรในปริภูมิสามมิติท่ีแทนดวยเสนตรงซ่ึงลากจากจุดกําเนิด ไปยังจุด  1,0,0           

จุด  0,1,0  และจุด  0,0,1  คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐาน ใชสัญลักษณแทนดวย ,i j
 

และ k


 

ตามลําดับ หรือเขียนไดดังนี้    1,0,0 , 0,1,0i j 
 

 และ  0,0,1k 


 ดังภาพท่ี 1.9.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 1.9.1 เวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐาน ,i j
 

 และ k


 
 

กําหนดเวกเตอร u  ในปริภูมิสามมิติ โดยมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด  0,0,0  และจุดปลายท่ี 

 , ,x y z  จะไดสวนประกอบ (component) ของเวกเตอร u  คือ , ,x y z  เขียนเวกเตอร u  แทน

ดวย  , ,u x y z


 และเรียกเวกเตอร u  วาเวกเตอรตําแหนง (position vector) ของจุด  , ,x y z   

ดังภาพท่ี 1.9.2 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.9.2 เวกเตอรตําแหนงในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
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 กําหนดให   , ,u x y z


 เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด และ     

มีจุดสิ้นสุดท่ีจุด  , ,x y z  แลวสามารถเขียนเวกเตอร u  ในรูปผลบวกเชิงเสนของเวกเตอรหนึ่งหนวย 

,i j
 

 และ k


 ไดแบบเดียว คือ         , , ,0,0 0, ,0 0,0,u x y z x y z   


 

           
     1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z

xi yj zk

  

  


 

 

กลาววา เซตของเวกเตอร  , ,i j k


 

 เปนฐานของเวกเตอรในปรภิูมิสามมิติ 

 เม่ือเวกเตอร z  ในปริภูมิสามมิติอยูในรูป z au bv cw  
  

 กลาววา z  มีพิกัดเปน 

,a b และ c  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 และใชสัญลักษณวา  B
B

a
z b

c

 
 
   
 
 

  

ถาฐาน  , ,B i j k


 

 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในแนวแกนพิกัด จะไดวา  

 , ,
a

a b c ai bj ck b
c

 
              
 
 



 

 

จึงไดวา สําหรับเวกเตอร  , ,u a b c


 สามารถใชสัญลักษณแทนดวย  

 , ,
a

u a b c ai bj ck b
c

 
 
       
 
 



 

  ตามความเหมาะสม 

 
ตัวอยาง 1.9.1 ให      2,3, 2 , 1, 1,1 , 0, 1,0u v w       

  

 และ  4, 2,0z  


 จงหา

พิกัดของ z เม่ือเทียบกับฐาน  , ,i j k


 

 และเม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 
 

วิธีทํา เนื่องจาก    4,2,0 4 2 0z i j k     


 

  

ดังนั้น พิกัดของ z  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,i j k


 

 คือ  
4

2
0

z
 
 
   
 
 

  

พิจารณา        z au bv cw  
  

 
                                    4,2,0 2,3, 2 1, 1,1 0, 1,0a b c          

                                    4,2,0 2 ,3 , 2 , , 0, ,0a a a b b b c          

                                4, 2,0 2 ,3 , 2a b a b c a b         

ไดระบบสมการ         2 4a b        ............ 1  

                  3 2a b c      ............ 2  

         2 0a b      ............ 3  
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แกสมการได 1, 2a b   และ 1c   

จะได      1 2 1 2z u v w u v w      
     

 

ดังนั้น พิกัดของ z  เม่ือเทียบกับฐาน  , ,B u v w
  

 คือ  
1
2
1

B

z
 
 
   
  

  

 

ขนาดของเวกเตอร ให u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ ขนาดของเวกเตอร u         

ใชสัญลักษณแทนดวย u  โดยท่ี 2 2 2u a b c  


     
 

 

ให u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนง สําหรับจุด  , ,a b c  ดังภาพท่ี 1.9.3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 1.9.3 การพิสูจนขนาดเวกเตอร u  

 

 จากภาพ u  เปนเวกเตอรซ่ึงเปนเสนทแยงมุมของกลองสี่เหลี่ยมซ่ึงความยาวดานเปน ,a b  
และ c  วัดตามแกน X  แกนY  และแกน Z  ตามลําดับ 
 ดังนั้น u  คือความยาวของเสนทแยงมุม OP ซ่ึงสามารถหาความยาวจากทฤษฎีบทของ    

พีทาโกรัส สําหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก OPQ  

จากสามเหลี่ยม ORQ       
2 2 2

OQ OR RQ   

     2 2a b   

จากสามเหลี่ยม OPQ                
2 2 2

OP OQ OP   
                 2 2 2a b c    

                      2 2 2OP a b c    

ดังนั้น สําหรับ u ai bj ck  


 



 เปนเวกเตอรบนปรภิูมิสามมิติจะไดวา 2 2 2u a b c  

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การดําเนินการของเวกเตอรท่ีอยูในรูป ai bj ck 


 

 
 

 ใหเวกเตอร 1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

 และ x  เปนสเกลารใด ๆ การ

ดําเนินการของเวกเตอรจะมีสมบัติเชนเดียวกับเวกเตอรท่ีอยูในรูปคูอันดับ  , ,a b c  ทุกประการดังนี้ 
 

การเทากันของเวกเตอร   u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  และ 1 2c c  

การบวกเวกเตอร      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

 

เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 มีสมบัติ 0 0u u u   
 

  

 

ลบของเวกเตอร  เวกเตอรลบของ u  คือ 1 1 1u a i b j c k   


 



 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ให x  เปนสเกลาร ผลคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร x  คือ  

     1 1 1xu xa i xb j xc k  


 



 

การลบเวกเตอร        1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

 
 

ตัวอยาง 1.9.2 ให 2 3 4u i j k  


 



 และ 4 5 7v i j k  


 



 เปนเวกเตอร บนปริภูมิสามมิติ 

จงหา 4u v
 

 
 

วิธีทํา                          4 2 3 4 4 4 5 7u v i j k i j k      
 

   

 

 

    

   
     

2 3 4 16 20 28

2 16 3 20 4 28

18 17 32

i j k i j k

i j k

i j k

     

     

  

 

   



 



 

 

ดังนั้น 4 18 17 32u v i j k   


 

 

 

 

ตัวอยาง 1.9.3 ให ,u i j 
 

 v j k 






 และ 4 3w i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ

จงหา a  และb ท่ีทําให w au bv 
  

 
 

วิธีทํา                   w au bv 
  

 

       4 3i j k a i j b j k     
 

    

 

                4 3i j k ai aj bj bk     
 

    

 

     4 3i j k ai a b j bk     
 

   

 

       1a   
             4a b   
                  3b   
จึงไดวา 1, 3a b   
ดังนั้น 1a   และ 3b   ท่ีทําให w au bv 

  
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ตัวอยาง 1.9.4 ให 2 3u i j k  


 



และ 6 2 4v i j k  


 



 เปนเวกเตอร บนปริภูมิสามมิติ     

จงหา 4 2u v
 

 
 

วิธีทํา                                 4 2 4 2 3 2 6 2 4u v i j k i j k      
 

   

 

 

     

   
      

8 12 4 12 4 8

8 12 12 4 4 8

4 8 4

i j k i j k

i j k

i j k

     

       

  

 

   



 



 

 

ดังนั้น 4 2 4 8 4u v i j k   


 

 

 

 
เวกเตอรหนึ่งหนวย ใหเวกเตอร u ai bj ck  



 



 เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย แลว 
เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  คือ  

                 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 a b cu i j k
u a b c a b c a b c

  
     



 





 

  
 

ตัวอยาง 1.9.5 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  1,0,1P  และ    

มีจุดสิ้นสุดท่ีจุด  3,2,0Q   
 

วิธีทํา                       3 1 2 0 0 1PQ i j k     
 

 

 

    2 2i j k  


 

 

                    2 2 22 2 1PQ    


 

    9 3   

        

       

2 2 1
3 3 3

PQ i j k
PQ

  





 



 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร PQ


 คือ 
2 2 1
3 3 3

i j k 


 

 

 

ตัวอยาง 1.9.6 ให 5 2u i j k  


 



เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ จงหาขนาดของ u  และ 

                  เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  
 

วิธีทํา  จาก          5 2u i j k  


 



 

                            2 2 25 1 2 30u     


           
 

จึงไดวา ขนาดของเวกเตอร u  คือ 30  

พิจารณา                           
5 2

30
u i j k
u

 




 




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5 1 2
30 30 30

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร u  คือ 5 1 2
30 30 30

i j k 


 

 

 

ตัวอยาง 1.9.7 ให 2 3 5u i j k  


 



 และ 2 2v i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 

จงหาเวกเตอร w  ซ่ึงมีทิศทางเดียวกับ v  และมีขนาดเทากับ u  

 

วิธีทํา  เนื่องจาก w  มีทิศทางเดียวกับ v และมีขนาดเทากับ u คือ 
vw u
v

     



 



 

หาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

          
     2 2 2

2 2

2 1 2

v i j k
v

 


 



 





 

    

2 2
3

2 1 2
3 3 3

i j k

i j k

 


  



 



 

 

หาขนาดของ u จาก  2 3 5u i j k  


 



จะได    

  

                2 222 3 5 4u    


 

           

2 1 24
3 3 3

vw u i j k
v

             





 

 



 

    

8 4 8
3 3 3

i j k  


 

 

ดังนั้น 
8 4 8
3 3 3

w i j k  


 



 

 

ตัวอยาง 1.9.8 ให 2 4 3u i j k  


 



 และ 2 3v i j k  


 



 เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ  

จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

 
 

วิธีทํา  เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

คือ 
u v
u v



 

 

 

                                 2 4 3 2 3u v i j k i j k       
 

   

 

 

    
     2 1 4 2 3 3

2

i j k

i j

      

 



 

 

 



ตัว
อย
่าง

 30 

               2 21 2 5u v   
   

           
2
5

u v i j
u v
 




 

 

 

1 2
5 5

i j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u v
 

 คือ 1 2
5 5

i j
 

 

 

ตัวอยาง 1.9.9 ใหเวกเตอร PQ


 มีจุดเริ่มตนท่ีจุด  1,0, 3P   และมีขนาดสามหนวย จงหาพิกัด

จุดสิ้นสุด Q  ท่ีทําใหเวกเตอร PQ


 ขนานกับ 2 3 6v i j k  


 



 
 

วิธีทํา ใหพิกัดจุด Q  คือ  , ,a b c  

               1 0 3PQ a i b j c k     
 

 

 

        1 3a i bj c k    


 

 

เนื่องจาก PQ


 ขนานกับ 2 3 6v i j k  


 



 

จึงไดวาตองมีสเกลาร t  ซ่ึงทําให PQ tv




 

                     1 3 2 3 6a i bj c k t i j k      
 

   

     

                  1 3 2 3 6a i bj c k ti tj tk      
 

   

                          

                   

   
 

   

1 2 ............ 1

3 ............ 2

3 6 ............ 3

a t

b t

c t

 



 

 

จาก 3PQ 


 

ดังนั้น                  2 221 3 3a b c      

                   2 221 3 9a b c      

แทนคา                       2 2 22 3 6 9t t t     

             

2 2 2

2

2

4 9 36 9
49 9

9
49

3
7

t t t
t

t

t

  







 

จากสมการ  1             1 2a t   

       2 1a t   

แทนคา  
3
7

t     3 132 1
7 7

a
     
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แทนคา  
3
7

t     3 12 1
7 7

a
      

   

จากสมการ  2    3b t       

แทนคา  
3
7

t     3 93
7 7

b
    

 

แทนคา  
3
7

t               3 93
7 7

b
     

 

จากสมการ 3           3 6c t           

                6 3c t   

แทนคา  
3
7

t     3 36 3
7 7

c
     

 

แทนคา  
3
7

t              3 396 3
7 7

c
      

 

ดังนั้น เม่ือ
3
7

t   จุด 13 9 3, ,
7 7 7

Q
      

 และ เม่ือ 
3
7

t 
 
จุด 1 9 39, ,

7 7 7
Q
     

 

 

1.10 เวกเตอรในปริภูมิ n มิต ิ

 

นิยาม 1.10.1 ถา n แทนจํานวนจํานวนเต็มบวกแลว n  สิ่งอันดับ (ordered n-tuple) หมายถึง   
ลําดับของจํานวนจริง n  จํานวน  1 2 3, , ,..., na a a a  เรียกเซตของ n  สิ่งอันดับวา 

ปริภูมิ n  มิติ (n - space) และใชสัญลักษณแทนดวย nR  ซ่ึง  
  1 2 3, , ,..., | ; 1, 2,3,...,n

n iR a a a a a R i n          

  1
1 | ; 1iR v v R i     แทนปริภูมิหนึ่งมิติ สมาชิกของ 1R  ประกอบดวย หนึ่งสิ่ง

อันดับ  1n   คือ จํานวนจริงหนึ่งจํานวน ความหมายทางพีชคณิตคือ เซตของจํานวนจริงแสดงได

ดวยเสนจํานวน 

   2
1 2, | ; 1, 2iR v v v R i    แทนปริภูมิสองมิติ สมาชิกของ 2R  ประกอบดวย   

เซตของคูอันดับ  2n   ความหมายทางพีชคณิตคือ เซตคูอันดับของจํานวนจริงแสดงดวยระนาบ

สองมิติ 
   3

1 2 3, , | ; 1, 2,3iR v v v v R i   แทนปริภูมิสามมิติสมาชิกของ 3R ประกอบดวย

เซตของสามสิ่งอันดับของจํานวนจริง แสดงดวยระนาบสามมิติ 
   1 2 3, , ,..., | ; 1, 2,3,...,n

n iR v v v v v R i n   แทนปริภูมิ n  มิติ สมาชิกของ nR   

ประกอบดวยเซตของ n  สิ่งอันดับของจํานวนจริง ซ่ึงทางเรขาคณิตหมายถึงระนาบใน n   มิติ และ
ยากท่ีจะแสดงดวยภาพทางเรขาคณิต ในทางเรขาคณิตเราอาจใช  1 2, ,..., nu u u u  แทนจุดพิกัด 

หรือแทนเวกเตอร u  ซ่ึงมีสวนประกอบ n  สิ่งอันดับ     



ตัว
อย
่าง

 32 

 เชน เวกเตอร    0 0,0,...,0


 แทนเวกเตอรศูนยหรือจุดกําเนิดของ nR  ดังนั้นตอไปนี้

จะเรียกสมาชิก  1 2, ,..., nu u u ของปริภูมิ n  มิติวาจุดหรือเวกเตอรในปริภูมิ n  มิติ 

 
นิยาม 1.10.1 ให  1 2 3, , ,..., nu u u u u



 เปนเวกเตอรบน nR  ขนาดของ u  แบบยูคลีเดียน 

(Euclidean norm) ใชสัญลักษณแทนดวย u  กําหนดโดย  
2 2 2 2
1 2 3 ... nu u u u u    



 
 

ตัวอยาง 1.10.1 ให  5,2, 1,3u  


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหาขนาดของu  
 

วิธีทํา                   5,2, 1,3u  


 

       2 2 2 25 2 1 3      39  

ดังนั้น ขนาดของ u  คือ 39  หนวย 
 
สมบัติขนาดของเวกเตอร ให u  เปนเวกเตอรบน nR สําหรับ สเกลาร k ใด ๆ  

1. 0u 


 

2. 0u 


 ก็ตอเม่ือ 0u 




 

3. ku k u
 

 
 

พิสูจน ให  1 2 3, , ,..., nu u u u u


 เปนเวกเตอรบน nR  

ขอ 1 พิจารณา            1 2 3, , ,..., nu u u u u
  

    2 2 2 2
1 2 3 ... nu u u u      

 เนื่องจาก 2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

 จึงได   2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  แลว 0u 


 

ขอ 2  ถา 0u 


 แลว 0u 




 

 ให      0u 


 

                                1 2 3, , ,..., 0nu u u u   

           2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

                        2 2 2 2
1 2 3 ... 0nu u u u      

จึงได              1 2 3 ... 0nu u u u      

                                   1 2 3, , ,..., 0,0,0,...,0nu u u u   

                              0u 



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จึงไดวา ถา 0u 


 แลว 0u 




  

  ถา 0u 




 แลว 0u 


 

 ให 0u 




 
 พิจารณา            0,0,0,...,0u 

  

    2 2 2 20 0 0 ... 0 0       

 จึงไดวา  ถา 0u 




 แลว 0u 


 

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  แลว 0u 


 ก็ตอเม่ือ 0u 




 

ขอ 3 พิจารณา               1 2 3, , ,..., nku k u u u u


 

     1 2 3, , ,..., nku ku ku ku  

 และ                1 2 3 2, , ,...,ku ku ku ku ku
  

    
 

  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2
1 2 3

...

...

...

n

n

n

k u k u k u k u

k u u u u

k u u u u

k u

    

    

    




  

ดังนั้น สําหรับ u  เปนเวกเตอรบน nR  และ k   เปนสเกลารใด ๆ แลว ku k u
 

 

 
ตัวอยาง 1.10.2 ให  4,1,2,3,2u 



 และ  1,0,2,7, 3v  


 เปนเวกเตอรบน 5R  จงหา 2u   
 

วิธีทํา พิจารณา            2 2u u
 

 

             2 2 2 2 22 4 1 2 3 2

2 34

    


 

ดังนั้น 2 2 34u 


 

           

1.11 การดําเนินการของเวกเตอรในปริภูมิ n มิต ิ
 

ให   1 2 3, , ,..., nu u u u u


  1 2 3, , ,..., nv v v v v


 เปนเวกเตอรบน nR  และ x  เปน 

สเกลารใด ๆ  
 

การเทากันของสองเวกเตอร   u v
 

ก็ตอเม่ือ 1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v     

การบวกเวกเตอร  1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v     
 

 

เวกเตอรศูนย  0 0,0,...,0


 มี สมบั ติ  0 0u u u   
 

  

 สํ าหรั บ ทุ ก

เวกเตอร u  
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ลบของเวกเตอร  ลบของเวกเตอร u  คือ  1 2 3, , ,..., nu u u u u     


  

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร  1 2 3, , ,..., nxu xu xu xu xu


 

การลบเวกเตอร     1 1 2 2 3 3, , ,..., n nu v u v u v u v u v u v        
   

 

 
ตัวอยาง 1.11.1 ให  2, 3,4, 1u   



 และ  5, 3, 4,4v   


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหา 

u v
 

และ 6v  
 

วิธีทํา                                2, 3,4, 1 5, 3, 4,4u v      
 

 

    2 5, 3 3 ,4 4 , 1 4          

              7, 6,0,3   

ดังนั้น u v
 

 คือ  7, 6,0,3  
 

                                  6 6 5, 3, 4,4v   


 

      30, 18, 24,24    

ดังนั้น 6v  คือ  30, 18, 24,24   

 
ตัวอยาง 1.11.2 ให  2,1, 3,0,1u  



 และ  1, 5,2,0,3v  


 เปนเวกเตอรบน 5R จงหา 

u v
 

 
 

วิธีทํา                         2,1, 3,0,1 1, 5, 2,0,3u v    
 

 

     
  

 

2 1,1 5 , 3 2,0 0,1 3

1,6, 5,0, 2

       

  
 

   
ดังนั้น  1,6, 5,0, 2u v   

 

 

 
สมบัติการดําเนินการบวกและการคูณดวยสเกลาร ให u  และ v  เปนเวกเตอรบน nR สําหรับ 
สเกลาร k  และ l  ใด ๆ 

 1. nu v R 
 

 
2. u v v u  
   

  
 3.    u v w u v w    

     

 

 4. 0 0u u u   
 

  

 
 5.   0u u  



 

 

 6. nku R


 
 7.    k lu kl u

 
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8.  k u v ku kv  
   

 

9.  k l u ku lu  
  

 

10. 1u u
 

 
11. 0 0u 





 

12. 0 0k 
 

 
13.  1 u u 

 

 
 

พิสูจน  ใ ห     1 2 3 1 2 3, , ,..., , , , ,...,n nu u u u u v v v v v 
 

 แ ล ะ   1 2 3, , ,..., nw w w w w


เ ป น

เวกเตอรบน nR  
ขอ 1             1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nu v u u u u v v v v  

 

      

    1 1 2 2 3 3, , ,..., n
n nu v u v u v u v R       

ดังนั้น สําหรับ u และ nv R


 แลว 
nu v R 

 

 
ขอ 2           1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ...,n nu v u u u u v v v v  

 

  

   

 
 
   

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n n

n n

n n

u v u v u v u v

v u v u v u v u

v v v v u u u u
v u

    

    

 

 
 

  

ดังนั้น สําหรับ u  และ nv R


 แลว u v v u  
   

  

ขอ 3         1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,..., , , ,...,n n nu v w u u u u v v v v w w w w      
  

 

            
   

        
1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

, , ,..., , , ,...,

, , ,...,
n n n

n n n

u u u u v w v w v w v w

u v w u v w u v w u v w

     

          

                   1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,..., n n nu v w u v w u v w u v w        
 

                          1 1 2 2 3 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n n nu v u v u v u v w w w w     
 

        1 2 3 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,..., , , ,...,n n nu u u u v v v v w w w w      
            u v w  

  

 

ดังนั้น สําหรับ ,u v  และ nw R


 แลว    u v w u v w    
     

 

ขอ 4             1 2 30 , , ,..., 0,0,0,...,0nu u u u u  




 

    1 2 30, 0, 0,..., 0nu u u u      

    1 2 3, , ,..., nu u u u u


 

         1 2 30 0,0,0,...,0 , , ,..., nu u u u u  




 

   
 
 

1 2 3

1 2 3

0 ,0 ,0 ,...,0

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u u

    

 


 

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 0 0u u u   
 

  
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ขอ 5          1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nu u u u u u u u u u       
 

 

   
        

 
1 1 2 2 3 3, , ,...,

0,0,0,...,0 0

n nu u u u u u u u        

 


 

ดังนั้น สําหรับ nu R


 แลว   0u u  


 

 

ขอ 6              1 2 3, , ,..., nku k u u u u


                       

    1 2 3, , ,..., n
nku ku ku ku R      

ดังนั้น สําหรับ nu R


และสเกลาร k ใด ๆ แลว nku R


 
ขอ 7              1 2 3, , ,..., nk lu k l u u u u   

  

   

        
        

        
  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

n

n

n

n

k lu lu lu lu

k lu k lu k lu k lu

kl u kl u kl u kl u

kl u u u u

kl u












 

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว    k lu kl u
 

 

ขอ 8          1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ,...,n nk u v k u u u u v v v v    
   

   

 
        

 
   
   

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n n

n n

n n

n n

n n

k u v u v u v u v

k u v k u v k u v k u v

ku kv ku kv ku kv ku kv

ku ku ku ku kv kv kv kv

k u u u u k v v v v
ku kv

    

    

    

 

 

 
 

 

ดังนั้น สําหรับ , nu v R
 

 แลว  k u v ku kv  
   

  

ขอ 9          1 2 3, , ,..., nk l u k l u u u u  


 

   

        
 
   
   

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , ,...,

, , ,...,

, , ,..., , , ,...,

, , ,..., , , ,...,

n

n n

n n

n n

k l u k l u k l u k l u

ku lu ku lu ku lu ku lu

ku ku ku ku lu lu lu lu

k u u u u l u u u u
ku lu

    

    

 

 

 
 

 

ดังนั้น สําหรับ u nR และ ,k l  เปนสเกลารใด ๆ แลว k l u ku lu  
  

 

ขอ 10              1 2 31 1 , , ,..., nu u u u u


        

   
 
 

1 2 3

1 2 3

1 ,1 ,1 ,...,1

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u u



 

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ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 1u u
 

  
ขอ 11            1 2 30 0 , , ,..., nu u u u u



 

   
 

 
1 2 30 ,0 ,0 ,...,0

0,0,0,...,0 0
nu u u u

 
  

ดังนั้น สําหรับ u nR  แลว 0 0u 




  
ขอ 12            0 0,0,0,...,0k k



 

   
 

 

0, 0, 0,..., 0

0,0,0,...,0 0

k k k k

 
  

ดังนั้น สําหรับเวกเตอรศูนย 0 nR


 และสเกลาร k  ใด ๆ แลว 0 0k 
 

  
ขอ 13           1 2 31 1 , , ,..., nu u u u u  



 

   

        
 

1 2 3

1 2 3

1 , 1 , 1 ,..., 1

, , ,...,
n

n

u u u u

u u u u
u

    

    




 

ดังนั้น สําหรับ nu R


 แลว  1 u u 
 

ฃ 
 

หมายเหตุ การเขียนเวกเตอร  1 2 3, , ,..., nu u u u v


 ใน nR  บางครั้งเขียนในรูปเวกเตอรแถว   

(row-vector)  1 2 3, , ,..., nu u u u u


 หรือเขียนในเวกเตอรหลัก (column-vector)  

1

2

3

n

u
u
uu

u

 
 
 
 
   
 
 
 
  





 การเขียนเวกเตอรท้ัง 3 รูปแบบอาจแตกตางกันไปแลวแตความสะดวกและปญหาท่ี
เก่ียวของ 
 
นิยาม 1.11.2 เวกเตอรหนึ่งหนวยใน nR  คือเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย สําหรับเวกเตอร u  ใน 

nR จะกลาววา u เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยเม่ือ 1u 


 
 

 สําหรับ u และ v  เปนเวกเตอรบน nR  จะกลาววา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง

เวกเตอร v  เม่ือ  
vu
v








  

 ในทํานองเดียวกัน จะกลาววา u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางตรงขามกับ v  เม่ือ 
vu
v







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ตัวอยาง 1.11.3 ให  2,5,1, 1v  


 เปนเวกเตอรบน 4R  จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ 

v  และเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  
 

วิธีทํา  ให u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ v  

 จึงได           
vu
v








 

    
 

       2 2 2 2

2,5,1, 1

2 5 1 1




   
 

    

 2,5,1, 1
31

2 5 1 1, , ,
31 31 31 31




     

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ v คือ 2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

     
 

 ให w  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  

 จึงได               
vw
v








 

 นั่นคือ    2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

     
   

  2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

       
 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  คือ 2 5 1 1, , ,
31 31 31 31

      
 

 
1.12 สรุป 
 บทนี้เปนการศึกษาถึงปริมาณเวกเตอร เวกเตอรในระนาบ เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
เวกเตอรในปริภูมิ n มิติ และการดําเนินการของเวกเตอร สรุปไดดังนี้ 
 ปริมาณเวกเตอร คือ ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง โดยใชสวนของเสนตรงท่ีมีลูกศรแทน 
เวกเตอร ซ่ึงความยาวของเสนตรงแทนขนาดของเวกเตอร ลูกศรแทนทิศทางของเวกเตอร 
เวกเตอรในระนาบ 
 สําหรับ  ,u a b



และ  ,v c d


 เปนเวกเตอรในระนาบและสเกลาร  

พีชคณิตของเวกเตอร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 


 

3. การบวก  ,u v a c b d   
 

  

k

u v
 
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4. เวกเตอรศูนย  0 0,0


 

5. การคูณดวยสเกลาร  ,ku ka kb


  

6. ลบของ คือ  ,u a b   


  

 7. การลบ  ,u v a c b d   
 

  

เวกเตอรฐาน สําหรับ    1,0 , 0,1i j 
 

 ให  ,u a b


สามารถเขียนเวกเตอร u  ในรูปผลรวม

เชิงเสนของ i


 และ j


ดังนี้ u ai bj 
 

  

พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ u ai bj 
 

  และ v ci dj 
 



 เปนเวกเตอรในระนาบและ 
สเกลาร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ a c  และ b d  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2u a b 


 

3. การบวก    u v a c i b d j    
 

 

  

4. เวกเตอรศูนย 0 0 0i j 


 

 

5. การคูณดวยสเกลาร ku kai kbj 
 

   

6. ลบของเวกเตอร คือ u ai bj  
 

   

 7. การลบ    u v a c i b d j    
 

 

  

เวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ  1 1 1, ,u a b c



และ  2 2 2, ,v a b c


 เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 

และสเกลาร x  ใด ๆ  

1. การเทากับ u v
 

 ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b และ 1 2c c  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2 2
1 1 1u a b c  



 

3. การบวก  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

  

4. เวกเตอรศูนย  0 0,0,0


 

5. การคูณดวยสเกลาร  1 1 1, ,xu xa xb xc


  

6. ลบของเวกเตอร คือ  1 1 1, ,u a b c    


 

7. การลบ  1 2 1 2 1 2, ,u v a a b b c c    
 

  

เวกเตอรฐาน สําหรับ    1,0,0 , 0,1,0i j 
 

 และ  0,0,1k 


ให  , ,u a b c


สามารถเขียน

เวกเตอร u  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ ,i j
 

 และ k


ดังนี้  u ai bj ck  


 



 

พีชคณิตของเวกเตอร สําหรับ 1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 เปนเวกเตอร   

ในปริภูมิสามมิติและ สเกลาร x  ใด ๆ  

 1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  และ 1 2c c  

2. ขนาดของเวกเตอร 2 2 2
1 1 1u a b c  



 

u

k

u v
 

u

u

u v
 
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3. การบวก      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

  

4. เวกเตอรศูนย 0 0 0 0i j k  


 

 

5. การคูณดวยสเกลาร 1 1 1xu xa i xb j xc k  


 



  

6. ลบของเวกเตอร คือ 1 1 1u a i b j c k   


 



  

 7. การลบ      1 2 1 2 1 2u v a a i b b j c c k      


 

 

  

พีชคณิตของเวกเตอร  บน nR  สําหรับ  และ

 เปนเวกเตอรบน nR  และสเกลาร  

1. การเทากับ  ก็ตอเม่ือ  

 2. ขนาดของ  คือ  

3. การบวก  

4. เวกเตอรศูนย  

5. การคูณดวยสเกลาร  

6. ลบของเวกเตอร คือ  

7. การลบ   

สมบัติของเวกเตอรบน nR   
 1. การปดสําหรับการบวก  
 2. การสลับท่ีสําหรับการบวก  
 3. การเปลี่ยนหมู  

4. การมีเอกลักษณสําหรับการบวก  

5. การมีตัวผกผันสําหรับการบวก  

6. การปดสําหรับการคูณ  
7. การมีเอกลักษณสําหรับการคูณ  
8.  

9.  

10.  

11.  

12.  
13.  
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แบบฝกหัด 1 
 

1. ให  และ  เปนเวกเตอรจงหา 
 1.1    1.2    
 1.3    1.4    
 1.5      
 
2. จงหาขนาดของเวกเตอร  สําหรับเวกเตอร ตอไปนี้ 

 2.1   2.2  

 2.3    2.4  

 2.5   2.6      

 2.7    2.8     

 2.9     2.10   
 

3. จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอรท่ีเกิดจากจุดเริ่มตนท่ีจุด  จุดสิ้นสุดท่ีจุด   
ตอไปนี้ 
 3.1  และ  3.2  และ  

 3.3  และ  3.4  และ  

 3.5  และ  

 

4. จงหา  ซ่ึงมีทิศทางเดียวกับ  และมีขนาดเทากับ เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้  

 4.1  และ  

 4.2  และ  

 4.3  และ  

 4.4  และ  

 4.5  และ  

 

5. จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ และ เม่ือกําหนด  และ ตอไปนี้  

 5.1  และ  

 5.2  และ  

 5.3  และ  

 5.4  และ  

 5.5  และ  
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6. ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิ    

จงหาคา 
 6.1     
 6.2  
 6.3    

 6.4   

 6.5  
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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 2 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร 
2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก 
2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร 
2.4 ภาพฉายของเวกเตอร 
2.5 การประยุกตเวกเตอรในระนาบ 
2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร 
2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร 
2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต 
2.9 ทอรก 
2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร 
2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต 
2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร 
2.13 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอรใน

ระนาบและระบบพิกัดฉากได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหามุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาภาพฉายของเวกเตอรได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและสามารถประยุกตเวกเตอรในระนาบได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอรได 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต

ได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาทอรกได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร

ได 
9. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร

ได 
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วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 2 
ผลคูณของเวกเตอร  

  

 ในบทนี้จะกลาวถึง ผลคูณเชิงสเกลาร มุมระหวางเวกเตอร  ภาพฉายของเวกเตอร           
การประยุกตเวกเตอรในระนาบ ผลคูณเปนเวกเตอร  ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต   
ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลาร  ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร ทอรก ผลคูณเชิงสเกลารของสาม
เวกเตอร และผลคูณเวกเตอรของสามเวกเตอร  
 

2.1 ผลคูณเชิงสเกลารของสองเวกเตอร  
 

นิยาม 2.1.1 ผลคูณเชิงสเกลาร (scalar product) ของเวกเตอร u  กับเวกเตอร v  คือ ผลคูณของ
ขนาดของเวกเตอรท้ังสองกับคาโคไซนของมุมระหวาง u  กับ v  ใชสัญลักษณ u v   
นั่นคือ  cosu v u v  

   

 และ 0     เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
 

 ผลคูณเชิงสเกลาร ของสองเวกเตอรจะมีคาเปนจํานวนจรงิ ผลคูณเชิงสเกลารมีชื่ออ่ืนอีก คือ    
ผลคูณภายใน (inner product) หรือ ผลคูณแบบจุด (dot product )  
 
สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ เม่ือ k  เปนสเกลารใด ๆ 

1. u v v u  
   

 

2. 
2u u u 

  

 

3.      ku v k u v u kv    
     

  

4. ถา u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย u  จะตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 0u v 
 

 
5.  u v w u v u w     
      

  

6.    u v w z u w u z v w v z          
          

 

7.     2 2u v u v u v    
     

 
 

พิสูจน ขอ 1 จากนิยาม      cosu v u v  
   

 

cosv u 
 

 

v u 
 

 
ดังนั้น สําหรับเวกเตอร u และ v  ใด ๆ u v v u  

   

 
 

ขอ 2 พิจารณา          cosu u u u  
   

 

2

cos 0u u

u





 



      

ดังนั้น 
2u u u 

  

 

ขอ 3 แบงการพิสูจนเปน 3 กรณี 
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กรณีท่ี 1 ถา 0k   ดังนั้น k k    

  ให    เปนมุมระหวาง u กับ v  
         เปนมุมระหวาง ku กับ v  

         เปนมุมระหวาง u กับ kv  

  จึงไดวา      

  พิจารณา                 cosk u v k u v  
   

 

     

 

cos

cos

ku v

ku v

ku v









 

 

 

 

 

        cosk u v k u v  
   

 

     

 

cos

cos

u kv

u kv

u kv









 

 

 

 

 

ดังนั้น      ku v k u v u kv    
     

 

กรณีท่ี 2 ถา 0k   ดังนั้น k k    

  ให    เปนมุมระหวาง u กับ v  
        เปนมุมระหวาง ku กับ v  เม่ือ       

  และ    เปนมุมระหวาง u กับ kv  เม่ือ      

  และ   cos cos cos       

    cos cos cos       

   พิจารณา     cosk u v k u v  
   

 

     

 
 

 

cos

cos

cos

cos

k u v

k u v

k u v

ku v

ku v











 

 



 

 

 

 

 

 

 

  จึงไดวา    k u v ku v  
   

 

  และ                        cosk u v k u v  
   

 

      cosk u v  
 

 

      cosk u v  
 

 

     cosu kv 
 

 

     u kv 
 
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จึงไดวา    k u v u kv  
   

 

ดังนั้น     ku v k u v u kv    
     

 

กรณีท่ี 3 ถา 0k   
พิจารณา                0k u v u v  

   

 

    
 

0
0

0

u v

u v







 

 

 

ดังนั้น      ku v k u v u kv    
     

 

ท้ัง 3 กรณี จึงไดวา      ku v k u v u kv    
     

 

ขอ 4    สําหรับ   เปนมุมระหวาง u กับ v  

  ให u  ตั้งฉากกับ v  จึงได 
2


  

พิจารณา              cos
2

u v u v      
   

 

 0
0
u v



 

 

 จึงไดวา ถา u  ตั้งฉากกับ v แลว 0u v 
 

    ............ 1  

   ให 0u v 
 

 
 พิจารณา          cosu v u v  

   

  

              cos 0u v 
 

 

เนื่องจาก  u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย 
จึงได              cos 0  

             
2


  

จาก   เปนมุมระหวาง u กับ v  
จึงไดวา u  ตั้งฉากกับ v       ............ 2  

จาก  1 และ 2 ; ถา u  และ v  ไมเปนเวกเตอรศูนย u  จะตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 0u v 
 

 

 
ขอ 5 สมบัติการกระจาย จะแสดงการพิสูจนหลังจากศึกษาเรื่องภาพฉายของเวกเตอร 
 

ขอ 6                           u v w z u v w u v z        
        

 

    
   u w v w u z v z
u w u z v w v z

       

       

      

      

 

ดังนั้น    u v w z u w u z v w v z          
          

 
 



ตัว
อย
่าง

50 

 
 

ขอ 7  พิจารณา               u v u v u u v v u v                
         

 

    

   
   

 2 2

2 2

1 0

u u u v v u v v

u u v v u v u v

u v

u v

         

               

   

 

       

       

 

 

 

ดังนั้น สําหรับเวกเตอร u และ v  ใด ๆ      2 2u v u v u v    
     

  

 
ขอสังเกต 
 1. ผลคูณเชิงสเกลารไมมีสมบัติการตัดออก นั่นคือ  
  ถา u v u w  

   

 และ 0u 


แลวไมจําเปนท่ี v w
 

 
 2. ผลคูณเชิงสเกลารไมมีสมบัติปด นั่นคือ  
  สําหรับเวกเตอร u และ v ใด ๆ u v  ไมเปนเวกเตอร 
 3. สําหรับเวกเตอร ,u v  และ w ใด ๆ 

  3.1  u v w 
  

 ไมมีความหมาย  

  3.2 u v w 
  

 ไมมีความหมาย 
  3.3 สําหรับสเกลาร k  ใด ๆ k u   ไมมีความหมาย  
 
ตัวอยาง 2.1.1 สําหรับ u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ถา เวกเตอร u  มีขนาด 2 หนวย เวกเตอร v     

มีขนาด 5 หนวย และมุมระหวางเวกเตอรท้ังสองคือ 
3


 จงหา u v   
 

วิธีทํา  จากนิยาม         cosu v u v  
   

 

    

  2 5 cos
3

110
2

5



    





 

ดังนั้น 5u v 
 

 
 
ทฤษฎีบท 2.1.1 กฎของโคไซน (law of cosines) ถา u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ และ  เปนมุม

ระหวางเวกเตอรท้ังสอง จะไดวา 
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

  และ 
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     
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พิสูจน ให u มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  เวกเตอร v  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ
จุดสิ้นสุดท่ีจุด C  และ เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ v  ดังภาพท่ี 2.1.1 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.1.1 การพิสูจน 
2u v

 

 

 
พิจารณาภาพสามเหลี่ยม ADE โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

      2 22 cos sinu v v u u    
    

 

    

   

 

2 2

2 2 22 2

2 2 2 2

2 2

cos sin

2 cos cos sin

2 cos cos sin

2 cos

v u u

v v u u u

v u v u

u v u v

 

  

  



  

   

   

  

  

    

   

   

 

ดังนั้น  
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 
 

 พิจารณาสามเหลี่ยม ABC  ใหเวกเตอร u  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B
เวกเตอร v  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A และจุดสิ้นสุดท่ีจุด C  และ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  จากจุด B  

ลากเสนตั้งฉากกับ v  ท่ีจุด D และให BD x  ดังภาพท่ี 2.1.2 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.1.2 การพิสูจน 
2u v

 

 
  

จากภาพท่ี 2.1.2 รูปสามเหลี่ยม ABD โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

    22 2cosu u x 
 

 

    
2 22 2cosx u u  
 

     ............ 1  
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พิจารณาภาพสามเหลี่ยม BCD  โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส 

        22 2cosu v v u x   
   

 

    2 2 22 22 cos cosx u v v v u u        
     

  

              
2 2 2 22 cos cosu v v v u u     

     

  ............ 2  

สมการ 1  สมการ 2 ;  

  
2 2 2 2 22 22 cos cos cosu v v v u u u u       

       

 

                 
2 2 22 cosu v v v u u   

     

 

                                          
2 2 2 2 cosu v u v v u    

     

 

ดังนั้น 
2 2 2 2 cosu v u v v u    

     

 
 

ทฤษฎีบท 2.1.2 กฎสี่เหลี่ยมดานขนาน  (law of parallelogram ) ถา u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ 

จะได   2 2 2 22u v u v u v    
     

 
 

พิสูจน        2 2 2 2 2 22 cos 2 cosu v u v u v u v u v u v         
           

 

       

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 cos 2 cos

2 2

2

u v u v u v u v

u v u v

u u v v

u v

u v

      

   

   

 

 

       

   

   

 

 

 

ดังนั้น  2 2 2 22u v u v u v    
     

 
 

ตัวอยาง 2.1.2 สําหรับ u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ ถา 2, 3u v 
 

 และ 6u v 
 

 จงหา 

  1. u v
 

  2. u v
 

 3. มุมระหวางเวกเตอร u  และ v  
 

วิธีทํา ขอ 1  พิจารณา   
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

     
     

2 2

2 2

2

2 3 2 6 25

u v u v   

   

   

 

ดังนั้น  5u v 
 

 

ขอ 2 พิจารณา        
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

    
 

2 2 2

4 9 2 6 1

u v u v   

   

   
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ดังนั้น  1u v 
 

 

ขอ 3 จาก     cos u v
u v





 

    
6 1

2 3
   

           arccos 1 0   

ดังนั้น มุมระหวาง u  และ v  คือ 0  แสดงวา เวกเตอรท้ังสองขนานกัน 
 

 จากตัวอยาง 2.1.2 พบวาเวกเตอร u และ v  ทํามุม 0  แสดงวาเวกเตอรท้ังสองขนานกัน
พิจารณา  2 3 5u v   

 

    ........... 1  

  และ      5u v 
 

    

จาก สมการ และสมการ จึงไดวา  

ดังนั้น ถา เวกเตอร และ  ขนานกัน จะไดวา  

 

ตัวอยาง 2.1.3 ให  และ เปนเวกเตอรใด ๆ ถา 4, 3u v 
 

 และ 11
2

u v 
 

 จงหา 

      1. u v
 

 2. มุมระหวางเวกเตอร u  กับ v  
 

วิธีทํา ขอ 1           
2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

 

       

2 2

2 2

2

114 3 2
2

36

u v u v   

      



   

 

ดังนั้น  6u v 
 

 

 ขอ 2 จาก 
   

cos u v
u v





 

    

11
112

4 3 24
   

          11arccos
24


    

7
20


  

ดังนั้น มุมระหวาง u  และ v คือ 7
20
  

 จากตัวอยาง 2.1.3 พบวาเวกเตอร u และ v  ทํามุม 7
20
  แสดงวาเวกเตอรท้ังสองไมขนาน

กันพิจารณา  4 3 12u v   
 

    ........... 1  

และ     6u v 
 

    ........... 2  

จาก สมการ 1 และสมการ 2 จึงไดวา u v u v  
   

 

จึงไดวา ถา เวกเตอร u  และ v ไมขนานกัน แลว u v u v  
      

นั่นคือ ผลบวกความยาวของดานสองดานของสามเหลี่ยมตองยาวกวาดานท่ีสามเสมอ ดังภาพท่ี 2.1.3 

 ........... 2

 1  2 u v u v  
   

u v u v u v  
   

u v
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ภาพท่ี 2.1.3 ผลบวกความยาวของดานสองดานของสามเหลี่ยมตองยาวกวาดานท่ีสาม 
 

2.2 ผลคูณเชิงสเกลารของเวกเตอรบนระบบพิกัดฉาก 
 

 ผลคูณเชิงสเกลารหนึ่งหนวยตามแกนพิกัดฉากดังนี้ 

พิจารณา     cos 0 1 1 1 1i i i i   
   

 

     cos 0 1 1 1 1j j j j   
   

 

     cos 0 1 1 1 1k k k k   
   

 

     cos 1 1 0 0
2

i j i j 
   
   

 

     cos 1 1 0 0
2

j k j k 
   
 

 

 

     cos 1 1 0 0
2

k i k i 
   
 

 

 

 สรุปไดดังนี้ 1i i j j k k     
 

   

  และ 0i j j k k i     
 

   

 สําหรับเวกเตอร u  
และเวกเตอร v  ในระนาบใด ๆ สามารถหาผลคูณเชิงสเกลารจากทฤษฎีบทตอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 2.2.1 ให 1 1u a i b j 
 



 และ 2 2v a i b j 
 



 เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ ผลคูณเชิง  

สเกลารของ u  กับ v  คือ 1 2 2 2u v a a b b  
 

 

 
พิสูจน  
 
 
 
 
 
 
ให u และ v  เปนเวกเตอรในระนาบ ใด ๆ  เปนมุมระหวางเวกเตอร u กับ v  
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จากทฤษฎีบทของโคไซน  
               2 2 2 2 cosv u u v u v    

     

 

          2 2 22 cosu v u v v u   
     

 

                      2 2 21cos
2

u v u v v u   
     

 

       
22 2

1 1 2 2 2 2 1 1
1
2

a i b j a i b j a i b j a i b j           
       

 

     2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 2
2

a b a b a a a a b b b b           

     1 2 1 2
1 2 2
2

a a b b   

    1 2 1 2a a b b   

จากนิยาม cosu v u v  
   

 

ดังนั้น 1 2 1 2u v a a b b  
 

 
 

 ในทํานองเดียวกันสําหรับเวกเตอร 1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 เปน

เวกเตอรบนปริภูมิสามมิติใด ๆ ผลคูณเชิง สเกลารของ u  กับ v  คือ 1 2 2 2 1 2u v a a b b c c   
 

 

 
ตัวอยาง 2.2.2 ให 2 3u i j 

 

  และ 2 4v i j 
 

 เปนเวกเตอรในระนาบ จงหาคา u v   
 

วิธีทํา            2 3 2 4u v i j i j    
   

 

 

         2 2 3 4
16

 


 

ดังนั้น 16u v 
 

  
 

ตัวอยาง 2.2.1 ให 3 4 2u i j k  


 



 และ 2 2v i j k  


 



เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ  จง

หาคา u v   
 

วิธีทํา          3 4 2 2 2u v i j k i j k      
 

   

 

 

            3 2 4 2 2 1
4

    


 

ดังนั้น 16u v 
 
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ตัวอยาง 2.2.2 จงแสดงวาสวนของเสนตรงท่ีผานจุด  3,7A  จุด  3,1B  และเสนตรงท่ีผาน         

จุด  1,1C   และจุด  4,4D   ตั้งฉากกัน 
 

วิธีทํา   พิจารณาภาพ   
 
 
 
 

                3 3 1 7 6 6AB i j i j      


   

 

                4 1 4 1 3 3CD i j i j         


   

 

พิจารณา                        6 3 6 3 18 18 0AB CD         
 

 

เนื่องจาก AB


 และCD


 ไมเปนเวกเตอรศูนย และ 0AB CD 
 

 

ทําใหเวกเตอร AB


 ตั้งฉากกับเวกเตอร CD


  
ดังนั้น เสนตรงท่ีผานจุด  3,7A  จุด  3,1B  และผานจุด  1,1C   จุด  4,4D   ตั้งฉากกัน 
 

ตั วอย าง  2.2.3 กําหนดสามเหลี่ ยม ABC  ซ่ึ ง มี เวกเตอร  2 2AB i j 


 

 และเวกเตอร  

3 3AC i j 


 

 เปนเสนขอบ จงหาพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC  
 

วิธีทํา  พิจารณา             2 2 3 3AB AC i j i j     
 

   

 

               2 3 2 3 0     

แสดงวา ดานท้ังสองตั้งฉากกัน จึงเปนสามเหลี่ยมมุมฉาก 

             พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม
1
2

AB AC
 

 

                  2 2 2 21 2 2 3 3 6
2

       

จึงไดวา พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC คือ 6  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 2.2.4 ให u  และ v  เปนเวกเตอร ในระนาบ ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ถา   
                   3 4u v i j  

 

  และ 2u v i j  
 

   จงหา u v   
 

วิธีทํา จาก                3 4u v i j  
 

      ............ 1  

                            2u v i j  
 

      ............ 2  

นําสมการ 1 สมการ 2 ;         3 4 2u v u v i j i j      
   

   

 

                                                       2 4 2u i j 
 

  

                            2u i j 
 

     ............ 3  
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แทนคาสมการ 3 ในสมการ 2 ;  2 3 4i j v i j   
   



 

                     3 4 2v i j i j   
   



 
       3i j 

 

 

พิจารณา                     2 1 1 3u v    
 

 

          5  
ดังนั้น 5u v 

 

 
 
วิธีทํา 2 ให  เปนมุมระหวาง u กับ v  
                                     2 2 2 2 cosu v u v u v    

     

   ............ 1  

 และ                         2 2 2 2 cosu v u v u v    
     

  ............ 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;  2 2 4 cosu v u v u v    
     

   ............ 3  

จาก 3 4u v i j  
 

   จึงได              2 2 23 4 25u v    
 

 

และ 2u v i j  
 

    จึงได              2 2 21 2 5u v   
 

            

จาก cosu v u v  
   

  

แทนคาในสมการ  3 ;      25 5 4 u v  
 

 

         
20 5
4

u v  
 

     

ดังนั้น 5u v 
 

 
 

2.3 มุมระหวางเวกเตอร 2 เวกเตอร  
 

ทฤษฎีบท 2.3.1 ให u และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ จะไดวา cos u v
u v





 

 

 เม่ือ   เปนมุมระหวาง

เวกเตอรท้ังสอง 
 

พิสูจน ให u  และ v เปนเวกเตอรใด ๆ    เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
จากนิยามผลคูณเชิงสเกลารคือ cosu v u v  

   

  

จัดสมการใหม 
                 

cos u v
u v





 

 

  

ดังนั้น สําหรับ  เปนมุมระหวาง u กับ v  จะได cos u v
u v





 

 
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ตัวอยาง 2.3.1 ให 4 3u i j 
 

  กับ 5 12v i j 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ จงหามุมระหวาง
เวกเตอรท้ังสอง  

 

วิธีทํา           4 5 3 12 20 36 16u v      
 

    

           2 24 3 16 9 25 5u      
     

                      2 25 12 25 144 169 13v       
      

              
 16 16cos
5 13 65

u v
u v




  


 

 

 

       
       

16arccos
65


     

29
50


  

จึงไดวา มุมระหวาง 4 3u i j 
 

  กับ 5 12v i j 
 

  คือ 29
50
  

 
ตัวอยาง 2.3.2 ให 2u i aj 

 

  และ 3v i j 
 

  เปนเวกเตอร ในระนาบ เม่ือมุมระหวาง u  กับ 

v  เทากับ 
4


 เม่ือ 0a  จงหาเวกเตอร u  

 

วิธีทํา   จากทฤษฎีบท                  cos u v
u v





 

 

 

                                       2 1 3 2 3u v a a    
 

  

ขนาดของเวกเตอร u  และ v ; 24u a 


 และ 1 9 10v   


 

            

   
  2

2 3cos
4 10 4

a

a

      
 

                 
  2

1 2 3
2 10 4

a

a





 

             
 

1
2 210 4

2 3
2

a
a

        
 

             
1

2 22 3 20 5a a    

                 2 22 3 20 5a a    

                       24 12 16 0a a    
      4 1 0a a    

                           4,1a   

แทนคา 1a   ดังนั้น 2u i j 
 

  
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ตัวอยาง 2.3.3 กําหนดรูปสามเหลี่ ยม ABC  ท่ี มีจุดยอดอยู ท่ี   0,0A จุด  3,5B  และ          

 5,2C  จงหามุม C   
 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากภาพ                                   0 5 0 2CA i j   


 

 

    5 2i j 
 

 

                               25 4CA  


29  

                                   3 5 5 2CB i j   


 

 

     2 3i j 
 

 

                                4 9CB  


13  

                               5 2 2 3CA CB     
 

 

              10 6 4    

 หามุม C  คือ                มุม arccos CA CBC
CA CB

         

 

 

 

     4arccos
29 13

    
 

     4arccos
377

    
 

ดังนั้น มุมC  คือ 4arccos
377

    
 

 
 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

60 

 
 

ตัวอยาง 2.3.4 ให u i j 
 

  และv ai bj 
 

  เปนเวกเตอรในระนาบ  โดยท่ี ,a b  ไมเปนศูนย      ถา 

  เปนมุมระหวาง u


กับ v  โดยท่ี 4u v 
 

 และ
3tan
4

  จงหา v  และ v  

 

วิธีทํา จาก  
3tan
4

  พิจารณา สามเหลี่ยมมุมฉาก 

 
 
 
 
 

จากภาพพบวา 
4cos
5

  

จาก     cosu v u v  
   

 

พิจารณา            2 2 44 1 1
5

v
      
  

        5 2 v


 

                 5 5 2
22

v  


 

ดังนั้น ขนาดของเวกเตอร v  คือ 5 2
2

 

จาก  u i j 
 

  และ v ai bj 
 

  

         1 1u v a b   
 

 

กําหนดให 4u v 
 

 
จึงได              4a b      ............ 1  

จาก 
                

2 2v a b 


 

เนื่องจาก  5
2

v 
  

จึงได        2 2 5
2

a b   

          2 2 25
2

a b      ............ 2  

จากสมการ  1 ;                4a b       ............ 3  

แทนคาสมการ 3 ในสมการ  2 ;  

จึงได     2 2 254
2

b b    

     2 22 8 16 25b b b     
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            2 22 16 32 2 25b b b     
            24 16 7 0b b    
           2 7 2 1 0b b    

                                     
1 7,
2 2

b    แทนคาในสมการ 3   

จาก                 4a b   

แทนคา 
1 ;
2

b     1 74
2 2

a
      

 

แทนคา 
7 ;
2

b     7 14
2 2

a
      

 

ดังนั้น  
7 1
2 2

v i j 
 



 หรือ 1 7
2 2

v i j 
 



 

 

2.4 ภาพฉายของเวกเตอร  
 

นิยาม 2.4.1 ให u เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนยและ l เปนเสนตรง ถาลากเสนตรง จากจุดตั้งตน
ของเวกเตอร u  ไปตั้งฉากกับเสนตรง l  ท่ีจุด A  และจุดปลายของ u  ไปตั้งฉากกับ
เสนตรง l  ท่ีจุด B  เรียกสวนของเสนตรง AB  วาภาพฉายเชิงสเกลาร (scalar 
projection) ของ u บนเสนตรง l  ใชสัญลักษณแทนดวย lscal u  ดังภาพท่ี 2.4.1 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.1 ภาพฉายเชิงสเกลารของ u บนเสนตรง l  

ถา เวกเตอร u  ทํามุม   กับเสนตรง l  จะไดวา ระยะ AB เทากับ cosu 


 แสดงดังภาพ

ท่ี 2.4.2 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.2 ขนาดภาพฉายเชิงสเกลารของ u บนเสนตรง l  
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นิยาม 2.4.2 ถา u และ v  เปนเวกเตอร ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย และ  เปนมุมระหวางเวกเตอรท้ังสอง 
กําหนดภาพฉายเวกเตอร (vector projection) ของ u บน v  ใชสัญลักษณแทนดวย 

vproj u   โดยท่ี  cosv
vproj u u
v





 



 ดังภาพท่ี 2.4.3 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 2.4.3 ภาพฉายของเวกเตอรของ u  บน v  

 จากนิยาม                 cosv
vproj u u
v





 



 

     2
u v v u vu v
u v v v

                   

    

 

  



 

 จากภาพท่ี 2.4.3 cosvscal u u 

 

 เม่ือ   เปนมุมระหวาง u กับ v  

ดังนั้น      v
u vscal u u
u v

      


 

 

 

 u v
v



 



 

จาก    2v
u vproj u v
v

      


 

 



u v v
v v

      

  

 

 vscal u w 

 

 

เม่ือ  
vw
v








 เม่ือ w  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของเวกเตอร v  

 จะแสดงการพิสูจนสมบัติการกระจาย  u v w u v u w     
      

 โดยพิจารณาจากภาพ

ฉายของเวกเตอร v  และ w  บนเวกเตอร u  ดังนี้ 
 
 
 

 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.4.4 การพิสูจนสมบัติการกระจาย 
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ให un
u








 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางของ u  

ทราบวา  AB 


ระยะภาพฉายของ v  บน u v n 
  

 

 BC 


ระยะภาพฉายของ w  บน u w n 
  

 

และ  AB 


ระยะภาพฉายของ v w
 

 บน  u v w n  
   

 

จาก AC AB BC 
  

 จะได  v w n v n w n     
      

 

คูณดวย u  ได u n u
  

 จะได  v w u v u w u     
      

 

โดยสมบัติการสลับท่ี จะได  u v w u v u w     
      

 

 
ตัวอยาง 2.4.1 ให 2 5u i j 

 

  และ 2 3v i j 
 

  จงหาภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  
และภาพฉายเวกเตอรของ u บน v  

 

วิธีทํา จาก    v
u vscal u

v




 





 

            2 5 2 3u v i j i j     
   

 

 

         2 2 5 3 19      

              2 22 3 13v     
  

จึงไดวา                     19
13vscal u 



  

เนื่องจาก ภาพฉายเชิงสเกลารของเวกเตอร คือความยาวจึงไมสนใจเครื่องหมาย 

ดังนั้น ภาพฉายเชิงสเกลารของเวกเตอร u บนเสนตรง v  คือ 19
13

 

จาก          v vproj u scal u w 

  

 

19 2 3
13 13 13

38 57
13 13

i j

i j

              

 

 

 

 

ดังนั้น ภาพฉายเวกเตอรของ u บน v คือ 38 57
13 13

i j
 
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ตัวอยาง 2.4.2 กําหนดให O  เปนจุดกําเนิดให 3 4OA i j 


 

และ 12 5OB i j 


 

 เปน

เวกเตอรในระนาบ ลากเสน BC  ตั้งฉากกับเวกเตอร OA


 ท่ีจุด C จงหา เวกเตอร 

OC


 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
จากภาพ พบวา OC



 เปน ภาพฉายเวกเตอรของ OB


 บน OA


 

                     
OA

OB OA OAproj OB
OA OA

         



  



 

 

                                       3 4 12 5OA OB i j i j    
 

   

 

          3 12 4 5 16     

                        2 23 4 5OA    


 

จึงได             
16 3 4
5 5OA

i jproj OB
          



 



 

48 64
25 25

i j 
 

 

จึงไดวา 48 64
25 25

OC i j 


 

  

 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

65 

 
 

ตัวอยาง 2.4.3 ให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม ลาก BD  ตั้งฉากกับดาน AC  และCD  ตั้งฉากกับดาน 

AB  ถาให u  และ v  แทนเวกเตอร AB


 และ AC


 ตามลําดับ แลวจงหาเวกเตอร 

DE


 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ 
 
 
 
 
 
  
 
จากภาพจะพบวา DE



 เกิดจากการ AE AD
 

  

เนื่องจาก เวกเตอร AE


 เปนภาพฉายเวกเตอรของ v บน u  

และ เวกเตอร AD


 เปนภาพฉายเวกเตอรของ u บน v   

พิจารณา เวกเตอร         uAE proj v 





 

    2
v u u uv u
u u u

                          

   

 

 



             

                  เวกเตอร vAD proj u 





 

    2
u v v vv u

v v v

                          

   

 

 



 

จึงไดวา                     DE AE AD 
  

 
2 2

u vv u v u
u v

                   

 

   

 

 

  2 2
u vu v
u v

        

 

 

 

  

ดังนั้น เวกเตอร DE


คือ   2 2
u vu v
u v

       

 

 

 
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ตัวอยาง 2.4.4 กําหนดให จุด O เปนจุดกําเนิด 3OA i j 


 

 และ 4OB i j 


 

 เปนเวกเตอร

ในระนาบ  จากจุด A  ลากเสนตรงไปตั้งฉากกับ OB


 ท่ีจุด D  จงหาพ้ืนท่ีของ
สามเหลี่ยม OAD  

 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 จากรูปสามเหลี่ยม OAD  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีความยาวดาน AD  เปนสวนสูง และมี
ความยาวดาน OD  เปนฐาน  

ซ่ึง                    
OB

OD scal OA 



 

     

   
   

     

2 2

3 4

4 1

1 4 3 1 7
16 1 17

i j i jOA OB
OB

  
 




 



   

 



 

จึงไดความยาวฐาน คือ 7
17

  

         
 v OB

OBOD proj u scal OA
OB

  



 





 

     
 

7 4
17 17

i j              

 

 

     28 7
17 17

i j 
 

 

จึงได จุด D  คือ 28 7,
17 17
    

 

สวนสูง AD คือระยะทางจากจุด A ถึงจุด D  

จึงได 
          

2 228 71 3
17 17

AD
               

11
17

  

จึงได ความสูง คือ 11
17
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          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1
2

OAD AD OD    

     

1 7 11
2 17 17
77 2.26
34

  

 

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม OAD  คือ 2.26  ตารางหนวย 
 

2.5 การประยุกตของเวกเตอรในระนาบ  
 

ทฤษฎีบท 2.5.1 ให l  เปนเสนตรงในระนาบ ซ่ึงผานจุด  1 1 1,P x y และตั้งฉากกับเวกเตอร 

N ai bj 


 

 ท่ีจุด  ,P x y  จะไดวาสมการเสนตรง l  สามารถหาไดจาก

ความสัมพันธคือ 1 0N PP 




 และสมการเสนตรง คือ 0ax by c    เม่ือ c  

เปนสเกลารใด ๆ ดังภาพท่ี 2.5.1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.1 เสนตรง l  
  

พิสูจน  ใหเสนตรง l  ผานจุด  1 1 1,P x y  และ N ai bj 


 

 เปนตั้งฉากกับเสนตรง l  ท่ีจุด 

 ,P x y  ดังภาพท่ี 2.5.1 เวกเตอร 1PP


 คือ    1 1x x i y y j  
 

   

จาก 1PP


 ตั้งฉากกับ N


 ดังนั้น  1 0N PP 




        

                    1 1 0ai bj x x i y y j        
   

 

               1 1 0a x x b y y     
                 1 1 0ax ax by by     

                                     0ax by c     เม่ือ  1 1c ax by    

ดังนั้น สมการเสนตรง l  คือ 0ax by c    เม่ือ c  เปนสเกลารใด ๆ 
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ตัวอยาง 2.5.1 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  5, 2 และตั้งฉากกับเวกเตอร 2 3N i j 


 

 
 

วิธีทํา  ใหเสนตรง l  ผานจุด  1 5, 2P   และตั้งฉากกับเวกเตอร 2 3N i j 


 

ท่ีจุด  ,P x y   

พิจารณา    1 5 2PP x i y j   


 

 จึงไดวา 1PP


 ตั้งฉากกับ 2 3N i j 


 

 

            1 0N PP 




 

             2 3 5 2 0i j x i y j     
   

 

                      2 5 3 2 0x y      

                          2 10 3 6 0x y     
                               2 3 16 0x y    

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 2 3 16 0x y    
 
ตัวอยาง 2.5.2 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  1,3 และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  2, 3  และ

 5,4  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
   

 

 
ให 1l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  1 1,3P   และ 2l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  2, 3  และ 5,4  

ให 1l  ตั้งฉากกับ 2l  ท่ีจุด  ,P x y  

ใหเวกเตอร N


 ผานจุด  2, 3  และจุด  5,4  

    5 2 4 3 3 7N i j i j      


   

 

พิจารณา                     1 1 3PP x i y j   


 

 

เนื่องจากเวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเวกเตอร 1PP


 

                       1 0N PP 




 

                                  3 1 7 3 0x y             

              3 3 7 21 0x y       
                                       3 7 18 0x y    

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 3 7 18 0x y     



ตัว
อย
่าง

69 

 
 

ตัวอยาง 2.5.3 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด  2,6  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  4,4 และ 

 1,1  
 

วิธีทํา พิจารณาภาพ  
 

 
 
 
 
 

ให 1l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  1 2,6P  และ 2l  แทนเสนตรงท่ีผานจุด  4,4  และ 1,1  

ให 1l  ตั้งฉากกับ 2l  ท่ีจุด  ,P x y  

ใหเวกเตอร N


 ผานจุด  4,4  และ 1,1  

                                 
     1 4 1 4 3 3N i j i j         


   

 

พิจารณาเวกเตอร    1 2 6PP x i y j   


 

 

 เนื่องจากเวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเวกเตอร 1PP


 

                                          1 0N PP 
 

 
         3 2 3 6 0x y     

                             3 6 3 18 0x y     
              3 3 12 0x y                 

ดังนั้น สมการเสนตรงคือ 3 3 12 0x y     
 
ทฤษฎีบท 2.5.2 เวกเตอร N ai bj 


 

 จะตั้งฉากกับเสนตรง 0ax by c    เม่ือ , 0a b    
 

พิสูจน ให N ai bj 


 

 เปนเวกเตอรใด ๆ สําหรับ , 0a b   และ  1 1 1, ,P x y   2 2 2,P x y  เปน

สองจุดตางกันบนเสนตรง 0ax by c     

จึงไดวา                         1 1 0ax by c         ........... 1  

และ                          2 2 0ax by c         ........... 2  

นําสมการ 2 สมการ 1 ;    2 2 1 1 0ax by c ax by c       

               2 1 2 1 0a x x b y y     

            2 1 2 1 0ai bj x x i y y j        
   

 

นั่นคือ 1 2 0N PP 
 

เนื่องจาก  0N 


และ 1 2 0PP 


  

ดังนั้น เวกเตอร N


 ตั้งฉากกับ 1 2PP


 

นั่นคือ เวกเตอร N


 ตั้งฉากกับเสนตรง 0ax by c     
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ตัวอยาง 2.5.4 จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ เสนตรง 2 3 5 0x y     
 

วิธีทํา  จากเสนตรง 2 3 5 0x y    

โดยทฤษฎีบทเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ 2 3 5 0x y     

คือ 2 3N i j 


 

  
 
ตัวอยาง 2.5.4 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y    
 

วิธีทํา โดยทฤษฎีบท เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y   คือ 2N i j 


 

 

                                22 1 5N   


 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 2 0x y   คือ 2 1
5 5

i j
 

 

 
ระยะทางตั้งฉากจากจุดไปยังเสนตรง 
 

ทฤษฎีบท 2.5.2 ให  1 1 1,P x y  เปนจุดใด ๆ ในระนาบ และสําหรับเสนตรง : 0l ax by c    

ระยะตั้งฉากจากจุด 1P  ไปยังเสนตรง l  ใชสัญลักษณแทนดวย d  กําหนดโดย 

1N
d scal PP 



 เม่ือ P  เปนจุดตัดแกน Y  ของเสนตรง l  เม่ือ P  เปนจุดตัด

แกน Y  ของเสนตรง l  

 

พิสูจน กําหนด จุด  1 1 1,P x y  และเสนตรง : 0l ax by c     ดังภาพท่ี 2.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.2 ระยะทางระหวางจุด  1 1 1,P x y ไปยังเสนตรง l  
 

จากเสนตรง : 0l ax by c      
หาจุดตัดแกน Y  ให 0x   
จึงได      0 0a by c    

                                            by c  

                                             cy
b

  



ตัว
อย
่าง

71 

 
 

จุดตัดแกน Y  คือ 0, cP
b

     
 

พิจารณาเวกเตอร 1PP


 เม่ือ 0, cP
b

     
 และ  1 1 1,P x y  

จึงได  1 0 c cPP x i y j xi y j
b b

                        



   

 

เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง : 0l ax by c    คือ N ai bj 


 

 ดังภาพท่ี 2.5.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.5.3 การพิสูจนทฤษฎีบท 2.5.2 
 

 จากภาพท่ี 2.5.3 พบวา 1N
d scal PP 



 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด  1 1,P x y ถึงเสนตรง : 0l ax by c    คือ 1N
d scal PP 



 

พิจารณา 
          

     1N
d scal PP 



1PP N
N




 



 

     
 1 1

2 2

cx i y j ai bj
b

a b

             




   

 

   

  

1 1

2 2

1 1

2 2

cax b y
b

a b
ax by c

a b

     



 




 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด  1 1,P x y ถึงเสนตรง 0ax by c    คือ 
   1 1

2 2

a x b y c

a b

 


  

 



ตัว
อย
่าง

72 

 
 

ตัวอยาง 2.5.5 จงหาระยะทางจากจุด  1,3  ไปยังเสนตรง 2 5 10 0x y     
 

วิธีทํา        2 5 10 0x y     

        
5 2 10

2 2
5

y x

y x

 

 
 

หาจุดตัดแกน Y  ให 0x  ไดคา  2y    จุดตัดแกน Y  คือ  0,2  

หาจุดตัดแกน X  ให 5x  ไดคา 0y    จุดตัดแกน X  คือ  5,0  

หาเวกเตอร 1PP


  โดยท่ี จุด  0,2P  และจุด  1 1,3P  

พิจารณาภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

      1 1 0 3 2PP i j i j     


   

 

     1N
d scal PP 



 

       
  

1

2 5

4 25

PP N

N

i j i j




 




 



   

 

       

   2 1 5 1

29
7
29

  




 

ดังนั้น ระยะทางจากจุด  1,3  ไปยังเสนตรง 2 5 10 0x y    คือ 7
29

หนวย 
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ตัวอยาง 2.5.6 จงหาระยะทางจากจุด  3, 1  ไปยังเสนตรง : 3 15 0l x y    
 

วิธีทํา  จาก : 3 15 0l x y    

หาจุดตัดแกน Y  ให 0;x    0 3 15 0y    

                3 15y   
                                                   5y   

จุดตัดแกนY  คือ  0, 5P   

ให N


 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเสนตรง : 3 15 0l x y    

จึงได 3N i j 


 

 

พิจารณาเวกเตอร 1PP


 เม่ือ  1 3, 1P   

                          1 3 0 1 5PP i j    


 

 

     3 4i j 
 

 

พิจารณา                                1 3 4 3PP N i j i j    



   

 

          3 1 4 3
9

  


 

พิจารณา                       3N i j 


 

  

        2 21 3

10

  


     

จาก                          1N
d scal PP 



 

     1PP N
N









 

     

9
10
9
10





 

ดังนั้น ระยะทางตั้งฉากจากจุด 3, 1  ไปยังเสนตรง : 3 15 0l x y    คือ 
9
10

หนวย 
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2.6 ผลคูณเชิงเวกเตอร 
 

สําหรับ u  และ v  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ     ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ซ่ึงทํามุม   กัน
อยูในระนาบและจากกฎมือขวา เม่ือกวาดมือขวาจาก u ไป v  จะไดเวกเตอรหนึ่งหนวย n  ท่ีมี
ทิศทางตั้งฉากกับระนาบและชี้ไปในทางนิ้วหัวแมมือ ซ่ึงจะนิยามผลคูณเชิงเวกเตอรดังนี้ 

 

นิยาม 2.6.1 ในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงเวกเตอร (vector product) ของเวกเตอร u  และ v  ใช
สัญลักษณแทนดวย u v

 

 คือ เวกเตอรซ่ึงตั้งฉากกับ u  และ v  โดยทิศทางของ u v
 

 
สอดคลองตาม กฎมือขวา ดังภาพท่ี 2.6.1 

 
 
 
 
   
 

 
 

ภาพท่ี 2.6.1 กฎมือขวา 
 

 และขนาดของ u v
 

 คือ sinu v 
 

 เม่ือ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  ซ่ึง 0   

กลาว คือ sinu v n u v  
    

 

 เม่ือ n  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยซ่ึงตั้งไดฉากกับ u  และ v  โดยท่ี  ,u v   และ n  อยูในกฎ
มือขวาดังภาพท่ี 2.6.2 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
ภาพท่ี 2.6.2  u v

 

 และ v u
 

  
 

 จากนิยาม เวกเตอร u v
 

 จะตั้งฉากกับ u  และ v  เรียกอีกชื่อหนึ่งวา ผลคูณไขว (cross 
product) ของ u และ v  เพราะอยูในรูปของผลคูณของเวกเตอร u v

 
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ตัวอยาง 2.6.1 ให u  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ซ่ึงไมใชเวกเตอรศูนย จงพิจารณาผลคูณเชิง
เวกเตอรระหวาง u กับ u  

 

วิธีทํา พิจารณา  u u
 

 มุมระหวาง u กับ u  คือ 0  
 จากนิยาม จึงได            sin 0u u n u u 

    

   

    
0

0

n u u



  



 

ดังนั้น ผลเชิงเวกเตอรระหวาง u กับ u คือ 0


 
 
ตัวอยาง 2.6.2 จงพิจารณาผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรหนึ่งหนวยมาตรฐานในปริภูมิสามมิติ 
 

วิธีทํา  พิจารณา i i
 

 เนื่องจาก มุมระหวาง i


กับ i


 คือ 0  
 

จากตัวอยาง 2.6.2 จึงไดวา 0i i 


 

 

ในทํานองเดียวกัน 0j j 


 

 และ 0k k 
  

 

พิจารณา i j
 

 จากภาพท่ี 2.6.3 มุมระหวาง i


กับ j


 คือ  

                    sin
2

i j n i j      

   



 

   1 1 1n
n









 

แตเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย i


กับ j


 และอยูในกฎมือขวา คือ k


 จึงได

วา i j k 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
                

         ภาพท่ี 2.6.3  i j
 

                   ภาพท่ี 2.6.4 j i
 

 
 
 
 

2

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พิจารณา j i
 

 จากภาพท่ี 2.6.4 มุมระหวาง j


 กับ i


คือ 
2


  

            sin
2

j i n j i       

   



 

   1 1 1n
n

 







  

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย j


กับ i


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

k


 จึงไดวา j i k 


 

 ดังภาพ 2.6.4 

พิจารณา j k




 จากภาพท่ี 2.6.5 มุมระหวาง j


 กับ k


คือ 
2
  

            sin
2

j k n j k      

 

 



 

   1 1 1n
n









 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย j


 กับ k


 และอยูในกฎมือขวา คือ i


 
จึงไดวา  j k i 



 

 ดังภาพท่ี 2.6.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           ภาพท่ี 2.6.5 j k




             ภาพท่ี 2.6.6 k j




 

พิจารณา  k j




 จากภาพท่ี 2.6.6 มุมระหวาง k


 กับ j


คือ 
2


  

             sin
2

k j n k j       

 

 



 

   1 1 1n
n

 







 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย k


กับ j


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

i


 จึงไดวา k j i 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.6 
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พิจารณา k i




 จากภาพท่ี 2.6.7 มุมระหวาง k


 กับ i


 คือ 
2
  

                                  sin
2

k i n k i      

 

 



 

   1 1 1n
n









 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย k


กับ i


 และอยูในกฎมือขวา คือ  j


  
จึงไดวา  k i j 



 

 ดังภาพท่ี 2.6.7 

พิจารณา i k




 จากภาพท่ี 2.6.8 มุมระหวาง i


 กับ k


คือ 
2


  

                                  sin
2

i k n i k       

 

 

  

   1 1 1n
n

 







    

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย i


 กับ k


 และอยูในกฎมือขวา คือ 

j


 จึงไดวา i k j 


 

 ดังภาพท่ี 2.6.8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              
               

      ภาพท่ี 2.6.7 k i




               ภาพท่ี 2.6.8  i k




 
 
ดังนั้น ผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรปกติมาตรฐานสรุปไดดังนี้ 
 

0i i 


 

 0j j 


 

 0k k 
  

 

i j k 


 

 j i k 


 

 j k i 


 

 

k j i 


 

 k i j 


 

 i k j 


 
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สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 

ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ,r s  เปนสเกลารใด ๆ 

1. 0u v 


 

 ก็ตอเม่ือ เวกเตอร u ขนานกับเวกเตอร v  
2.  u v v u  

   

 

3.  

4.  และ  

5.  
 

พิสูจน  1. สําหรับ  และ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  
ให           

จากนิยาม                         เม่ือ  เปนมุมระหวาง  และ  

เนื่องจาก  และ   

จึงไดวา           เม่ือ    
นั่นคือ หรือ   
ดังนั้น เวกเตอร  และ  ขนานกัน 
 

ให เวกเตอร  และ  ขนานกัน 
  จึงไดวา มีจํานวนจริง  ซ่ึงทําให   
ทําใหมุมระหวาง กับ  คือ  หรือ   

นั่นคือ  

จึงไดวา   

ดังนั้น สําหรับ  และ เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  ก็ตอเม่ือ  และ ขนานกัน 
 

2. แบงการพิสูจนออกเปน 2 กรณีคือ 

กรณีท่ี 1 ถา  หรือ   
จะไดวา  และ  
ดังนั้น  

 กรณีท่ี 2 ถา  และ  
พิจารณา  โดยท่ี  และ  สอดคลองกฎมือขวา 

และ       โดยท่ี  และ  สอดคลองกฎมือขวาดังภาพ

ท่ี 2.6.9 
 
 
 
 

      ru sv rs u v  
   

     u v w u v u w     
            u v w u w v w     

      

0 0u 
 



u v

 0u v 


 
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ภาพท่ี 2.6.9 ทิศทางของ  และทิศทางของ  
 

จากภาพท่ี 2.6.9 พบวา  

ดังนั้น  
 

3. สําหรับ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  และ  และ  เปนมุมระหวาง และ  
จากนิยาม                 

 

ดังนั้น  

4. สําหรับ  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ ให  

และสําหรับ  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย 

พิจารณา                                    

 

แสดงวา  หรือ  ตั้งฉากกับ  ซ่ึงเลือกเวกเตอร  ไมตั้งฉากกับ จะได  
นั่นคือ   

ดังนั้น  

ในการพิสูจน ใชการพิสูจนทํานองเดียวกัน 

5. สําหรับ เวกเตอร ใด ๆ  

พิจารณา         

     

ดังนั้น สําหรับ เปนเวกเตอรใด ๆ  
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2.7 ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร 
  

ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว 

ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  

 

พิสูจน ให และ  

       

              

          

 

  

 

 

ดังนั้น  
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ตัวอยาง 2.7.1 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จงหา 

 
 

วิธีทํา             

 

 

จึงไดวา   
 

ตัวอยาง 2.7.2 จงหา  เม่ือ กําหนดจุด  จุด  และจุด

  
 

วิธีทํา      

    

                              

 

 

จึงไดวา  คือ  
 

ตัวอยาง 2.7.3 ให   และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ 
จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  และ  

 

 วิธีทํา  เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ และ  คือ  

 พิจารณา        
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ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ  กับ  คือ  

 
ตัวอยาง 2.7.4 ใหจุด  จุด และจุด  เปนจุดใน 3 มิติ จงหา 

เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีผานจุด และ  และมีความยาวเทากับ 5 หนวย  
 

วิธีทํา  พิจารณาภาพ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

                       
    

                    
     

พิจารณา                      
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เวกเตอรท่ีตั้งฉากและยาว 5 หนวย 

       

 

                

 

ดังนั้น เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีมีความยาวเทากับ 5 หนวย คือ  

 

ตัวอยาง 2.7.5 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ      
พิจารณาวา ขนานกับ  หรือไม 

 

วิธีทํา            

 

 

ดังนั้น ขนานกับ  
 

ตัวอยาง 2.7.6 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ      

โดย ขนานกับ  จงหา  
 

วิธีทํา  โดยทฤษฎีบท  ขนานกับ  จึงได  

พิจารณา                   
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เนื่องจาก                     

              
 

จึงได                          

                                             

ดังนั้น                                       

 

ตัวอยาง 2.7.7 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ            
จงแสดงวา ตั้งฉากกับ   

 

วิธีทํา โดยพิจารณา  หรือไม 

             

 

     

 

พิจารณา                           

     

เนื่องจากทฤษฎีบท    

ดังนั้น เวกเตอร ตั้งฉากกับ    
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a i j a k

a ai k

                  
              
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
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 

  

8 27 0
3

a


8 27a 
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8

a 

2u i j k  


 

 4 3v i j k  


 



u u v
 

  0u v u  
  

2 1 1
4 3 1

i j k
u v 





 

 

1 1 2 1 2 1
3 1 4 1 4 3

i j k  
 



 

     1 3 2 4 6 4i j k             
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
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ตัวอยาง 2.7.8 ให 2u ai bj k  


 



 และ 2 3v ai bj 
 

  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยท่ี 

a  และb  เปนจํานวนเต็มบวก และ  เปนมุมระหวาง  กับ  ถา และ

 แลว  
 

วิธีทํา  พิจารณา        

     

 

                                 

 

                                               

    

จาก                                 

                                             

 

 

                                  

                                    

                                   
             

จาก                      

                                               
                                 
                                      
                                                

แทนคาสมการ ในสมการ  

 u v 3u 


1cos
3

 u v
 

2
2 3 0

i j k
u v a b

a b
 





 

 

2 2
3 0 2 0 2 3
b a a b

i j k
b a a b

  
 



 

     0 6 0 4 3 2

6 4 5

b i a j ab ab k

bi aj abk

         

  



 



 

   2 2 3u v ai bj k ai bj     


   

 

        
2 2

2 3 2 0

2 3

a a b b

a b

   

 
2 3v ai bj 
 



   2 2

2 2

2 3

4 9

a b

a b

  

 

cos u v
u v





 

 

  
2 2

2 2

1 2 3
3 3 4 9

a b

a b






2 2 2 24 9 2 3a b a b  

 22 2 2 24 9 2 3a b a b  
2 2 4 2 2 44 9 4 12 9a b a a b b   

4 2 2 4 2 24 12 9 4 9 0a a b b a b      ........... 1

2u ai bj k  


 



2 23 4a b  
2 2 4 9a b  

2 2 9 4 5a b   
2 25a b   ........... 2
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      หรือ    

                หรือ        

           หรือ         

จากโจทยกําหนดให เปนจํานวนเต็มบวก 
จึงไดวา    แทนคาในสมการ  

จาก สมการ             

แทนคา            

     
               
จากโจทยกําหนดให  เปนจํานวนเต็มบวก 
จึงได   

จาก                                  

แทนคา จึงได          

 

ดังนั้น  
 

ตัวอยาง 2.7.9 ให  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ โดยท่ี  และ
จงหา  

 

วิธีทํา  ให  

พิจารณา          

     
 

     22 2 2 4 2 24 5 12 5 9 4 5 9 0b b b b b b       
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1b   2

 2 ; 2 25a b 

1b   22 5 1a  
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2a 
a

2a 

6 4 5u v bi aj abk   


 

 

2, 1a b        6 1 4 2 5 2 1u v i j k   


 

 

6 8 10i j k  


 

6 8 10u v i j k   


 

 

3 4 5u i j k  


 



0u v 


 

50u v 
  v

v ai bj ck  


 


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i j k
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  


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เนื่องจากโจทยกําหนด                    

 

                 

             

                    

จากสมการ                        

               

                 

จากสมการ     

                                              

      
              

 

แทนคา  และ  ในเวกเตอร  

จึงไดวา                    

จาก                                   
พิจารณา      

      
 

                      

                     
                                    
                                           

                                          

       

ดังนั้น  
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     
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4 5 0c b   ............ 1

3 5 0c a    ............ 2

3 4 0b a   ............ 3

 1 ; 4 5 0c b 

5 4b c
4
5

b c

 2 ; 3 5 0c a  

5 3a c 
3
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3
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a c
4
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b c v ai bj ck  

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
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2.8 ความหมายของผลคูณเวกเตอรในเชิงเรขาคณิต 
 

ทฤษฎีบท 2.8.1 สี่เหลี่ยมดานขนาน (parallelogram area) ท่ีมีเสนขอบเปนเวกเตอร u  และ v  จะ
ไดวา พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานคือ u v

 

  

 

พิสูจน ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ พิจารณาขนาดของผลคูณเวกเตอรจะได 
sin

sin

u v n u v

u v





 



    

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 2.8.1 รูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเสนขอบ 

 

 พิจารณาภาพท่ี 2.8.1 เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีเวกเตอร u  และ v  เปนเสนขอบ     
จะไดวา u  เปนความยาวของฐาน และ sinv 



 เปนสวนสูงของรูปสี่เหลี่ยม จะไดวา u v
 

 คือ

พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเปนเสนขอบ โดยท่ี 
                                    พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน sinu v 

 

 

       u v 
 

 

 ผลคูณ u v
 

 เปนเวกเตอรพ้ืนท่ีกลาวคือ u v
 

จะมีคาเทากับพ้ืนท่ี และu v
 

 มีทิศทาง

ตั้งฉากกับบริเวณพ้ืนท่ีนั้น  
จากทฤษฎีบท 2.8.1จะไดวาพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม (triangle area) ซ่ึงมี u  และ v  เปนเสน

ขอบ พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยมสามารถหาไดโดยพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม 1
2

u v 
 

 
 

จากผลลั พธ ขอ งผล คูณ เชิ ง เ ว ก เ ตอร  และทฤษฎี บท  2 . 8 . 1สํ าหรั บ เ วก เ ตอร  

1 1 1u a i b j c k  


 



 และ 2 2 2v a i b j c k  


 



 พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี u  และ v  เปนเสน

ขอบ คือ  
 

พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน 1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
  



 

 
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 ในทํานองเดียวกันสามารถคํานวณพ้ืนท่ีสามเหลี่ยมมี u  และ v  เปนเสนขอบ คือ 

 พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1 1 1

2 2 2

1 1
2 2

i j k
u v a b c

a b c
  



 

 

 

 

ตัวอยาง 2.8.1 ให 3 2 2u i j k  


 



 และ 5 3v i j k  


 



 เปนเสนขอบของรูปสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน จงหาพ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน และพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  
 

วิธีทํา            พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน u v 
 

  

3 2 2
5 3 1

i j k
  





 

 

2 2 3 2 3 2
3 1 5 1 5 3

i j k
   

  
 



 

 

     2 6 3 10 9 10i j k       


 

 

8 13i j k   


 

 

     2 2 28 13 1     

234  
ดังนั้น พ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ 234  ตารางหนวย 

           พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม 1
2

u v 
  1 234

2
  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม คือ 234
2

 ตารางหนวย 

 
ตัวอยาง 2.8.2 จงหาพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  โดยมีจุดยอดอยูท่ีจุด  จุด  และ

จุด  ดังภาพ 

 
 
 
 
 
 
 
 

ABC  2,1,3A   1, 1,1B 

 3, 2,4C 
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วิธีทํา         
 

 

          

          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  

พิจารณา              

  
 

 

    

          พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  คือ  ตารางหนวย 

 

ตัวอยาง 2.8.3 ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จงหา  
1. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี และ เปนเสนขอบ 
2. พ้ืนท่ีสามเหลี่ยมท่ีมี และ เปนเสนขอบ 

 

วิธีทํา  1. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน     

     

 

 

 
ดังนั้น พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  ตารางหนวย 

     1 2 1 1 1 3AB i j k         
 

 

3 2 2i j k  


 

     3 2 2 1 4 3AC i j k         
 

 

5 3i j k  


 

ABC
1
2

AB AC 
 

3 2 2
5 3 1

i j k
AB AC   





 

 

2 2 3 2 3 2
3 1 5 1 5 3

i j k
   
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 



 

     2 6 3 10 9 10

8 13

i j k

i j k

               
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

 



 

ABC
1 8 13
2

i j k   


 

      2 2 21 8 13 1
2
3 26

2

    



ABC
3 26

2

2u i j k  


 



2 3v i k 






u v

u v

u v 
 

1 2 1
2 0 3

i j k
 





 

     

2 1 1 1 1 2
0 3 2 3 2 0

6 0 3 2 0 4

i j k

i j k

 
  

 

        



 



 

6 4i j k  


 

53

53
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2.  พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม   

    

ดังนั้น  พ้ืนท่ีสามเหลี่ยม คือ  ตารางหนวย 

 
ทฤษฎีบท 2.8.2 ให  และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ท่ีไมเปนเวกเตอรศูนย ถา  เปน     

มุมระหวางเวกเตอรท้ังสองแลว  เม่ือ   

 

พิสูจน ให  และ  

จาก       

               

             

                        

  
 

   

  
 

   

  
 

   

เนื่องจาก  จึงไดวา   
ดังนั้น  

 
ตัวอยาง 2.8.4 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ กําหนดให  มุมระหวาง

เวกเตอรท้ังสองเทากับ  จงหา  
 

วิธีทํา  จาก                

     2 3 sin
6

3





 

ดังนั้น  

 

1
2

u v 
 

1 53
2



53
2

u v 
sinu v u v  

   

0   

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



     1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1u v b c b c i c a c a j a b a b k      


 

 

     2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1u v b c b c c a c a a b a b      

 

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 22 2u v b c b c b c b c c a c a c a c a a b       

 

2 2
1 2 2 1 2 12a b a b a b 

    22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2a b c a b c a a b b c c       
2 2 2u v u v  
   

22 2 cosu v u v  
   

2 2 2 2 2cosu v u v  
   

 2 2 21 cosu v  
 

2 2 2sinu v 
 

0    sin 0
sinu v u v  

   

u v 2, 3u v 
 

6
 u v

 

sinu v u v  
   

3u v 
 
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ตัวอยาง 2.8.5 จงแสดงวา  
 

วิธีทํา จาก                

พิจารณา   
  

 

 

    

จึงไดวา   

 
2.9 ทอรก  
 

นิยาม 2.9.1 ทอรก (torque) คือ ปริมาณท่ีทําใหเกิดการหมุนของวัตถุอันเนื่องมาจากแรงลัพธท่ี
กระทําตอวัตถุไมผานศูนยกลางมวล ทอรกเปนปริมาณเวกเตอร มีทิศทางตั้งฉากกับ
ระนาบการหมุนของวัตถุ โดยทิศทางของทอรกจะพุงออกต้ังฉากกับระนาบการหมุน
เม่ือวัตถุหมุนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และทิศทางของทอรก 

 

 จากภาพท่ี 2.9.1 เม่ือหมุนสลักเกลียว (bolt) ดวยแรง  ดวยกุญแจปากตายเพ่ือขัดสลัก
เกลียวใหหมุนไปขางหนา จะไดขนาดของทอรกข้ึนอยูกับระยะและทิศทางของแรง  ท่ีกระทําตอ
กุญแจปากตาย โดยหาไดจากผลคูณของความยาวของคาน  และสวนประกอบสเกลารของเวกเตอร 

 ท่ีตั้งฉากกับ  ดังนั้น ขนาดของทอรก   

 
ให  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยตามแนวแกนน็อตในทิศทางของทอรก จะได  
              เวกเตอรทอรก  

 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.9.1เวกเตอรทอรก 
ท่ีมา (แคลคูลัส, 2548: 631) 

 22 2 2u v u v u v   
     

sinu v u v  
   

 
22 sinu v u v     

   

 2 2 2sinu v 
 

  
 

  
 

2 2 2

2 2 2 2 2

22 2

22 2

1 cos

cos

cos

u v

u v u v

u v u v

u v u v







 

 

 

  

 

   

   

   

 22 2 2u v u v u v   
     

F


F


r

F


r  sinr F 




r F 




n

r F 




 sinn r F 


 

http://dict.longdo.com/search/torque
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ตัวอยาง 2.9.1 จงหาขนาดของทอรกท่ีกระทําโดยแรง  ตามภาพ 
 

 
 
 
 
 
 

วิธีทํา          ขนาดของทอรก  

 

    

    ฟุต-ปอนด 
ดังนั้น ขนาดของทอรกท่ีกระทําโดยแรง  คือ  ฟุต-ปอนด 
 
ตัวอยาง 2.9.2 ใหประตูกวาง 5 ฟุต ซ่ึงแรงในแนวนอน (horizontal force) ขนาด 30 ปอนด กระทํา

ท่ีขอบประตูจงหา ทอรกของแรงรอยบานพับของประตู  
 
 

 
 
 
 
 
 
 

วิธีทํา จากภาพขนาดของทอรก     

 เม่ือ คือ ความกวางของประตู 

 

ดังนั้น ทอรกของแรงรอยบานพับของประตูคือ  ฟุต-ปอนด 

 
 

F


PQ F 




 sinPQ F 




    4 40 sin 80 

157.57

F


157.57

PQ F 




 sinPQ F 




PQ


     35 30 sin 150
3 2

75 3

        


75 3
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2.10 ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร 
 

นิยาม 2.10.1 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอร สามเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงสเกลารของ

สามเวกเตอร (scalar triple product) ใชสัญลักษณ แทนดวย  u v w 
  

 หรือ 

u v w 
  

  หรือ  , ,u v w  

 โดยมีรูปแบบสมการดังนี้   cosu v w u v w    
     

 

เม่ือ  เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ v w
 

 

 

ในบางครั้งเรียก  u v w 
  

 วาผลคูณแบบกลอง (box product) ของเวกเตอร ,u v   และ w  ดวย 
 

 ในการคํานวณหาคาผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอรโดยอาศัยสวนประกอบของ
เวกเตอร สามารถหาไดในรูปดีเทอรมิแนนตดังทฤษฎีบทตอไปนี้  
 
ทฤษฎีบท 2.10.1 ให  และ  

เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

 

พิสูจน  ให  และ  

                                   

 

                            
 

  

ดังนั้น   

 
 
 
 



1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



2 2 2

3 3 3

i j k
v w a b c

a b c
 



 

 

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

b c a c a b
i j k

b c a c a b
  



 

  2 2 2 2 2 2
1 1 1

3 3 3 3 3 3

b c a c a b
u v w a b c

b c a c a b
    
  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  
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ตัวอยาง 2.10.1 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา  
 

วิธีทํา  พิจารณา              

     

    8 14 5 17     
ดังนั้น   

 

2.11 ผลคูณสามเวกเตอรเชิงสเกลารในเชิงเรขาคณิต 
 

ทฤษฎีบท 2.11.1 ให ,u v  และ w  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ถาเวกเตอร ,u v  และ w เปนเสน

ขอบรูปทรงสี่ เหลี่ยมดานขนาน (parallelepiped) จะไดวา  u v w 
  

 คือ

ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน   
 

พิสูจน ให ,u v  และ w  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ       
 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.11.1รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานซ่ึงมีเวกเตอร ,u v  และ w  เปนเสนขอบ 
 

พิจารณาภาพท่ี 2.11.1 รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานซ่ึงมี ,u v  และ w  เปนเสนขอบ พบวา 

v w
 

 คือ พ้ืนท่ีฐานของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมี v และ w  เปนเสนขอบ และ cosu 


 เปนสวนสูง

ของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอร u กับ v w
 

  ดังนั้น  
                ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  พ้ืนท่ีฐานสูง 

      

 

cos

cos

v w u

u v w

u v w





 

 

  

  

  

  

 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน ซ่ึงมี ,u v  และ w เปนเสนขอบคือ  u v w 
    

4 2 5 , 3u i j k v i j k     
 

   

 

2w i k 






 u v w 
  

 
4 2 5
3 1 1
1 0 2

u v w


   
  

 
1 1 3 1 3 1

4 2 5
0 2 1 2 1 0

 
   

  17u v w  
  
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จากทฤษฎีบท 2.11.1 จะพบวา  u v w 
    เทากับปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

ซ่ึงมี ,u v  และ w  เปนเสนขอบโดยมี v w
 

เปนพ้ืนท่ีฐาน ในทํานองเดียวกัน จากภาพท่ี 2.11.1         

ถาพิจารณา w u
 

 เปนพ้ืนท่ีฐานจะไดวา  v w u 
    เปนปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

ในทํานองเดียวกัน  w u v 
    เปนปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานของภาพท่ี 2.11.1 เชนกัน 

ซ่ึงจะกลาวในหัวขอตอไป  
คาสัมบูรณของผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอรดังกลาวจะเปนปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยม

ดานขนานท่ีมีเสนขอบเปนเวกเตอร และ  สําหรับ   
และ   

จึงไดวา ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 
ตัวอยาง 2.11.1 ใหเวกเตอร 2 , 2 3u i j k v i k    

 

  

 

 และ 7 4w j k 






 เปนเสนขอบ

รูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน จงหาปริมาตรรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานดังภาพ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
วิธีทํา        ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  u v w  

    

1 2 1
2 0 3

0 7 4


 



 

0 3 2 3 2 0
1 2 1

7 4 0 4 0 7
 

  
 

 

      1 0 21 2 8 0 1 14 0

23 23

       

  
 

ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  ลูกบาศกหนวย  

,u v  w 1 1 1 ,u a i b j c k  
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2 2 2v a i b j c k  
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
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

 


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3 3 3

a b c
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ตัวอยาง 2.11.2 ให  และ เปนเวกเตอรบน

ปริภูมิสามมิติและ เวกเตอร  และ เปนเสนขอบของรูปทรงสี่เหลี่ยมดาน
ขนาน จงหาปรมิาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 

 

วิธีทํา  จาก   ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

 

 

12 8   

4  
ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ ลูกบาศกหนวย 
 

ตัวอยาง 2.11.3 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหาสวนสูงของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน โดยท่ี เวกเตอร  
และ เปนเสนขอบ ถาฐานท่ีเปนสี่เหลี่ยมดานขนานประกอบดวย และ  

 
 
 
 
 

วิธีทํา   
       
 
 
 
 
ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ พ้ืนท่ีฐาน สูง 
     ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

               ลูกบาศกหนวย 

 

3 3 2 ,u i j k v i k    
 

  

  2 4 2w i j k  


 



,u v  w

 u v w  
  

3 3 2
1 0 1
2 4 2


 



 
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 
   
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     3 0 4 3 2 2 2 4 0              

4

, 2 4u i j k v i j k     
 

   

  3w i j k  


 



,u v 

w u v



 w u v  
  

     

1 1 3
2 4 1
1 1 1

1 4 1 1 2 1 3 2 4

 

     

5 3 6 4   
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                พ้ืนท่ีฐาน  

 

     

  หนวย3 
  
     
 

 

ดังนั้น สวนสูงของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ  หนวย 

 
ตัวอยาง 2.11.4 กําหนดรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานมีจุดยอด    0,0,0 , 1,5,7O A  , 2 , , 1B a b 

และ  โดยท่ี  และ  เปนสเกลารใด ๆ ถา  ตั้งฉากกับฐานท่ี

ประกอบดวย  และ  เม่ือ  เปนมุมระหวาง  กับ  จงหา
ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

วิธีทํา ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  

สรางเวกเตอร           

     

                        

เนื่องจาก  ตั้งฉากกับ  และ  

                                  

                       
    

 

                                            
                                            

และ                       

                         

                                                 
                                           

u v 
 

1 1 1
2 4 1

i j k






 

     1 4 1 2 4 2

5 3 2

i j k

i j k

       

   



 



 

38

4
38



4
38

 ,3 , 2C a b a b OA


OB


OC


 OB


OC


OABC

 OA OC OB 
  

     1 0 5 0 7 0OA i j k     
 

 

5 7i j k  


 

     2 0 0 1 0OB a i b j k       
 

 

2ai bj k  
 



     0 3 0 2 0OC a i b j k     
 

 

3 2ai bj k  
 



OA


OB


OC


0OA OB 
 

   5 7 2 0i j k ai bj k     
 

   

2 5 7 0a b  
2 5 7a b   .......... 1

0OA OC 
 

   5 7 3 2 0i j k ai bj k     
 

   

15 14 0a b  
15 14a b   .......... 2

ปริมาตร 
 

พ้ืนท่ีฐาน 
ความสูง  
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นํา สมการ                                  

นําสมการ สมการ    

                                                          
       แทนคาในสมการ  

จากสมการ           

                     

                                         

จาก  

แทนคา  จึงได  

 จาก  

แทนคา  จึงได  

         ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน  

 

 

 
ดังนั้น ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานคือ ลูกบาศกหนวย  

เวกเตอรท่ีอยูในระนาบเดียวกัน เรียกวาเวกเตอรรวมระนาบ ถา  และ  ไมอยูใน

ระนาบเดียวกันเม่ือ  เพราะ คือปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน

โดยท่ีมี  และ  เปนเสนขอบ จะมีปริมาตรไมเทากับศูนย ซ่ึงการท่ี แสดงวา

เวกเตอรท้ังสามอยูในระนาบเดียวกัน  
 

ตัวอยาง 2.11.5 จงแสดงวา และ เปนเวกเตอรท่ีอยูใน
ระนาบเดียวกัน และเขียนเวกเตอร  ในรูปผลบวกเชิงเสนของ กับ  

 

วิธีทํา                

     

2  2 ; 2 30 28a b   .......... 3

 1   3 ;      2 5 2 30 7 28a b a b     

35 35b 
1b   1

 1 ; 2 5 7a b 

 2 5 1 7a  

1a 

2OB ai bj k  
 

 

1, 1a b  2OB i j k  
 

 

3 2OC ai bj k  
 

 

1, 1a b  3 2OC i j k  
 

 

 OA OC OB  
  

1 5 7
1 3 2
2 1 1

 


3 2 1 2 1 3
1 5 7

1 1 2 1 2 1
 

  
 

75
75

,u v  w

  0u v w  
  

 u v w 
  

,u v  w   0u v w  
  

2 , 3 4u i k v j k   
 

 

 

8 3w i j 
 



w u v

 
2 0 1
0 3 4
8 3 0

u v w  


  

3 4 0 3
2 1

3 0 8 3
24 24 0

 
 

  
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เนื่องจาก  

จึงไดวา เวกเตอร และ อยูในระนาบเดียวกัน 

สําหรับ สเกลาร  และ  

พิจารณา                                           

                 

     

จะไดระบบสมการดังนี้               

                

                     
จากสมการ             

จากสมการ            

ดังนั้น   
 

ตัวอยาง 2.11.6 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิ

สามมิติ จงหา และ  
 

วิธีทํา                      

 

ดังนั้น   

                           

 

ดังนั้น  

  0u v w  
  

,u v  w

x y
w xu yv 
  

   8 3 2 3 4i j x i k y j k    
 

   

 

2 3 4

2 3 4

xi xk yj yk

xi yj x y k

   

   

 

 



 

2 8x   ............. 1

3 3y   ............. 2

4 0x y   ............. 3

 1 4x 

 2 1y 

4w u v 
  

2 , 2u i j k v i j k     
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   

  2w j k 






   ,u v w v w u   
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  
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2 1 1
1 2 1
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
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10 2 1 13
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1 2 1
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ดังนั้น  

จากตัวอยาง 2.11.6 พบวา สําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

 จึงสรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 2.11.1 ให และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  

            
 

พิสูจน ให  และ  

พิจารณา               

สลับแถวท่ี 2 กับแถวท่ี 3;     

 สลับแถวท่ี 1 กับแถวท่ี 2;    

       

 

         

 

จึงได       

พิจารณา             

    

 

สลับแถวท่ี 1 กับแถวท่ี 2;     

 
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w u v   
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   1 2 1 2 4 1

3 10 13

       
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3 3 3w a i b j c k  
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สลับแถวท่ี 2 กับแถวท่ี 3;    

    

จึงได     

จากสมการ และสมการ  

 

ตัวอยาง 2.11.7 ให  และ เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา  และ  
 

วิธีทํา       

 

ดังนั้น  

คา  

พิจารณา         

1 1 1 1 1 1
4 1 2 1 2 4

i j k  
 



 

 

5 3 2i j k  


 

 

และ             

 

ดังนั้น  
 

จากตัวอยาง 2.11.7 พบวา สําหรับ และ  เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติแลว 

 จึงสรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 2.11.2 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ แลว  
 

พิสูจน ให  และ  

                              

 

                 
      

 

                  

จึงได         

พิจารณา                    

     

                        

 

   

 

จึงได       

ดังนั้น จากสมการ และสมการ   
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2.12 ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร 
 

นิยาม 2.12.1 กําหนดให และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ผลคูณเชิงเวกเตอรของสาม

เวกเตอร (vector triple product) คือ  และ  

 จากนิยาม  เวกเตอร  ตั้งฉากกับ  และ  สวน  ตั้งฉากกับ  

และ  จึงไดวา  และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร  

สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ  และ  ได 
 

จึงไดวา     เม่ือ เปนสเกลารใด ๆ 

 ในทํานองเดียวกัน เวกเตอร และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร 

 สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ และ  ได 

จึงไดวา     เม่ือ  เปนสเกลารใด ๆ 

จึงไดวา  
 

ขอสังเกต  ไมมีความหมาย 
 

ตัวอยาง 2.12.1 ให  และ เปนเวกเตอรในปริภูมิ

สามมิติ จงหา  และ  
 

วิธีทํา พิจารณา                    
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ดังนั้น  
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พิจารณา             

2 3 1 3 1 2
1 1 2 1 2 1

i j k
 
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   


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5 7 3i j k  


 

 

และ                 

 

4 5 5i j k  


 

 

ดังนั้น  
 

จากตัวอยาง 2.12.1 จะพบวาสําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภู มิสามมิติ       

 

 
ทฤษฎีบท 2.12.1 สําหรับ และ  เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จะไดวา 

 
 

พิสูจน เนื่องจาก และ  อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้น เวกเตอร  

สามารถเขียนในรูปผลบวกเชิงเสนของ และ  ได เม่ือ  เปนปริมาณสเกลาร 
 

จึงไดวา           

และ              

                          

                        

แต   

ดังนั้น                    สําหรับสเกลาร  

 และ  แทนคาในสมการ  

                                     

                                       

จะแสดงวา  
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จากสมการ  จะได
     

 

 

แต                              

 

ดังนั้น                    
  

   

จากสมการ                  สําหรับ เปนสเกลารใด ๆ  

                    

             

                            

                                      

 

จึงได  
นั่นคือ  

แทนคาในสมการ  

            

             

จึงได  
ดังนั้น  

 
ทฤษฎีบท 2.12.2 ให และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ จะไดวา  

 
 

พิสูจน สําหรับ และ เปนเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ                    

                 

 

ดังนั้น  

 
ขอสังเกต จากทฤษฎีบทท้ัง 2 จะพบ   
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ตัวอยาง 2.12.2 ให  และ  เปนเวกเตอรใน

ปริภูมิสามมิติ จงหา และ  
 

วิธีทํา   วิธีท่ี 1 ใชนิยาม  หาคา     

 

                

 

 

 

 

   

           

   

จึงไดวา  

หาคา  
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ดังนั้น  

 

วิธีท่ี 2 โดยใชทฤษฎ ี       

   

 

     
            

 

 
 

                 

 

จึงไดวา  

หาคา  โดยใชทฤษฎี  

        

   

        

   

           

   

จึงไดวา   
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ตัวอยาง 2.12.3 จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีอยู ในระนาบท่ีประกอบดวย และ 

 และตั้งฉากกับ  
 

วิธีทํา   เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีประกอบดวย และ  คือ  ซ่ึงจะขนานกับ  
 และ เวกเตอรท่ีขนานกับระนาบท่ีประกอบดวย และ  คือ  

จึงไดวา เวกเตอรหนึ่ งหนวยท่ีอยู ในระนาบท่ีประกอบดวย และ  และตั้ งฉากกับ                

คือ  

จาก  

          

จึงได  

หา            

 

จึงได  

พิจารณา    

 

ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวย คือ  

 
2.13. สรุป 
 

 บทนี้เปนการศึกษา ผลคูณเชิงสเกลาร สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร ภาพฉายของเวกเตอร 
สมการเสนตรง ระยะทางต้ังฉาก ผลคูณเชิงเวกเตอร สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร ผลลัพธของผลคูณ
เชิงเวกเตอรในระนาบ และปริภูมิสามมิติ ทอรก ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร และสมบัติของ    ผล
คูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร สรุปไดดังนี้ 
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ผลคูณเชิงสเกลาร 
 ผลคูณเชิงสเกลารของ กับ  คือ  เม่ือ  เปนมุมระหวางเวกเตอร

ท้ังสอง และ   
สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร สําหรับเวกเตอร  และ  สําหรับสเกลาร  ใด ๆ 

 1. ถา  ตั้งฉากกับ  นั่นคือ  ดังนั้น  

 2. ถา  เปนไปได 3 กรณี คือ  หรือ  หรือ  ตั้งฉากกับ  
3. ผลคูณเชิงสเกลารมีสมบัติการสลับท่ี คือ  

  4.   

  5.    

  6. การแจกแจง  และ  

  7.   

  8.  

  9. ถา  เปนมุมระหวาง  กับ  จะไดวา  

ผลลัพธของผลคูณเชิงสเกลาร 
 สําหรับเวกเตอรในระนาบให  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ    

ผลคูณเชิงสเกลาร คือ   

สําหรับเวกเตอรในปริภูมิสามมิติ ให  และ   

เปนเวกเตอรใด ๆ ผลคูณเชิงสเกลาร คือ    
ภาพฉายของเวกเตอร 

ภาพฉายเชิ งส เกลารของเวกเตอร  บน  ใชสัญลักษณแทนดวย  คือ 

  

ภ า พ ฉ า ย เ ว ก เ ต อ ร ข อ ง  บ น    ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย    คื อ
 
 

  

ประยุกตความรูจากการศึกษาเวกเตอรในระนาบท่ีไดดังนั้น 
สมการเสนตรง ให  เปนเสนตรงในระนาบ ซ่ึงผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร 

ท่ีจุด จะไดวาสมการเสนตรง  สามารถหาไดจากความสัมพันธ คือ 

 

ระยะทางตั้งฉาก ใหจุด  ใด ๆ ในระนาบ และเสนตรง  ระยะทางตั้ง

ฉากจากจุด  ไปยังเสนตรง   ใชสัญลักษณแทนดวย  โดย  เม่ือ  เปน

จุดตัดแกน  ของเสนตรง  
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1P l d 1N
d scal PP 



P

Y l



ตัว
อย
่าง

111 

 
 

ผลคูณเชิงเวกเตอร 
ผลคูณเชิ ง เ วก เตอร ของ เวกเตอร   และ  ใช สัญลักษณแทนด วย   คื อ 

 เม่ือ  เปนมุมระหวาง กับ ซ่ึง  และ  เปนเวกเตอรหนึ่ง

หนวยซ่ึงตั้งไดฉากกับ  และ  โดยท่ี  และ  อยูในกฎมือขวา 
ผลคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรปกติมาตรฐานสรุปไดดังนี้ 

             

                 
สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร  
ให  และ  เปนเวกเตอรใด ๆ  เปนสเกลาร ใด ๆ   

1.  ก็ตอเม่ือ  และ  ขนานกัน 
2.   
3.  

4.   
5.  

6.  
7.  เม่ือ  
8.  

ผลลัพธของผลคูณเชิงเวกเตอร  

ให  และ เปนเวกเตอรบนปริภูมิติสามมิติ 

1.  

 2. พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานคือ   

3. สําหรับ และ  เปนเสนขอบ พ้ืนท่ีสามเหลี่ยมคือ  

ทอรก  1. ขนาดของทอรก   

2. เวกเตอรทอรก  

ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร 
ผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร  และ  คือ  เม่ือ  

เปนมุมระหวางเวกเตอร  กับ   
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  u v

 u v v u  
   

      ru sv rs u v  
   

     u v w u v u w     
      

     u v w u w v w     
      

0 0u 
 



sinu v u v  
   

0   

 22 2 2u v u v u v   
     

1 1 1u a i b j c k  


 



2 2 2v a i b j c k  


 



1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
 



 

 

1 1 1

2 2 2

i j k
u v a b c

a b c
 



 

 

u v
1
2

u v
 

r F 




 sinn r F 


 

,u v  w   cosu v w u v w    
     



u v w
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สมบัติของผลคูณเชิงสเกลารสามเวกเตอร ให  และ

เปนเวกเตอรบนปริภูมิสามมิติ 

1.  

2. ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน คือ  

3.  แสดงวาเวกเตอรท้ังสามอยูในระนาบเดียวกัน  

4.  

5.  

ผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร ของ และ  คือ  และ  

สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอรของสามเวกเตอร ของ และ  
1.  ไมมีความหมาย 
2.  

3.  

4.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1 2 2 2,u a i b j c k v a i b j c k     
 

   

 

3 3 3w a i b j c k  


 



 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
u v w a b c

a b c
  
  

  0u v w  
  

     u v w v w u w u v       
        

   u v w u v w    
     

,u v  w  u v w 
    u v w 

  

,u v  w

u v w 
  

   u v w u v w    
     

     u v w u w v u v w     
        

     u v w u w v v w u     
        
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แบบฝกหัด 2 
 

1. จงหาผลคูณเชิงสเกลารของ  และ  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 1.1   

  1.2  

  1.3  

  1.4  

  1.5  

2. จงแสดงวาสวนของเสนตรงท่ีผานจุด  จุด  และเสนตรงท่ีผานจุด  

จุด  ตั้งฉากกัน 

3. จงหามุมระหวางเวกเตอร  กับเวกเตอร  ตอไปนี้ 
 3.1    

 3.2  

 3.3  

 3.4  

 3.5  

4. จงหาภาพฉายเชิงสเกลารและภาพฉายเวกเตอรของ ของ  บน  สําหรับ  และ  ตอไปนี้ 
4.1   

4.2  

4.3  

4.4   

4.5  
5. จงหาสมการเสนตรงตามเง่ือนไขท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

5.1 ผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร  

5.2 ผานจุด  และตั้งฉากกับเวกเตอร  

5.3 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

5.4 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

5.5 ผานจุด  และตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด  และ  

6. จงหาระยะตั้งฉากจุด  ไปยังเสนตรง  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 6.1 และ   

6.2 และ  

6.3  และ  

6.4  และ  

u v

2 5 , 6 4u i j v i j   
   

 

3 2 , 2u i j v i j   
   

 

9 , 2 8u i j v i j   
   

 

5 , 2 17u i j v i j   
   

 

2 10 , 2 2u i j v i j   
   

 

 2,3A  7,10B   11,12C

 4,3D

u v

, 3u i j v i j   
   

 

6 4 , 5u i j v i j   
   

 

3 , 2 4u i j v i j   
   



2 , 2u i j v i j   
   

 

2 3 , 7u i j v i j   
   

 

u v u v

7 , 2 5u i j v i j   
   

 

4 , 5u i j v i j   
   

 

4 3 , 7u i j v i j   
   

 

2 4 , 2 4u i j v i j   
   

 

, 2 5u i j v i j   
   

 

 1 4,1P 3 2N i j 


 

 1 2, 2P  6 8N i j 


 

 1 5, 4P  1,2  3,6

 1 3, 4P  2,3  6,6

 1 1, 3P    0,2  3,0

1P l

 1 4,5P : 2 4 10l y x 

 1 2, 3P  :8 15 24 0l x y  

 1 1,7P  : 6 8 5 0l x y  

 1 4,3P : 3 4 8 0l x y  
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6.5  และ  

7. กําหนดให เวกเตอร  และเวกเตอร  ตอไปนี้ จงหา  

7.1  และ  

7.2  และ  

7.3  และ  

7.4  และ  

7.5  และ  
8. กําหนดเวกเตอร  และ  ตอไปนี้จงหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากกับ และ  

 8.1   และ  

 8.2  และ  

 8.3  และ  

 8.4  และ  

8.5  และ  

9. จงหาพ้ืนท่ีสามเหลี่ยม  โดยมีจุดยอดอยูท่ีจุด และ  ตอไปนี้  

9.1 จุด  จุด  และจุด  

9.2 จุด  จุด  และจุด  

9.3 จุด  จุด  และจุด  

9.4 จุด  จุด  และจุด  

9.5 จุด  จุด  และจุด  

10. จงหาพ้ืนท่ีของสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีประกอบดวยเวกเตอร และ เปนเสนขอบ และปริมาตร
ของรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีประกอบดวยเวกเตอร และ  เปนเสนขอบ  

10.1   และ  

10.2 และ  

10.3  และ  

10.4  และ  

10.5  และ  

11. กําหนด และ เปนเวกเตอรใด ๆ จงหา และ  

11.1  และ  

11.2  และ  

11.3 และ  

11.4 และ  

11.5 และ  

 1 1,3P  : 5 12 25 0l x y  

u v u v
 

2 4u i j k  


 

 3 2v j k 






2 5u i j k  


 

 3 3 2v i j k  


 



5u i k 




 7 3v i j k  


 



2 3u i j k  


 

 3 2v i j k  


 



2 4u i j k  


 

 6 3 2v i j k  


 



u v u v

4 5u i j k  


 

 5 2v i j k  


 



4 3u i j k  


 

 2v i j k  


 



5 2u i j k  


 

 3 2v i j k  


 



3 2u i j k  


 

 7 3v i j k  


 



3 4 5u i j k  


 

 2 3v i j k  


 



ABC ,A B C
 1,3,5A  2,4,1B   2,4, 1C 

 2, 3,2A   1,2,3B   2, 3,1C 

 2,1,5A  4, 2,5B   3, 2, 1C   

 1, 1,2A   2,0, 1B   0,2,1C

 2, 2,1A   3, 1,2B   3, 1,1C 

u v

,u v  w

3 4 , 2 5u i j k v i j k     
 

   

 

2w i k 






2 5 ,u i j v i j k    


   

  2w i j k  


 



5 2 , 4u i j k v i k    
 

  

  3 2w i j k  


 



5 , 5u i j k v j k    
 

  

  15 3 3w i j k  


 



2 , 2u i j v i j k    


   

 

2w i k 






,u v  w  u v w 
    u v w 

  

2 3 , 2u i j k v i j    


   

 

3 9 2w i j k  
 





2 5 , 3u i j v i j k    


   

  6 2w i j k  


 



5 2 , 4u i j k v i k    
 

  

  3 2w i j k  


 



2 4 , 3 4u i j k v i j k     
 

   

  2 3 5w i j k  


 



3 2 4 , 2 3 6u i j k v i j k     
 

   

  2w i j k  


 


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12. จงหาขนาดของทอรก ตามรูป เม่ือกําหนด แรง  และ ตอไปนี้ 
 
 
 
 
 
 
 

12.1 ปอนด  นิ้ว และ  

12.2 ปอนด  นิ้ว และ  

12.3 ปอนด  นิ้ว และ  

12.4 ปอนด  นิ้ว และ  

12.5 ปอนด  นิ้ว และ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,F PQ






30F 


8PQ 


3




40F 


5PQ 


4




50F 


7PQ 


6




45F 


12PQ 
 3

4




5F 


16PQ 
 53

180

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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 3 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร 
3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง 
3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก 
3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ 
3.9 ความโคงของเสนโคง 
3.10 เวกเตอรแนวฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
3.11 การบิด 
3.12 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจฟงกชันคาเวกเตอร 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอรได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาอนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอรได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ี

เชิงเสนโคงได 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาเวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉากได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอรได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบได 
9. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาความโคงของเสนโคง เวกเตอรแนว

ฉากกรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิดและการบิดได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
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6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 3 
ฟงกชันคาเวกเตอร 

 
 ในบทนี้จะศึกษา ฟงกชันคาเวกเตอร โดยจะศึกษาถึง ลิมิตและความตอเนื่อง อนุพันธ 
ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ความยาวของเสนโคงเรียบ การเคลื่อนท่ี ความเร็วและความเรงของ
การเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง  เวกเตอรสัมผัส เวกเตอรแนวฉาก เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวยและ
ระนาบสัมผัสประชิด ความโคง และการบิด  
 

3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 3.1.1 ให f  และ g  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีชวง I  เปนโดเมนจะเรียกฟงกชันท่ีกําหนดโดย 

      ,r t f t g t


 วาเปนฟงกชันคาเวกเตอร จากชวง I  ไปยัง 2R  เรียกชวง I  

วาโดเมนของฟงกชัน r  และ เรียก    ,f t g t  วาสวนประกอบของ r  
 

นิยาม 3.1.2 ให ,f g  และ h  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีชวง I  เปนโดเมนจะเรียกฟงกชันท่ีกําหนด

โดย         , ,r t f t g t h t


 วาเปนฟงกชันคาเวกเตอร จากชวง I  ไปยัง 3R  

เรียกชวง I  วาโดเมนของฟงกชัน r  และเรียก      , ,f t g t h t  วาสวนประกอบ

ของ r  
 

ตัวอยาง 3.1.1 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบน 2R  โดย    
2

2
2

tr t i t j
t
        

 



 จงหา

โดเมนของฟงกชัน r  
 

วิธีทํา ให      r t f t i g t j 
 



 

พบวา  
2

2
tf t

t



เปนสวนประกอบตามแนวแกน X  

ฟงกชัน  f t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ 2 0t    

นั่นคือ                              2t   
ดังนั้น โดเมนของ  f t  คือ  | 2fD t R t     

พบวา   2g t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Y  

ฟงกชัน  g t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ 2 0t   

นั่นคือ                     2t   
ดังนั้น โดเมนของ  g t  คือ  | 2gD t R t    

โดเมนของ r  คือ  | 2f gD D t R t     
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ตัวอยาง 3.1.2 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบน 3R  โดย 

     cos ln 4 4r t t i t j t k    


 



 จงหาโดเมนของฟงกชัน r  
 

วิธีทํา ให        r t f t i g t j h t k  


 



 

พบวา    cosf t t
 

เปนสวนประกอบตามแนวแกน X  

นั่นคือ ฟงกชัน  f t  จะเปนจริงทุกคา t   

ดังนั้น โดเมนของ  f t  คือ fD R   

พบวา    ln 4g t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Y  

ฟงกชัน  g t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ  4 0t   

นั่นคือ                4t   
ดังนั้น โดเมนของ  g t  คือ  | 4gD t R t    

พบวา   4h t t   เปนสวนประกอบตามแนวแกน Z  

ฟงกชัน  h t  จะเปนจริงก็ตอเม่ือ   4 0t    

           4t   
ดังนั้น โดเมนของ  h t  คือ  | 4hD t R t    

โดเมนของ r  คือ  | 4 4f g hD D D t R t       

 
เนื่องจากเวกเตอรบน 2R  เขียนแทนดวยคูอันดับ  ,x y  และเวกเตอรบน 3R  เขียนแทน

ด วย คู อัน ดับ   , ,x y z  จากนิยาม 3 .1 .1  สามารถเ ขียน       ,r t f t g t


 แทนด วย 

      ,r t x t y t


 เม่ือ t I  และ จากนิยาม 3.1.2  สามารถเขียน         , ,r t f t g t h t


 

แทนดวย         , ,r t x t y t z t


 เม่ือ t I  

 
นิยาม 3.1.3 ให    ,x x t y y t   และ  z z t  เม่ือ t I  เปนชวง แลวเรียกเซตของจุด 

      , ,x t y t z t  ท้ังหมดวาเสนโคงบน 3R  (space curve) และถาให 

       r t x t i y t j z t k  


 



 

 เม่ือ t I  เรียก  r t  วาฟงกชันคาเวกเตอร และเรียก    ,x t y t  และ  z t  วา

สวนประกอบของ  r t  

 ถาเวกเตอร 3r R


 จะมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด เซตของจุดปลายของเวกเตอร r  จะมี
พิกัดเปน  , ,x y z  จะเปนเสนโคง เม่ือ    ,x f t y g t   และ  z h t  และเรียก ฟงกชัน  อิง

ตัวแปรเสริม (parametric equation) ของเสนโคง  ถากําจัดตัวแปร t  โดยจัดรูปสมการใหอยูใน      
รูปความสัมพันธของ ,x y และ z  จะได สมการคารทีเซียน (cartesian equation) ของเสนโคง 
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ภาพท่ี 3.1.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  
 

การเคล่ือนท่ีบนปริภูมิสองมิติ 
พิจารณากราฟของเสนโคงบนสองมิต ิ

 

 
 

ภาพท่ี 3.1.2 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนสองมิติ 
  

จากภาพท่ี 3.1.2 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนสองมิติในระนาบ XY  พิกัด  ,x y  บนเสน

โคงแสดงตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ ท้ัง x  และ y  เปนฟงกชันของ t  ถากําหนดให 
a t b   เปนชวงเวลาของการเคลื่อนท่ี จะได 

                                     , ,x f t y g t   a t b      ............ 1  

และ                                        , , ,x y f t g t   ,t a b   

ดังนั้น     ,f t g t  เปนคาของฟงกชันจากชวง  ,a b  ไปยัง 2R  จะแทนฟงกชันนี้ดวย r  

กลาวคือ          r t f t i g t j 
 



   เม่ือ  ,t a b        ............ 2  

ดังนั้น r  เปนฟงกชันคาเวกเตอร จาก  ,a b  ไปยัง 2R  และเปนฟงกชันตําแหนง ของการเคลื่อนท่ี

ของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ  
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ภาพท่ี 3.1.3 การเคลื่อนท่ีของ  r t  เม่ือ a t b   

 
 จากภาพท่ี 3.1.3 พิสัยของ  r t  คือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงมี  r a  เปน

จุดเริ่มตนและ  r b  เปนจุดสุดทายของการเคลื่อนท่ี  

 ในการหาตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  สามารถหาไดโดยการกําหนด t  ในสมการ  1  

หรือสมการ  2  

 สมการ  1  เรียกสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนสองมิต ิและเรียก t  วาตัวแปร 

เรียกสมการ 2 วาสมการคาเวกเตอรของการเคลื่อนท่ีบนสองมิติ 

ในการเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงกําหนดสมการการเคลื่อนท่ีในรูปสมการอิง     
ตัวแปรเสริม  1  หรือ สมการเวกเตอร  2  ทําไดโดย 

1. กําหนดคาตัวแปร t  และคํานวณหาคา x  และ y  จากสมการ 

2. กําจัดตัวแปร t  และสรางสมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y  โดยตรง 
สมการท่ีไดคือสมการคารทีเซียน ของเสนโคงของการเคลื่อนท่ี 
 
ตัวอยาง 3.1.3 กําหนด 2 1x t   และ 2y t   เม่ือ 0 5t   เปนสมการของการเคลื่อนท่ี    

จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี 
 

วิธีทํา ฟงกชันตําแหนงของการเคลื่อนท่ี คือ      2 1 2r t t i t j   
 



 เม่ือ 0 5t   

กําหนดคา t  บางคาและคํานวณหาคา x  และ y  ดังตารางท่ี 3.1.1 
 

  ตารางท่ี 3.1.1 คา ,x y  เม่ือกําหนดคา t  ของ      2 1 2r t t i t j   
 



 
 

t  0  1 2  3  4  5  

x  1 2  5  10  17  26  

y  2  1  0  1 2  3  
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 ในการเขียนรอยทางเดินหรือเสนโคงของการเคลื่อนท่ี  r t  นําพิกัด     ,x t y t  ของ 

 r t  ไปกําหนดจุดบนระนาบ XY  ไดตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ดังภาพท่ี 3.1.4 
 

 
ภาพท่ี 3.1.4 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี  r t  

 
การเคล่ือนท่ีบนปริภูมิสามมิติ 

พิจารณากราฟของเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ 

 
 

ภาพท่ี 3.1.5 การเคลื่อนท่ีตามเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ 
 

 จากภาพท่ี  3.1 .5 แสดงรอยทางเดินของการ เคลื่ อน ท่ีบนปริภู มิสามมิติ  พิ กัด 

      , ,x t y t z t  ของ  r t  บนเสนโคงแสดงตําแหนงของอนุภาค ณ เวลา t  ใด ๆ คา , ,x y z   

เปลี่ยนตามคา t  หรือ , ,x y z   เปนฟงกชันของ t  เชนเดียวกับการเคลื่อนท่ีบนสองมิตจิะได 

     , ,x f t y g t z h t    เม่ือ a t b     ............ 3  

 สมการ  3 เรียกสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ และจากสมการ 

 3  จะได                            , , , ,x y z f t g t h t  เม่ือ a t b   

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงสามารถเขียนไดดังนี้ 

จะได           r t f t i g t j h t k  


 



 เม่ือ a t b   ............ 4  

ดังนั้น r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรจากชวง  ,a b  ไปยัง 3R  
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พิจารณาภาพท่ี 3.1.6 พิสัยของ r  คือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีซ่ึงมีจุด  r a  เปนจุดเริ่มตน

และจุด  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 3.1.6 รอยทางเดินซ่ึงมีจุด  r a  เปนจุดเริ่มตนและจุด  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

 

เรียกสมการ 3  วาสมการอิงตัวแปรเสริมของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ 

และเรียกสมการ 4  วาสมการเวกเตอรของการเคลื่อนท่ีบนปริภูมิสามมิติ  

ในการเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี ใชวิธีการเดียวกับการเคลื่อนท่ีบนสองมิติ 
 

ตัวอยาง 3.1.4 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2 , 1x t y t    และ 2z t  สําหรับ t R        
จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี ของสมการท่ีกําหนดให  

 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางท่ี 3.1.2 ตอไปนี้ 
 

  ตารางท่ี 3.1.2 คา ,x y  และ z  เม่ือกําหนดคา t  ของ 2 , 1x t y t    และ 2z t  
 

t  0 5 10 15 20 25 30 35 40 

x  0 25 100 225 400 625 900 1,225 1,600 
y  -1 4 9 14 19 24 29 34 39 

z  0 10 20 30 40 50 60 70 80 
 

 เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับ

ตามคาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้  
   2 1 2r t t i t j tk   



 



  

ดังภาพท่ี 3.1.7 
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ภาพท่ี 3.1.7 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ    2 1 2r t t i t j tk   


 



 

 
ตัวอยาง 3.1.5 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2cos , 2sinx t y t   และ z t  สําหรับ 0t    

จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของสมการท่ีกําหนดให 
 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางท่ี 3.1.3 ตอไปนี้ 
 

 ตารางท่ี 3.1.3 คา ,x y  และ z  เม่ือกําหนดคา t  ของ 2cos , 2sinx t y t   และ z t  
 

t  0 
6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

x  2 3  
2
2

 1 0  1  
2
2

  3  2  

y  0 1 
2
2

 3  2  3  
2
2

  1 0  

z  0 6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

 

 เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับ

ตามคาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้ 

  2cos 2sinr t ti tj tk  


 



 ดังภาพท่ี 3.1.8 

   
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.1.8 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ   2cos 2sinr t ti tj tk  


 


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ตัวอยาง 3.1.6 กําหนดสมการอิงตัวแปรเสริม 2cos , 2sinx t y t   และ 3z   สําหรับ 0t   
จงเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของสมการท่ีกําหนดให 

 

วิธีทํา สรางตารางกําหนดคาของ t  เพ่ือหาคาพิกัด  , ,x y z  แลวกําหนดจุดบนปริภูมิสามมิติ

โดยกําหนดเรียงลําดับคา t  จากนอยไปมาก ดังตารางตอไปนี้ 
 

ตารางท่ี 3.1.4 คา ,x y  และ z เม่ือกําหนดคา t  ของ 2cos , 2sinx t y t   และ 3z   
 

t  0 
6


 
4


 
3


 
2


 
2
3


 
3
4


 
5
6


   

x  2 3  
2
2

 1 0  1  
2
2

  3  2  

y  0 1 
2
2

 3  2  3  
2
2

  1 0  

z  0 
2


 
3
4


   3
2


 2  9
4


 
5
2


 3  

 

เม่ือกําหนดจุด  , ,x y z  บนแกนพิกัดสามมิติและเขียนกราฟ โดยกําหนดคาตามลําดับตาม

คาของ t  และจากสมการอิงตัวแปรเสริมสามารถเขียนฟงกชันคาเวกเตอรได ดังนี้   

  2cos 2sin 3r t ti tj k  


 



 ดังภาพท่ี 3.1.9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.1.9 รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ีของ   2cos 2sin 3r t ti tj k  


 



 

 

นิยาม 3.1.4 ให    ,r t s t 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t  ใน

โดเมนของ  r t  และ  s t  แลว 

1.       r s t r t s t  
   

 

2.       fr t f t r t
 

 

3.       r s t r t s t  
   

 

4.       r s t r t s t  
   
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นิยาม 3.1.5 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง โดยท่ี  f t  มีพิสัยเปน

เซตยอยของโดเมนของ  r t  ฟงกชันประกอบของ  f t  กับ  r t  ใชสัญลักษณแทนดวย 

  r f t

  คือ ฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีโดเมนเทากับโดเมนของ  f t  และคาของฟงกชัน ณ 

จุด t  กําหนดดังนี้      r f t r f t
 

  สําหรับทุก t  ในโดเมนของ  f t  
 

ขอสังเกต  
อาศัยการดําเนินการของเวกเตอรเม่ือ  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  

เปนฟงกชันคาจริงจะไดวา 
 1.    r t s t

 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

 2.    f t r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

 3.    r t s t
 

 เปนฟงกชันคาจริง 

 3.    r t s t
 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร  
 

ตัวอยาง 3.1.7 ให   22tr t e i tj t k  


 



 และ    22 1s t i t j t k   


 



 เปนฟงกชันคา

เวกเตอรบน 3R  และ   2f t t   เปนฟงกชันคาจริง จงหา 

   1.   r s t
 

  2.   r s t
 

 

 3.   r s t
 

  4.   r f t

  
 

วิธีทํา 1.     
 
      r s t r t s t  
   

 

    2 22 2 1te i tj t k i t j t k      
 

   

 

   
      
     

2 2

2 2

2 2 1

2 2 1

t

t

e i t t j t t k

e i t t j t t k

         

      



 



 

 

ดังนั้น         2 22 2 1tr s t e i t t j t t k       


 

 

  

2.                     r s t r t s t  
   

 

    2 22 2 1te i tj t k i t j t k      
 

   

 

        2 22 2 1te t t t t        

     3 3 2

3 2

2 2

2

t

t

e t t t

e t t

    

  
 

ดังนั้น    3 22 tr s t e t t   
 
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3.         r s t r t s t  
   

 

 

2

2

2
2 1

t

i j k
e t t

t t


 



 

 

2 2

2 2

2 2
1 2 1 2

t tt t e t e t
i j k

t t t t
  

   



 

   

     2 2 2 22 1 1 2 4t tt t t t i e t t j t e t k                        


 

 

     2 4 2 22 2 2 4t t tt t t i te e t j t e t k         


 

 

     2 4 2 22 2 2 4t t tt t t i te e t j t e t k       


 

 

ดังนั้น         2 4 2 22 2 2 4t t tr s t t t t i te e t j t e t k        


 

 

  
 

4.                   r f t r f t
 

  
 
     
     

22

2 2

2

2 2 2

2 4 4 4

t

t

r t

e i t j t k

e i t j t t k





 

    

     





 



 

 

ดังนั้น         2 22 4 4 4tr f t e i t j t t k     


 



  
 

3.2 ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

นิยาม 3.2.1 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรบนชวง I  และ R


 เปนเวกเตอรจะกลาววา  r t  มี 

R


 เปนลิมิต เม่ือ t  เขาใกล 0t ใชสัญลักษณแทนดวย  
0

lim
t t

r t R







 เม่ือทุก ๆ 

จํานวนจริง 0  จะสามารถหาจํานวน 0  ท่ีทําให  

00 t t     แลว  r t R  




  ทุกคา t I  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.2.1  r t R  



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นิยาม 3.2.2 ให        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรบนชวง I  แลว 

 
0

lim
t t

r t




 จะมีคาก็ตอเม่ือ    
0 0

lim , lim
t t t t

f t g t
 

 และ  
0

lim
t t

h t


 มีคา กลาวคือ  

       
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t t t t t

r t f t i g t j h t k
   

  


 

  

 

ตัวอยาง 3.2.1 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   sincost tr t e i tj k
t

  


 



 จงหา  
0

lim
t

r t




  

 

วิธีทํา            
0 0

sinlim lim cost

t t

tr t e i tj k
t 

      



 

  

   0 0 0

sinlim lim cos limt

t t t

te i t j k
t  

      



 

 

   0 cos 0 1e i j k  


 

 

i j k  


 

 

ดังนั้น  
0

lim
t

r t i j k


  


 



 

 

ตัวอยาง 3.2.2 ให        2sin 2 3 4tr t t i e j t t k     


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร     

จงหา  
2

lim
t

r t




  
 

วิธีทํา                        2

2 2
lim lim sin 2 3 4t

t t
r t t i e j t t k

 

        



 



 

     2

2 2 2
limsin lim 2 lim 3 4t

t t t
t i e j t t k

  

                    



 

 

     
 

2 2sin 2 2 2 6 4

0 7.39 2 2

9.39 2

i e j k

i j k

j k

     

   

 



 



 





 

ดังนั้น  
2

lim 9.39 2
t

r t j k


 






 

 

ตัวอยาง 3.2.3 ให   2costr t e i tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา  
0

lim
t

r t




 
 

วิธีทํา                  2

0 0
lim lim cost

t t
r t e i tj t k

 
  



 



   

     2

0 0 0
lim lim cos limt

t t t
e i t j t k

  
  



 

 

   20 cos 0 0e i j k

i j

  

 



 

 

 

ดังนั้น  
0

lim
t

r t i j


 
 


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ทฤษฎีบท 3.2.1 ให  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  และ  f t  เปน

ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  สํ า ห รั บ  t I   ถ า     
0 0

lim , lim
t t t t

r t R s t S
 

 


    แ ล ะ 

 
0

lim
t t

f t L


  แลว    
0

lim
t t

f t r t LR







 
 

พิสูจน  จะแสดงวา    
0

lim
t t

f t r t LR







 สําหรับ  
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

f t L


  

ให   เปนจํานวนจรงิบวกใด ๆ เลือก min 1,
1L r




          


จะมี 0  ซ่ึงทําให  

00 t t     แลว  r t R  




 และ  f t L    

เพราะวา                                    f t f t L L    

 

1

f t L L

L

L



  

 

 

 

พิจารณา                               f t r t LR f t r t f t R f t R LR    
   

 

  

     f t r t R R f t L          
 



 

จึงไดวา                              f t r t LR f t r t R R f t L           
  

 

 

     

 

f t r t R R f t L

f t R 

   

  

 





 

   

 

1 1

1
1

L R L R

L R
L R

  




       

            

 





 

ดังนั้น    
0

lim
t t

f t r t LR







 

 
ทฤษฎีบท 3.2.2 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆบนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

เนื่องจาก  
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
2

r t R 
 



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และ จาก  
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S 
 




 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                  r t s t R S r t R s t S                
  

   

 

   

2 2

r t R s t S

 


   

  



 

 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

ทฤษฎีบท 3.2.3 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


    

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

เนื่องจาก   
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
 2

r t R
s t


 






 

และจาก   
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S
R


 






 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                            r t s t R S r t s t R S s t R s t R          
    

     

 

       r t s t s t R s t R r s       
 

     

 

       r t s t s t R s t R R S       
  

   

 

      s t r t R R s t S        
 

  

 

      s t r t R R s t S        
 

  

 

     s t r t R R s t S   
 

  

 

 
 2 2

s t R
s t R
 

  








 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   
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ทฤษฎีบท 3.2.4 ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  สําหรับ t I  ถา 

 
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S





  แลว    
0

lim
t t

r t s t R S


    


 

 
 

พิสูจน จะแสดงวา    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

สําหรับ   
0

lim
t t

r t R







 และ  
0

lim
t t

s t S







 ให   เปนจํานวนเต็มบวก  

สําหรับ  
0

lim
t t

r t R







 จะมี 1 0   ซ่ึง 0 10 t t     แลว  
 2

r t R
s t


 






 

และ สําหรับ  
0

lim
t t

s t S







 จะมี 2 0   ซ่ึง 0 20 t t     แลว  
2

s t S
R


 






 

เลือก  1 2min ,    ให 00 t t     

จึงไดวา   0 10 t t       และ 0 20 t t       

พิจารณา                r t s t R S r t s t R S s t R R s t          
    

     

 

 

       

       

r t s t R s t s t R R S

r t s t R s t s t R R S

       

              

  

   

  

   

 

 

       

     

     

r t s t R s t s t R R S

r t R s t s t S R

r t R s t s t S R

       

            

   

  

   

 

  

 

  

 

 
 

2 2
s t R

s t R
 

  








 

ดังนั้น    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

 

ตัวอย าง  3.2 .4  กําหนดให  ฟ งกชันค า เวกเตอร       2 sin5 3 2 ,tr t t t i e j tk    


 



  

     2 31 2s t t i t t j t k    


 



 และฟงกชันคาจริง   25 3f t t t        

จงหาคา   
  1.    

0
lim
t

f t r t




  

  2.    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

  3.    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

  4.    
0

lim
t

r t s t


  
 
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วิธีทํา พิจารณา      2 sin

0 0
lim lim 5 3 2 t

t t
r t t t i e j tk

 

       



 



 

   2 sin

0 0 0
lim 5 3 2 lim limt

t t t
t t i e j tk

  
    



 

 

2i j 
 

  

              2 3

0 0
lim lim 1 2
t t

s t t i t t j t k
 

       



 



 

   2 3

0 0 0
lim 1 lim 2 lim
t t t

t i t t j t k

i
  

    





 



 

                      2

0 0
lim lim 5 3
t t

f t t t
 

    

3  
1.                  

0 0 0
lim lim lim
t t t

f t r t f t r t
  


 

 

 3 2

6 3

i j

i j

  

 

 

 

 

ดังนั้น    
0

lim 6 3
t

f t r t i j


 
 



 

 2.            
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

    
   

 

   2

3

i j i

i j

    

 

  

 

 

ดังนั้น    
0

lim 3
t

r t s t i j


    
 

 

 

3.               
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

              
   

 

   
     

2

2 1 1 0
2

i j i    

   



  

 

ดังนั้น    
0

lim 2
t

r t s t


   
 

 

4.              
0 0 0

lim lim lim
t t t

r t s t r t s t
  

              
   

 

   2i j i    
  

 

 

1 0 2 0 2 1
2 1 0

0 0 1 0 1 0
1 0 0

0 0 0 1

i j k
i j k

i j k

k

 
    

 


      





 



 



 



 

ดังนั้น    
0

lim
t

r t s t k


   


 
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3.3 ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 3.3.1 ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือเง่ือนไขตอไปนี้เปนจริง  

1.หาคา  0r t ได 

2. หาคา  
0

lim
t t

r t




 ได และ 

3.    
0

0lim
t t

r t r t



 

 

หรือ จะกลาววา r  ตอเนื่องท่ี 0t  ก็ตอเม่ือ    
0

0lim
t t

r t r t



 

  

ถา r  ตอเนื่องท่ีทุกๆ จุดบนชวง I  ใด ๆ จะกลาววา r  ตอเนื่องบนชวง I  
 

ทฤษฎีบท 3.3.1 ใหฟงกชันคาเวกเตอร        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t   

                    ก็ตอเม่ือ ,f g  และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  
 

พิสูจน  ให        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t  

 ดังนั้น      
0

0lim
t t

r t r t



 

 

             
0

0 0 0lim
t t

f t i g t j h t k f t i g t j h t k


    
 

   

 

                   
0 0 0

0 0 0lim lim lim
t t t t t t

f t i g t j h t k f t i g t j h t k
  

    
 

   

          
 

เนื่องจาก ,i j
 

 และ k


 เปนเวกเตอรคาคงตัว  

จึงได           
0 0

lim lim
t t t t

f t i i f t
 


 

 

   
    

0 0

lim lim
t t t t

g t j j g t
 


 

 

             
    

0 0

lim lim
t t t t

h t k k h t
 


 

 

โดยนิยามการเทากันของเวกเตอร จะได 
       

0 0
0 0lim , lim

t t t t
f t f t g t g t

 
  และ    

0
0lim

t t
h t h t


  

จึงไดวา    ,f t g t และ  h t ตอเนื่องท่ี 0t t  

  ให    ,f t g t และ  h t ตอเนื่องท่ี 0t t  

จึงไดวา        
0 0

0 0lim , lim
t t t t

f t f t g t g t
 

  และ    
0

0lim
t t

h t h t


  

พิจารณา
         

        
0 0

lim lim
t t t t

r t f t i g t j h t k
 

  


 



 

     
0 0 0

lim lim lim
t t t t t t

f t i g t j h t k
  

  


 

 

        
0 0 0

lim lim lim
t t t t t t

i f t j g t k h t
  

  


 
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       0 0 0 0f t i g t j h t k r t   


 



 

จึงไดวา         r t f t i g t j h t k  


 



ตอเนื่องท่ี 0t t  

ดังนั้น ฟงกชันคาเวกเตอร r ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือ ,f g และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  

ถา  r t เปนฟงกชันคาเวกเตอร ซ่ึงตอเนื่องสําหรับทุกๆ คา t I  แลวจะทําใหไดวา r  

ตอเนื่องบน I  จึงไดขอสรุปวา  
กําหนดให  r t และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t I  

และตอเนื่องบน I  แลว            , ,f t r t r t s t r t s t 
    

 และ    r t s t
 

 ตอเนื่องบน I  

  

ตัวอยาง 3.3.1 ให    2 2 3r t t i t t j tk   


 



 ฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r ตอเนื่อง    

ท่ี 1t   หรือไม 
 

วิธีทํา จาก                   2 2 3r t t i t t j tk   


 



                  
 

พิจารณา            2 21 1 1 1 3 1r i j k   


 



 
      3i k 





 

               
      2 2

1 1 1 1
lim lim lim lim3
t t t t

r t t i t t j t k
   

                  



 



 

     3i k 




   
และ               

1
lim 1
t

r t r



 

 

ดังนั้น    2 2 3r t t i t t j tk   


 



 ตอเนื่องท่ี 1t   

 

ตัวอยาง 3.3.2 ให      cos sintr t e i t j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r  

ตอเนื่องท่ี 0t   หรือไม 
 

วิธีทํา  จาก                       cos sintr t e i t j t k  


 



 

 พิจารณา                00 cos 0 sin 0r e i j k  


 



      i j 
 

 

                           0 0 0 0
lim lim lim cos limsint

t t t t
r t e i t j t k

   
  



 



 

                          
i j 
 

   
                      

0
lim 0
t

r t r



 

 

ดังนั้น       cos sintr t e i t j t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t   
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ตัวอยาง 3.3.3 ให   22 3r t ti tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงพิจารณาวา r  ตอเนื่องบน

ชวงใด  
 

วิธีทํา  จาก   22 3r t ti tj t k  


 



 จะพบวาสวนประกอบของฟงกชัน r  คือ  

     2f t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

         3g t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

และ      2h t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

จึงไดวา สวนประกอบของฟงกชัน r  เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R รวมกัน 
ดังนั้น ฟงกชันคาเวกเตอร r  ตอเนื่องบน R  
 
ตัวอยาง 3.3.4 จงหาชวงของจํานวนจริง t  ซ่ึงฟงกชันคาเวกเตอร     3 43r t t i t j t k   



 



 

ตอเนื่อง 
 

วิธีทํา จาก     3 43r t t i t j t k   


 



 

พิจารณาสวนประกอบของฟงกชัน r  คือ  

  3f t t    เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน  3,  

   3g t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

และ    4h t t   เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบน R  

สวนประกอบของฟงกชัน r เปนฟงกชันคาจริงท่ีตอเนื่องบนชวง  3, รวมกัน 

ดังนั้น r  ตอเนื่องบนชวง  3,  

 

3.4 อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 34.1 ให r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึง มีความตอเนื่องบนชวง I และ 0t I   จะกลาววา
   0 0

0
lim

t

r t t r t
t 

 


 

 เม่ือลิมิตมีคาวาอนุพันธของ r  ท่ี 0t  ใชสัญลักษณแทนดวย                         

 
0t t

d r t
dt 



หรือ  0r t  นั่นคือ  
   0 0

0 0
lim

t

r t t r t
r t

t 

 
 



 



 เ ม่ือลิมิตมีคา  

  
จากนิยาม 3.4.1 จะกลาววา  r t  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธท่ี 0t  ถากําหนดให 0 1t t t    

เม่ือ 0t   จะได 1 0t t  ดังนั้น 

 
   

1 0

1 0
0

1 0

lim
t t

r t r t
r t

t t


 



 



 เม่ือลิมิตมีคา           
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ทฤษฎีบท 3.4.1 ให        r t f t i g t j h t k  


 



 หาอนุพันธไดท่ี t  ก็ตอเม่ือสวนประกอบ

ของ  r t  หาอนุพันธไดท่ี t  นั่นคือ        r t f t i g t j h t k     


 



 
 

พิสูจน จาก         ,r t f t i g t j h t k t I   


 



 

 
   

0
lim

t

r t t r t
r t

t 

  


 

  

        
             

0
lim

t

f t t i g t t j h t t k f t i g t j h t k

t 

       




 

   

    

        

           
0

lim
t

f t t i f t i g t t j g t j h t t k h t k
t 

       




 

   

   

        

           
0 0 0

lim lim lim
t t t

f t t f t g t t g t h t t h t
i j k

t t t     

                             



 

 

แต   
   

 
0

lim
t

f t t f t
f t

t 

 


  
 เพราะวา f  มีอนุพันธท่ี t  

   
 

0
lim

t

g t t g t
g t

t 

 


  
 เพราะวา g  มีอนุพันธท่ี t  

   
 

0
lim

t

h t t h t
h t

t 

 


  
 เพราะวา h  มีอนุพันธท่ี t  

ดังนั้น r  มีอนุพันธท่ี t  จึงไดวา        r t f t i g t j h t k     


 



 
 

ตัวอยาง 3.4.1 ให    2 sintr t t i e j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา  r t และ  0r   
 

วิธีทํา จาก               2 sintr t t i e j t k  


 



 

                           2 sintd d dr t t i e j t k
dt dt dt

                         



 

  

    2 costti e j tk  


 

 

              00 2 0 cos 0r i e j k   


 



 
j k 





 

ดังนั้น   2 costr t ti e j tk   


 



 และ  0r j k  





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ทฤษฎีบท 3.4.2 ให  r t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธได และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง ท่ี

หาอนุพันธได          fr t fr t f r t   
  

 

พิสูจน  

1.    
     

0
lim

t

fr t t fr t
f t r t

t 

     

 



 

                  
0

lim
t

f t t r t t f t r t
t 

  




 

 

               
0

lim
t

f t t r t t f t t r t f t t r t f t r t
t 

      




   

 

             
0

lim
t

f t t r t t r t r t f t t f t
t 

     




  

 

             
0 0

lim lim
t t

f t t r t t r t r t f t t f t
t t   

    
 

 

  

 

 
   

 
   

0 0 0 0
lim lim lim lim

t t t t

r t t r t f t t f t
f t t r t

t t       

   
  

 

 



      
 

 
       

 
0 0

lim lim
t t

r t t r t f t t f t
f t r t

t t   

                 

 



 

       f t r t f t r t  
 

 

     fr t f r t  
 

 

ดังนั้น         fr t fr t f r t     
    

 
ทฤษฎีบท 3.4.3 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

       r s t r t s t    
   

 
 

พิสูจน        
     

0
lim

t

r s t t r s t
r s t

t 

       

   

 

 

    
       

0
lim

t

r t t s t t r t s t
t 

          


   

 

           
0

lim
t

r t t s t t r t s t
t 

    




   

 

       
0

lim
t

r t t r t s t t s t
t 

    




   

 

       
0 0

lim lim
t t

r t t r t s t t s t
t t   

   
 

 

   

 

   r t s t  
 

 

ดังนั้น        r s t r t s t    
   
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ทฤษฎีบท 3.4.4 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

         r s t r s t r s t      
     

 

พิสูจน 

       
     

0
lim

t

r s t t r s t
r s t

t 

    


   

    

       
0

lim
t

r t t s t t r t s t
t 

    




   

 

               
0

lim
t

r t t s t t r t t s t r t t s t r t s t
t 

          




       

 

           
0

lim
t

r t t s t t s t s t r t t r t
t 

             


     

 

           
0 0

lim lim
t t

r t t s t t s t s t r t t r t
t t   

             
 

     

 

 
   

 
   

0 0 0 0
lim lim lim lim

t t t t

s t t s t r t t r t
r t t s t

t t       

             
 

   

 

 

 
       

 
0 0

lim lim
t t

s t t s t r t t r t
r t s t

t t   

            
 

   

 

 

       r t s t r t s t    
   

 

     r s t r s t    
   

 

ดังนั้น          r s t r s t r s t      
     

  

 

ทฤษฎีบท 3.4.5 ให  r t  และ  s t เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

         r s t r s t r s t      
     

 
 

พิสูจน  

   
       

0
lim

t

r t t s t t r t s t
r t s t

t 

        

   

    

               
0

lim
t

r t t s t t r t t s t r t t s t r t s t
t 

          




       

 

           
0

lim
t

r t t s t t s t r t t r t s t
t 

             


     

 

           
0 0

lim lim
t t

r t t s t t s t r t t r t s t
t t   

             
 

     

 

 
       

 
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t

s t t s t r t t r t
r t t s t

t t       

             
 

   

 
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 
       

 
0 0

lim lim
t t

s t t s t r t t r t
r t s t

t t   

            
 

   

 

 

       r t s t r t s t    
   

 

     r s t r s t    
   

 

ดังนั้น          r s t r s t r s t      
     

 

 
ทฤษฎีบท 3.4.6 ให    ,r t s t 

 และ  z t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

                                   r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

 
 

พิสูจน                        r s z t r s z t r s z t
                   

       

 

         r s z t r t s z t       
      

           r s z t r t s z t s z t               
        

             r s z t r t s z t r t s z t            
         

              r t s z t r t s z t r t s z t          
       

 

           r s z t r s z t r s z t                       
         

ดังนั้น                r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

  

 
ทฤษฎีบท 3.4.7 ให    ,r t s t 

 และ  z t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีหาอนุพันธไดท่ีจุด t  แลว 

                                   r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          

 
   

พิสูจน                           r s z t r t s z t r t s z t           
       

 

                r s z t r t s z t s z t               
        

                  r s z t r t s z t r t s z t            
         

           r s z t r s z t r s z t                       
         

ดังนั้น                r s z t r s z t r s z t r s z t                            
          
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ตัวอยาง 3.4.2 ให   2 2r t t i tj 
 



 และ   2s t ti j t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาคา  

1.    r s t
 

  2.    r s t
 

  3.    r s t
 

  

 

วิธีทํา 1.            r s t r t s t    
   

 

    2 22d dt i tj ti j t k
dt dt

    


   

 

 
 2 22 1d tdt dt d dti j i j k

dt dt dt dt dt

   
            



   

 

    2 2 2ti j i tk   


  

 

  2 1 2 2t i j tk   


 

 

ดังนั้น      2 1 2 2r s t t i j tk    


 

 

 

2.                        r s t r s t r s t      
     

 
 

    

       
       
                 

 

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 1 0 1 2 0 0 2

2 2 3 2

d dt i tj ti j t k t i tj ti j t k
dt dt

ti j ti j t k t i tj i tk

t t t t t t

t t t

 
          
  

        

                
    

 

       

 

      

 

ดังนั้น     23 2r s t t  
 

 

3.          r s t r s t r s t      
     

  

        

       
       

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

d dt i tj ti j t k t i tj ti j t k
dt dt

ti j ti j t k t i tj i tk

 
          
  

        

 

       

 

      

  

       2

2

2 2 0 2 0
1 1 0 2

i j k i j k
t t t

t t t
 

 

 

   

   

2 2

2 2

2 0 2 0 2 2 2 0 0 2
1 1 0 2 1 2 1 0

t t t t t t
i j k i j k

t t t t t t

  
                

 

   

    2 3 2 3

2 3

2 2 2 2 4 2 2

6 4 2

t i t j t t k t i t j tk

t i t j tk

        

  

 

   



 

 

ดังนั้น     2 36 4 2r s t t i t j tk   


 

 
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ทฤษฎีบท 3.4.8 กฎลูกโซ (chain rule) 
    ถา  r z s

 

 และ  s f t  หาอนุพันธได และพิสัยของ s  เปนเซตยอยของ

โดเมนของ r

 
แลว   r z f t 

 

 จะหาอนุพันธได โดยท่ี 

      z f t z f t f t     
   หรือ 

du du ds
dx ds dt


 

 

 

พิสูจน พิจาณา            
     

0
lim

t

z f t t z f t
z f t

t 

    


 

  

     
0

lim
t

z f t t z f t
t 

  




 

 

                              
         

0
lim

t

z f t f t t f t z f t
z f t

t 

    


 



 

ถา     0s f t t f t      เม่ือ 0t   จะได 0s   เชนกัน 

ดังนั้น                        
         

0
lim

t

z f t f t t f t z f t sz f t
t t 

     
 

 



 

  
     

0 0
lim lim

s t

z f t s z f t s
s t   

  


 

 

 

      z f t f t 
  

ถา     0s f t t f t      จะได    f t t f t   

และ           z f t t z f t 
   

ดังนั้น     0z f t 


  และ   0f t   

จะได             0 0 0z f t v f t v f t f t       


   

ดังนั้น         z f t z f t f t   
   หรือ 

dz dz ds
dt ds dt


 

 

 
นิยาม 3.4.2 อนุพันธอันดับท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกของฟงกชันคาเวกเตอร  r t             

ใชสัญลักษณแทนดวย    nr t

 กําหนดโดย        1n ndr t r t
dt

    
 

 

สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 สําหรับ t I   

จะได                n n n nr t f t i g t j h t k  


 


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ตัวอยาง 3.4.3 ให    2 2 sinr t t i tj t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาคา    3r t

  

 

วิธีทํา จาก          2 2 sinr t t i tj t k  


 



 

         2 2 sinr t t i tj t k       



 

  2 2 costi j t k  


 

 

         2 2 2 cosr t ti j t k      



 

  2 sini t k 




 

           3 2 sin cosr t i t k t k     

 



  

ดังนั้น      3 cosr t t k




 

 
ทฤษฎีบท 3.4.9 ถา r  เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงหาอนุพันธได และมีขนาดคงตัวบนชวงเปด  ,a b  

แลว     0r t r t 
 

 บนชวงปดนั้น นั่นคือ  r t  จะตั้งฉากกับ  r t  สําหรับทุก

คา t  บนชวงเปด  ,a b  
 

พิสูจน    จาก      
2

r t r t r t k  
  

 เม่ือ k  เปนคาคงตัว 

ดังนั้น หาอนุพันธได      0d r t r t
dt

   
 

  

ซายมือได                    0r t r t r t r t    
   

 

นั่นคือ     0r t r t 
 

 

 

3.5 ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนที่เชิงเสนโคง  
 

 กําหนดให  r t  และ  r t t


 เปนจุดสองจุดเสนโคงเรียบ คือ จุด P  และ Q  ดังภาพท่ี 

3.5.1  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

ภาพท่ี 3.5.1    ,r t r t t
 

 และ  r t  
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จากภาพท่ี 3.5.1 จะไดวา เวกเตอรความเร็วเฉลี่ยของการเคลื่อนท่ีจากจุด P  ไปยังจุด Q  
คือเวกเตอร  

   r t t r tPQ
t t

 


 



 

 

พบวาเวกเตอรความเร็วเฉลี่ยมีทิศทางขนานกับ PQ


 ให 0t   จุด Q  จะเขาใกลจุด P  

ตามเสนโคงเรียบ เวกเตอร PQ


 จะมีทิศทางเขาสูทิศทางเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ณ จุด P  และจะ
ไดเวกเตอร  

   
0 0

lim lim
t t

r t t r tPQ
t t   

 


 



 

 

เปนเวกเตอรท่ีมีทิศทางในแนวเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ท่ีจุด P  หรือเปนเวกเตอรท่ีขนาน 

กับเสนสัมผัสของเสนโคงเรียบ ณ จุด  r t  นั่นเอง แตเนื่องจาก 
   r t t r t

t
 



 

 เปนความเร็ว

เฉลี่ยของการเคลื่อนท่ีจากจุด  r t  ไปยัง  r t t


 

 
นิยาม 3.5.1 กําหนดให  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคงซ่ึง

ราบเรียบใน 3R  ความเร็วเชิงเวกเตอร (velocity vector) ณ จุด  r t  ใชสัญลักษณ

แทนดวย  v t  กําหนดโดย    v t r t
 

 ทิศทางของการเคลื่อนท่ี (direction of 

motion) คือ ทิศทางของ  v t  อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี (speed) คือขนาดของ

เวกเตอร  v t  ใชสัญลักษณแทนดวย  v t  กําหนดโดย    v t v t


 

 
นิยาม 3.5.2 สําหรับ  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคงเรียบ

สําหรับเวกเตอรความเร็ว  v t  ณ จุด  r t  แลว ความเรงเชิงเวกเตอร (acceleration 

vector) ณ จุด  r t  ใชสัญลักษณแทนดวย  a t  กําหนดโดย    a t v t
 

 อัตรา

เรงของการเคลื่อนท่ี คือ ขนาดของความเรง  a t  ใชสัญลักษณแทนดวย  a t  

กําหนดโดย    a t a t


 

 

ตัวอยาง 3.5.1 ให   2 3r t t i tj k  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ีเคลื่อนท่ีไปตามแนว

เสนโคงเรียบ จงหา 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอร ของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
2. อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
3. ความเรงเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
4. อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
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วิธีทํา  1. ความเร็วเชิงเวกเตอร       v t r t
 

 

 2

2

3

3

d t i tj k
dt
dt dt di j k
dt dt dt

  

                      



 



 

 

2ti j 
 

 

นั่นคือ ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2v t ti j 
 



 

จาก                    2v t ti j 
 



 

เม่ือ 2t            2 2 2v i j 
 



 

4i j 
 

 

ดังนั้น ความเร็วเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 4i j
 

 
 

2. จากความเร็วเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 4i j
 

 

จาก                  2 4v i j 
 



 

พิจารณา                              2 4v i j 
 



 

   2 24 1

17

 


 

ดังนั้น อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   คือ 17  หนวย/หนวยเวลา 
 

3. ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2v t ti j 
 



 

พิจารณา                  a t v t
 

 

 2

2 1 2

d ti j
dt
d t di j i
dt dt

 

  

 

  

 

นั่นคือ ความเรง ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   2a t i




 

จาก                         2a t i




 

เม่ือ 2t               2 2a i




 

ดังนั้น ความเรงเชิงเวกเตอรของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t   
 

4. จาก                      2 2a i




 

พิจารณา                         2 2a a


  22 2 2i  


 

ดังนั้น อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี ณ เวลา 2t  คือ 2  หนวย/(หนวยเวลา)2 
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ตัวอยาง 3.5.2 อนุภาคชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคงเกลี่ยวกลม ณ เวลา t  ใด ๆ กําหนดโดย

เวกเตอรบอกตําแหนง   3cos sinr t ti tj t k  


 



 และเวลามีหนวยเปนวินาที 

ระยะการเคลื่อนท่ีมีหนวยเปนเมตร จงหา 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอรและอัตราเร็วท่ีเวลาใด ๆ และเม่ือเวลา 3  วินาที 
2. ความเรงเชิงเวกเตอรและอัตราเรงท่ีเวลาใด ๆ และเม่ือเวลา 3  วินาที 

 

วิธีทํา  1. ความเร็วเชิงเวกเตอร คือ
   

   v t r t
 

 

3cos sind ti tj t k
dt

     



 

 

3

cos sind d dtt i t j k
dt dt dt

              



 

 

2sin cos 3ti tj t k  


 

 

ดังนั้น ความเร็ว ณ เวลา t  ใด ๆ คือ    2sin cos 3v t ti tj t k  


 



 

จาก                               2sin cos 3v t ti tj t k  


 



  

พิจารณา 3;t                         23 sin 3 cos 3 3 3v i j k  


 



 

       0.052 0.999 27i j k  


 

 

ดังนั้น ความเร็วเชิงเวกเตอร ณ เวลา 3  วินาที คือ  3 0.052 0.999 27v i j k  


 



 

จาก                     2sin cos 3v t ti tj t k  


 



   

พิจารณา                           v t v t


 
2sin cos 3ti tj t k   


 

 

     22 2 2

2 2 4

4

sin cos 3

sin cos 9

1 9

t t t

t t t

t

   

  

 

 

ดังนั้น อัตราเร็ว ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   41 9v t t   

จาก                               41 9v t t     

เม่ือ 3;t             43 1 9 3v    

      730
27.02




 

ดังนั้น อัตราเร็ว ณ เวลา 3  วินาที คือ 27.02  เมตร/วินาที 
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2. จาก   2sin cos 3v t ti tj t k  


 



 

พิจาณา                      a t v t
 

 

      2sin cos 3d ti tj t k
dt

   


 

 

     2sin cos 3d d dt i t j t k
dt dt dt

                        



 

 

     cos sin 6ti tj tk  


 

 

ดังนั้น ความเรงเชิงเวกเตอร ณ เวลา t  ใด ๆ คือ   cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

จาก                     cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

เม่ือ 3;t                              3 cos 3 sin 3 6 3a i j k  


 



  

     0.999 0.052 18i j k  


 

 

ดังนั้น ความเรง ณ เวลา 3  นาที คือ  3 0.999 0.052 18a i j k  


 



      

จาก                     cos sin 6a t ti tj tk  


 



  

พิจารณา                      a t a t


   

     cos sin 6ti tj tk   


 

 

          2 2 2cos sin 6t t t      

     2 2 2cos sin 36t t t    

     21 36t   

ดังนั้น อัตราเรง ณ เวลา t  ใด ๆ   21 36a t t   

จาก                         21 36a t t   

เม่ือ 3;t            23 1 36 3a    

    325 18.03   
ดังนั้น อัตราเรง ณ เวลา 3  วินาที คือ 18.03  เมตร/วินาที2 

 

3.6 เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก 
 

นิยาม 3.6.1 ให   r t  เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง ให 0P  เปนจุดบน  r t  ณ ท่ี 0t t  แลว

เรียก  r t  วาเวกเตอรสัมผัส (tangent vector) ของเสนโคง  r t  จะไดวา 

 
 

 
 

   

0

0 0
0 0

lim
t

t t

dr t r t t r t
r t r t

dt t 


 
   



  

 
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นิยาม 3.6.2 ให  r t  เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง แลวจะเรียกเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย 

และมีทิศทางเดียวกับ  r t  วาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย (unit tangent vector) ของ

เสนโคง ณ จุด  r t  และใชสัญลักษณแทนดวย  T t


 กําหนดโดย 

 
 
 

r t
T t

r t











 เม่ือ   0r t 


 

จากนิยาม 3.6.2 เรียกเสนตรงท่ีผานจุด  r t  และขนานกับเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยวา         

เสนสัมผัสเสนโคง ณ จุด  r t  ดังภาพท่ี 3.6.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.6.1 กราฟของเสนโคงและเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส 
 

ตัวอยาง 3.6.1 ให   23cos 3sinr t ti tj t k  


 



 เปนสมการเวกเตอรของสวนโคง จงหา

เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง  
 

วิธีทํา จากสมการเวกเตอร        23cos 3sinr t ti tj t k  


 



 

พิจารณา                              23cos 3sindr t ti tj t k
dt

      



 



 

2

3 cos 3 sind d dtt i t j k
dt dt dt

                  



 

 

3sin 3cos 2ti tj tk  


 

 

และ                              3sin 3cos 2r t ti tj tk   


 



 

              

     

 

2 2 2

2 2 2

2

3sin 3cos 2

9 sin cos 4

9 4

t t t

t t t

t

  

  

 

 

 



ตัว
อย
่าง

 
 

149 

จาก           
 
 

r t
T t

r t











 

2

3sin 3cos 2
9 4

ti tj tk
t

  






 

            
 

2 2 2

3sin 3cos 2
9 4 9 4 9 4

t t ti j k
t t t

  
  



 

 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคงคือ 
2 2 2

3sin 3cos 2
9 4 9 4 9 4

t t ti j k
t t t

  
  



 

 

 
ตัวอยาง 3.6.2 ใหเสนโคง 2 1, 3x t y t   และ 2 6z t t   จงหาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของ

ท่ี 2t   
 

วิธีทํา จากสมการตัวแปรเสริมของเสนโคง คือ 2 1, 3x t y t   และ 2 6z t t   

เขียนเปนสมการเวกเตอรของเสนโคง       2 21 3 6r t t i tj t t k    


 



 

พิจารณา                      2 21 3 6dr t t i tj t t k
dt

        



 



 

   2 231 6d d t dt i j t t k
dt dt dt
   
       
      



 

 

             2 3 2 6ti j t k   


 

 

และ                                2 3 2 6r t ti j t k   


 



 

     2 2 2

2 2

2

2 3 2 6

4 9 4 24 36

8 24 45

t t

t t t

t t

   

    

  

 

เวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส     
 
 

r t
T t

r t











 

 
2

2 3 2 6

8 24 45

ti j t k

t t

  


 



 

 

เม่ือ 2;t                       
    

   2

2 2 3 2 2 6
2

8 2 24 2 45

i j k
T

  


 



 



   

     
4 3 10

125
i j k 





 

 

     4 3 2
5 5 5 5 5

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคงท่ี 2t  คือ 4 5 3 5 2 5
25 25 5

i j k 


 
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นิยาม 3.6.3 ให  T t


 เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง ณ จุด  r t  เรียกเวกเตอรท่ีมี

ขนาดหนึ่งหนวยและมีทิศทางเดียวกับ  T t


 ท่ีจุด  r t  ใด ๆ วา เวกเตอรแนวฉาก

หนึ่งหนวย หรือ เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย (unit normal vector) ใชสัญลักษณแทนดวย 

 N t


 นั่นคือ  
 
 

T t
N t

T t












 เม่ือ   0T t 


  

เรียกเสนตรงท่ีลากผานจุด  r t  และขนานกับ  N t


 วา เสนแนวฉากของเสนโคง ณ จุด  r t  

 
 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.6.2 เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย และเวกเตอรเวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคง
 

 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และสวนประกอบตามแนวเวกเตอรปกติ

หนึ่งหนวย จาก       
 
 

T t
N t

T t












   เม่ือ   0T t 


 

     
 
 

v t
v t




 

จึงได                                  v t v t T t




 

หาอนุพันธเทียบกับ
 
 t  ท้ังสองขาง จะได  

                                           v t v t T t v t T t   
 



 

หรือ                 a t v t T t v t T t  
 



 

จาก         
 
 

T t
N t

T t











 

                                      T t T t N t 
  

 

ดังนั้น                   a t v t T t v t T t N t 
  



 

 เรียก  v t  วาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และเรียก    v t T t


 วา

สวนประกอบตามแนวเวกเตอรปกติหนึ่งหนวย ของ  a t  
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ตัวอยาง 3.6.3 ให   cos sinr t ti tj 
 



 เปนฟงกชันเวกเตอรของเสนโคงเรียบ จงหาเวกเตอร

ปกติหนึ่งหนวยของเสนโคง  
 

วิธีทํา จาก                  cos sinr t ti tj 
 



 

พิจารณา                      cos sind dr t t i t j
dt dt

              

 



 

      
     sin costi tj 

 

 

                   2 2
sin cos 1r t t t    



 

จาก         
 
 

r t
T t

r t











 

     sin cos
1

ti tjT t  


 



 

 sin costi tj 
 

 

                        sin cosdT t ti tj
dt

      


 

 

     sin cosd dt i t j
dt dt

              

 

 

     cos sinti tj 
 

 

           2 2cos sinT t t t    


 

     
2 2cos sin

1
t t 


 

จากเวกเตอรแนวฉาก     
 
 

T t
N t

T t











  

พิจารณา                            cos sin
1

ti tj 


 

 

        cos sint i t j 
 

 

ดังนั้น เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย คือ      cos sinN t t i t j 


 

 

 
ตัวอยาง 3.6.4 ให   3cos 3sin 4r t ti tj tk  



 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรของฮิลิกซกลม จงหา

เวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคงฮิลิกซกลม  
 

วิธีทํา จาก  
 

  3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



 
พิจารณา               3 cos 3 sin 4d d dtr t t i t j k

dt dt dt
                         



 



 

    3sin 3cos 4ti tj k  


 
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                    3sin 3cos 4r t ti tj k   


 



 

     2 2 2

2 2

3sin 3cos 4

9sin 9cos 16

t t

t t

   

  
 

 2 29 sin cos 16t t    

9 16

25 5

 

 
 

จาก                      
 
 

r t
T t

r t











 

     3sin 3cos 4
5

ti tj k  




 

 

3 3 4sin cos
5 5 5

ti tj k  


 

 

                     3 3 4sin cos
5 5 5

d d dT t t i t j k
dx dx dx

                          




 

 

3 3cos sin
5 5

ti tj 
 

 

             3 3cos sin
5 5

T t ti tj   


 

 

2 23 3cos sin
5 5

t t
               

 

 

2 2

2 2

9 9cos sin
25 25
9 cos sin
25
9 3
25 5

t t

t t

 

 

 

 

จาก                     
 
 

T t
N t

T t











 

     

3 3cos sin
5 5

3
5

ti tj 


 

 

     cos sinti tj 
 

 

ดังนั้น
 
เวกเตอรปกติหนึ่งหนวยของเสนโคงฮิลิกซกลมคือ cos sinti tj 

 
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3.7 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

นิยาม 3.7.1 ปริพันธไมจํากัดเขต (indefinite integral) ของ r  เก่ียวกับ t  คือ เซตของทุกๆ 

ปฏิกิริยาอนุพันธ (antiderivatives) ของ r  ใชสัญลักษณแทนดวย  r t dt


 และ

ถา  R t


 เปนปฏิกิริยาอนุพันธของ  r t  จะไดวา 

   r t dt R t c 


 

 

 เม่ือ c  เปนเวกเตอรคงท่ี 
จากนิยาม 3.7.1 ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอรท่ีเขียนในรูปสวนประกอบ จะเปนเวกเตอรท่ี

มีสวนประกอบเปนปริพันธของฟงกชันท่ีเปนสวนประกอบดังนี้ 

สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 ฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ 

          r t dt f t dt i g t dt j h t dt k     


 



 

 

ตัวอยาง 3.7.1 ให   2cos 2 3r t ti tj t k  


 



เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหาปริพันธของ  r t   
 

วิธีทํา              2cos 2 3r t dt ti tj t k dt   


 



  

    
2

2 3

cos 2 3

sin

t dt i t dt j t dt k

ti t j t k c

                 

   

  


 



 



 

ดังนั้น ปริพันธของ  r t  คือ 2 3sin ti t j t k c  


 



 

 

ตัวอยาง 3.7.2 อนุภาคหนึ่งเคลื่อนท่ีใน 3R  ดวยความเร็ว   2 cos 2tv t e i t j tk  


 



 จงหา

สมการการเคลื่อนท่ีของอนุภาคเม่ือเวลา t  ใด ๆ ถา  0 2r i j k  


 



 
 

วิธีทํา จาก           r t v t 
 

 

                                     2 cos 2tr t e i t j tk   


 



 

                 2 cos 2tdr t
e i t j tk

dt
  





 

 

                                 2 cos 2tdr t e i t j tk dt   


 



 

                                          2 cos 2tr t e dt i t dt j tdt k    


 



 

     
 

 

3

1 2 3

3

1 2 3

1 sin 2
3 2

1 sin 2
3 2

t

t

te c i c j t c k

te i c i j c j tk c k

                
                



 

 

   
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 
3

1 2 3
1 sin 2

3 2
t te i j tk c i c j c k

          

 

   

 

 
3

1 2 3
1 sin 2

3 2
t te i j tk c i c j c k

          

 

   

 

ให 1 2 3 ;c c i c j c k  


 



       
3 1 sin 2
3 2

t te i j tk c
        



 



  

ดังนั้น  
3 1 sin 2
3 2

t tr t e i j tk c
        



 

 

     ........... 1   

แทนคา 0t   ในสมการ  1  

จึงไดวา                     
 

 
3

0 0 10 sin 2 0
3 2

r e i j k c
        



 

 

 

i c 




 
จาก  0 2r i j k  



 



       ........... 2  

จึงไดวา                     สมการ  1  สมการ 2                                   

                                    2i c i j k   


  



 

           2c i j k i   


  



 

  i j k  


 

 

นั่นคือ c i j k  


 



 แทนคาใน  1  

            
3 1 sin 2
3 2

t tr t e i j tk i j k
          

 

   



 

 
 

 

3

3

1 sin 2
3 2

11 1 sin 2 1
3 2

t

t

te i i j j tk k

te i j t k

                
                

 

   



 

 

ดังนั้น สมการการเคลื่อนท่ีของอนุภาคเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ  

   
3 11 1 sin 2 1
3 2

t tr t e i j t k
                



 



 

 

นิยาม 3.7.2 ถาสวนประกอบของ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร ท่ีหา

ปริพันธได บน  ,a b  จะกลาววา r  หาปริพันธได (integrable) เชนกัน และปริพันธ

จํากัดเขต (definite integral) ของ r  จาก a  ถึง b  คือ  

       
b b b b

a a a a

r t dt f t dt i g t dt j h t dt k
                              

   


 


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ตัวอยาง 3.7.3 จงหาปริพันธของ   sin sec tan 2r t ti t tj tk  


 



 บนชวงปด  0,  
 

วิธีทํา             
0 0

sin sec tan 2r t dt ti t tj tk dt
 

   


 



 

0 0 0

sin sec tan 2tdt i t tdt j t dt k
       

            
          
  



 

 

               

   

2
0 0 0

2 2

2

2

cos sec

cos cos 0 sec sec 0 0

1 1 1 1 0

2 2

t i t j t k

i j k

i j k

i j k

                
               

          

  



 



 



 



 

 

  





 

ดังนั้น ปริพันธของ  r t  บนชวง  0,  คือ 22i k




  

 

3.8 ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ 
 

นิยาม 3.8.1 ให r เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  ,a b  และมีพิสัยเปนสับเซตของ nR  เม่ือ 2,3n   

โดยมีอนุพันธคือ r   เปนฟงกชันหาคาไดและตอเนื่องบนชวง  ,a b  จะเรียกกราฟ 

หรือพิสัยของ r  วาเสนโคงเรียบ ให  ,L a b  แทนความยาวของเสนโคงจาก  r a  

ถึง  r b  
 

ทฤษฎีบท 3.8.1 ให  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย  r t  เม่ือ  ,t a b  ความยาวสวนโคง

เรียบ คือ    ,
b

a

L a b r t dt 


  

พิสูจน ให  เปนเสนโคงใน  กําหนดโดย        r t f t i g t j h t k  


 



 เม่ือ  ,t a b   

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 3.8.1 สวนโคงยอยท่ี i  ซ่ึงมีจุดปลายท้ังสองอยูท่ีจุด  และ  

C

C 3R

 1ir t 

  ir t
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 ในการคํานวณหาคา  ,L a b  ทําได โดยการแบงชวง  ,a b  ออกเปนชวงยอย ๆ               

ท่ีจุด 0 1 2, , ,..., nt t t t  โดยท่ี  

0 1 2 ... na t t t t b       

ดังนั้น เม่ือ 0t t a   ไดจุด  r a  บนเสนโคง C  ซ่ึงเปนจุดเริ่มตน 

เม่ือ nt t b   จะไดจุด  r b   บนเสนโคง C  ซ่ึงเปนจุดสุดทาย 

หรือ เม่ือ it t  จะไดจุด  ir t  บนเสนโคง C  เม่ือ 0,1,2,3,...,i n  ดังนั้นสวนโคง C  จึง       

ถูกแบงออกเปน n  สวนเชนกัน 
พิจารณาสวนโคงยอยท่ี i  ซ่ึงมีจุดปลายท้ังสองอยูท่ีจุด  1ir t 

  และ  ir t  ดังภาพ 3.8.1 

ความยาวสวนโคงยอยนี้ก็คือ ระยะทางท่ีไดจากการเคลื่อนท่ีในชวงเวลาตั้งแต 1it   ถึง it  จึงประมาณ

คาความยาวนี้ไดจากสูตร    
ระยะทาง = อัตราเร็ว เวลา 

 ในท่ีนี้เวลาท่ีใชในการเคลื่อนท่ี คือ 1i it t  สวนอัตราเร็วนั้นอาจประมาณไดดวยคา

สัมบูรณของอนุพันธของ r  ท่ีจุด it
  ซ่ึงเปนจุดใดจุดหนึ่งในชวง  1,i it t  ดังนั้น 

ความยาวสวนโคงยอยท่ี    1i i ii r t t t
 



 

     1
1

,
n

i i i
i

L a b r t t t




  

 

ถาให n  มีคามากข้ึนโดยมีขีดจํากัด กลาวคือ n   แลว  1 0i it t    

จะเห็นวา            1
1

,
n

i i i
i

r t t t L a b




     

ดังนั้น          1
1

, lim
n

i i in
i

L a b r t t t




     

 เนื่องจาก  r t ตอเนื่องบนชวง  ,a b  สามารถหาปริพันธของฟงกชัน  r t  ไดบนชวง 

 ,a b  ดังนั้น     

   ,
b

a

L a b r t dt 


 

ในทํานองเดียวกัน ถา C  เปนเสนโคงเรียบใน 2R  ซ่ึงกําหนดโดย      r t x t i y t j 
 



 โดยท่ี 

 ,t a b  จะไดความยาวของเสนโคงจาก  r a  ถึง  r b  ดังนี้ 

   ,
b

a

L a b r t dt 

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ตัวอยาง 3.8.1 กําหนดสมการเคลื่อนท่ีของอนุภาค คือ   2 3 46 4 2 3r t t i t j t k  


 



 เม่ือ 

 1,2t   เคลื่อนท่ีไปบนปริภูมิสามมิติ จงหาระยะทางท่ีอนุภาคเคลื่อนท่ีไปใน

ชวงเวลาท่ีกําหนดให  
 

วิธีทํา จาก                         2 3 46 4 2 3r t t i t j t k  


 



 

     2 312 12 2 12r t ti t j t k   


 



 

  
       

2 22 2 312 12 2 12r t t t t   


 

2 4 6144 288 144t t t    
2 4 612 2t t t    

 3

3

12

12 12

t t

t t

 

 
 

                                   
2

3

1

1, 2 12 12L t t dt   

        

24 2 24 2

1
1

4 2 4 2

12 12 3 6
4 2

3 2 6 2 3 1 6 1

63

t t t t   

            


 

ดังนั้น ระยะทางท่ีอนุภาคเคลื่อนท่ีในชวง  1,2t   คือ 63  หนวย  

 

ตัวอยาง 3.8.2 เครื่องรอนหมุนไปตามเสนโคงรูปกนหอย   2cos sinr t ti tj t k  


 



 

เครื่องรอนนี้จะเคลื่อนท่ีไปไดระยะทางเทาใดจากเวลา 0t   ถึง 2t   
 

วิธีทํา  จาก     
2

0

0, 2L r t dt


  


 

พิจาณา             2cos sind d dr t t i t j t k
dt dt dt

                         



 

  

    sin cos 2ti tj tk  


 

 

                2 2 2sin cos 2r t t t t    
  

          
21 4t   

จึงได  
2

2

0

0, 2 1 4L t dt


         ............. 1  
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ให 2 tant   แลว 21 sec
2

dt   แทนคา 

                         
2

2 2

0

11 tan sec
2

s dt


 
       

 
2

2 2

0

1 sec sec
2

d


     

 
2

3

0

1 sec
2

d


       ............. 2  

พิจารณา 3sec d   ใชระเบียบวิธีการปริพันธทีละสวน โดย 

ให  secu     และ   2secdv d   

 sec tandu d     และ   tanv  แทนคา 

         
 3sec sec tan tan sec tand d           

2sec tan tan sec d       

 3sec tan sec sec d        

3sec tan sec secd d          

                        
3 32 sec sec tan sec secd d d             

sec tan ln sec tan C        

                           3 1sec sec tan ln sec tan
2

d C          แทนคาสมการ 2  

        
2

0

1 1 sec tan ln sec tan
2 2

x

x
L


   





 
   
  

 

 
2

0

1 sec tan ln sec tan
4

x

x


   




    

2
2 2

0

1 2 1 4 ln 2 1 4
4

x

x
t t t t





 
     
  



 

       

       

2 2

2 2

1 2 2 1 4 2 ln 2 2 1 4 2
4
1 2 0 1 4 0 ln 2 0 1 4 0
4

        
        

   
 

  2 21 4 1 16 ln 4 1 16 ln1
4
        

     

  2 21 4 1 16 ln 4 1 16
4
       

     

40.41      
จึงไดความยาวของสวนโคงคือ 40.41  หนวยความยาว 
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ทฤษฎีบท 3.8.2 สําหรับสวนโคง C  ใน 2R  โดยมีสมการ คือ  y f x  โดยท่ี  ,x a b  แลว

ความยาวสวนโคง C  คือ     2
, 1

b

a

L a b f x dx    

 

พิสูจน สวนโคง  ใน  โดยมีสมการคือ  โดยท่ี  

เปลี่ยนสมการในรูปแบบคารทีเซียนใหเปนแบบเวกเตอรได ดังนี้ ให  จะได  

ดังนั้น เสนโคง  กําหนดโดย           เม่ือ  

พิจารณา                            

และ                 

      
221 f t      

      
2

1 f t      

จากทฤษฎีบท 3.8.2 จึงได 
          

 

 
 

จากให จึงได   
 

 

ดังนั้น ความยาวสวนโคง  คือ  

 
ตัวอยาง 3.8.3 ใหสมการเสนโคง  ใน  คือ  เม่ือ  จงหาความยาวสวนโคง 
 

วิธีทํา จากสมการสวนโคง                   
                               

                                      

 

 

พิจารณา            

ให    จึงได  

       

C 2R  y f x  ,x a b

x t  y f t

C    r t ti f t j 
 



 ,t a b

   r t i f t j  
 



   r t i f t j  
 



   ,
b

a

L a b r t dt 


  2
1

b

a

f t dt 

;x t   2
1

b

a

f x dx 

C     2
, 1

b

a

L a b f x dx 

C 2R 25y x  0,5x 

25y x
10y x 

   2 210y x 
2100x

 
5

2

0

0,5 1 100L x dx 

   2 221 100 1 10x dx x dx   
10 tanx 

1 tan
10

x 

21 sec
10

dx d 
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แทนคา            

     

 

       
     

 
 

          
 

 

                    
 

 

            
5

2 2

0

1 10 1 100 ln 1 100 10
20

x

x
x x x x





       
 

           2 21 10 5 1 100 5 ln 1 100 5 10 5
20

        
    

     1 50 2501 ln 2501 50
20

    

     1 2500.5 4.61
20

   

    125.26  
ดังนั้น ความยาวสวนโคงคือ 125.26  หนวย 
 
นิยาม 3.8.2 ให C  เปนเสนโคงเรียบบนปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย         , ,r t f t g t h t



 

       เม่ือ  ,t a b  ความยาวของสวนโคงจากจุด  r a  ถึงจุด  r t  ใชสัญลักษณแทน

ดวย  s t เรียก s  วาเปนฟงกชันความยาวของเสนโคง  
  

 จากนิยาม 3.8.2 จึงได                      ,s t L a t  

      
t

a

r u du 


     

เรียกสมการ  วา ระยะทางกําหนดทิศทาง (directed distance) โดยวัดตามแนวเสนโคง 

C  เริ่มตนจาก  r a   

พิจารณา   
      s t r t   

หรือ                    ds r t
dt

     ........... 2  

นั่นคือ          
2 2 2ds dx dy dz

dt dt dt dt
                        

 

     2 2 2 211 10 1 tan sec
10

x dx d  
       

 2 2

3

1sec sec
10

1 sec
10

d

d

  

 

    







 1 sec tan ln sec tan
20

C      

  2 21 10 1 100 ln 1 100 10
20

x x x x C     

 
5

2

0

0,5 1 100L x dx 

 ........... 1

 1
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ดังนั้น           ,s t L a t  

     
2 2 2t

a

dx dy dz du
dt dt dt

                          ........... 3  

เรียกสมการ  2  อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง C  และเรียกสมการ  3  วาสมการ  

อิงตัวแปรเสริมของความยาวเสนโคง C  โดยเริ่มตนท่ีจุด  r a   

 
ตัวอยาง 3.8.4 ให C  เปนสวนโคงเรียบ กําหนดโดย    2 , ln , 4r t t t t



 จงหาความยาวสวน

โคง สําหรับ  1,4t    
 

วิธีทํา  จาก    2 , ln , 4r t t t t


  

 จึงได    2 , lnf t t g t t   และ   4h t t  

 พิจารณา   2f t   แลว    
2 22 4f t      

    1g t
t

   แลว  

   แลว  

                   

 

 

 

 

ดังนั้น ความยาวสวนโคง  คือ 18.3 หนวย  
 

 
 
 
 
 

 
2

2

2

1 1g t
t t
       

 
1
24 2d th t t

dt


    
21

2 122 4h t t t
 

         

 
2 2 2t

a

df dg dhs t dt
dt dt dt

                        
4

1
2

1

14 4t dt
t

  
4

1

14 4lnt t
t

 
   
  

 
 

   
 

 1 14 4 4ln 4 4 1 4ln 1
4 1

   
                 
21.30 3
18.3

 


C
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3.9 ความโคงของเสนโคง  
 

 คาความโคงสามารถวัดจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของเสนโคงท่ีโคงออกจากเสนสัมผัส ณ 
จุดท่ีกําหนดให ดังภาพท่ี 3.9.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.1 ความโคงของเสนโคง  

 

 โดยอัตราการเปลี่ยนแปลงท่ีวัดจากคาสัมบูรณของอัตราการเปลี่ยนแปลงของมุมเอียงของ
เสนสัมผัสเทียบกับระยะทางตามแนวเสนโคง โดยสรุปเปนนิยามได ดังนี้ 
 
นิยาม 3.9.1 ให  เปนเสนโคงเรียบกําหนดโดยฟงกชันท่ีมีตัวแปรเสริม  เปนความยาวสวนโคง 

แลวความโคง (curvature) ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  s   กําหนดโดย  

  ds
ds


    

จากนิยาม 3.9.1 สามารถสรางความสัมพันธระหวาง  กับ  จะไดวา  

หมายเหตุ อานวา แคปปา (kappa) 
 

ทฤษฎีบท 3.9.1 ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  สําหรับแตละคา  ท่ี  และ  

หาคาได แลว ความโคง  กําหนดโดย  โดยท่ี  

 

พิสูจน จากนิยาม 3.9.1          

 
 

dT
dt T tdT
dsds r t
dt


  











 

ดังนั้น ความโคง  

C

C s
C

T


N
 dT N

ds






C  r t t  T t


 r t

C  
 
 

T t
t

r t











  0r t 


d
ds




 
 
 

T t
t

r t










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ตัวอยาง 3.9.1 ให  เปนสวนโคงซ่ึงกําหนดโดย  จงหาคาความโคง 
 

วิธีทํา จาก          

                  

                        

 

 

จาก                    

                    

                                    

                                  

     
 

จาก                     

 ดังนั้น ความโคง คือ  

 
ทฤษฎีบท 3.9.2 ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  แลว ความโคง  สําหรับแตละคา  ท่ี 

 หาคาได คือ  โดยท่ี  

 

พิสูจน               

และ    
      

 

ดังนั้น           

แต                       

C   cos sin 3r t ti tj tk  


 



  cos sin 3r t ti tj tk  


 



  sin cos 3r t ti tj k   


 



       2 2 2sin cos 3r t t t    


 2 2sin cos 9t t  

10

 
 
 

r t
T t

r t











  sin cos 3
10 10 10

t tT t i j k
  




 

  cos sin
10 10

t tT t i j  


 

 
   2 2 2 2cos sincos sin

1010 10
t tt tT t

           
      



1
10



 
 
 

1
110

1010

T t
t

r t



  





1
10

C  r t C t

 r t  
   

 
3

r t r t
t

r t


 




 



  0r t 


  dr dsr t T
dt dt

  






   
2 2

2 2

d r ds d sr t T t T
dt dt dt

   


 



     
2

2

ds ds d sr t r t T T t T
dt dt dt

     
  

 

  dT dT dsT t
dt ds dt

  

 


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จึงได                 

       
 

แต  

จึงได                              

ดังนั้น ความโคง  

 

ตัวอยาง 3.9.2 ให  เปนสวนโคงซ่ึงกําหนดโดย  จงหาคาความโคง

โดยใชทฤษฎีบท 3.9.2 
 

วิธีทํา จาก                          
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พิจารณา    

 

 

 

             

 

จาก            

 

ดังนั้น ความโคง คือ  

 
ตัวอยาง 3.9.3 จงหาความโคงของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด และรัศมียาว  หนวย 
 

วิธีทํา พิจารณาภาพท่ี 3.9.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.2 วงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุดกําเนิด รัศมียาว  หนวย 

 
เนื่องจาก สมการวงกลมท่ีมีจุกศูนยกลางท่ีจุดกําเนิดรัศมียาว  หนวย คือ  

                                       

จึงได ฟงกชันคาเวกเตอร     เปนฟงกชันสําหรับวงกลม 
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จาก                               

 

                                   

 

จาก                               
 
 

T t
t

r t











  

     
1
a

  

ดังนั้น ความโคง คือ 
1
a

 

 จากตัวอยาง 3.9.3 สําหรับ  ท่ีเปนรัศมีของความโคงของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ี       
จุดกําเนิด สามารถหาความสัมพันธ ระหวางคา  กับรัศมี  ดังนิยามตอไปนี้ 

 
นิยาม 3.9.2 สําหรับความโคง  จะเรียกสวนกลับของ  วารัศมีความโคง (radius of 

curvature) ณ จุด  ใชสัญลักษณแทนดวย  กําหนดโดย  เม่ือ 

 ดังภาพท่ี 3.9.3 

 
 
 
 

 
 
 
 
ภาพท่ี 3.9.3 รัศมีความโคง 
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ตัวอยาง 3.9.4 ให  เปนสวนโคงเรียบท่ีกําหนดโดย  จงหาความโคง

และรัศมีความโคง ท่ี  ใด ๆ  

 

วิธีทํา  จาก        

พิจารณา               
        

 

      

                  

จาก                    

                                    

 

   

 
 

 

จาก                    

ดังนั้น ความโคง คือ  

จาก              

ดังนั้น รัศมีความโคงคือ  
 

ตัวอยาง 3.9.5 ให C  เปนสวนโคงเรียบท่ีกําหนดโดย      cos 3 sin 3 4r t t i t j tk  


 



 จงหา

ความโคง และรัศมีความโคง ท่ี t  ใด ๆ  
 

วิธีทํา จาก                  cos 3 sin 3 4r t t i t j tk  


 
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จะได                  3sin 3 cos 3 4r t t i t j k   
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       2 281 9cos 3 sin 3
25 5

t t    

                            
 

ดังนั้น ความโคง คือ  

จาก                        

ดังนั้น รัศมีความโคง คือ  

 

ตัวอยาง 3.9.6 ให  เปนสวนโคงฮิลิกซท่ีกําหนดโดย  โดยท่ี 

 จงหาความโคง และรัศมีความโคง  
 

วิธีทํา จาก       

พิจารณา             
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จาก              

   

 

 

จึงไดวา ความโคง คือ  

จาก                    

ดังนั้น รัศมีความโคง คือ  

 

ตัวอยาง 3.9.7 ให  เปนสวนโคง Helix กําหนดโดย  จงหา

ความโคงและรัศมีความโคง  
     

วิธีทํา จาก                         

พิจารณา             
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จาก                          

 

จาก             

ดังนั้น ความโคงของเสนโคง คือ  และรัศมีความโคงของเสนโคง คือ  

 
ทฤษฎีบท 3.9.3 เสนโคงเรียบ C  ของสมการเวกเตอร  r t  มีอนุพันธอับดับสองท่ีตอเนื่องเปน

เสนตรงก็ตอเม่ือ 0   
 

พิสูจน    ให C  เปนเสนตรง จึงได T


 เปนเวกเตอรคาคงตัว 

 นั่นคือ   0dT
ds
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 ดังนั้น 0dT
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   ให                     0   

 จึงได 
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 นั่นคือ 0dT
ds







 แสดงวา T


 จะมีทิศทางคงท่ี  

 ดังนั้น C  เปนเสนตรง  
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3.10 เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
 

นิยาม 3.10.1 สําหรับ  เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง C  และ  เปนเวกเตอรปกติ

หนึ่งหนวย เรียกเวกเตอรเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ T


 และ N


 วาเวกเตอรแนวฉากรอง

หนึ่งหนวย ( unit binormal vector) ใชสัญลักษณแทนดวย B


 โดยท่ี B T N 
  

  
 

ขอสังเกต  

 พิจารณาเวกเตอร B T N 
  

 เนื่องจาก T


 และ N


 ตางเปนเวกเตอรท่ีมีความยาว

เทากับหนึ่งหนวยและ T


 ตั้งฉากกับ N


 ฉะนั้นจะไดวา T N B 
  

 และ N B T 
  

ดวยทิศทาง
ของ ,T N

 

 และ B


 เปนไปตามกฎมือขวา เปนพิกัดท่ีมีจุดกําเนิดเคลื่อนท่ีไปบนเสนโคง  r t  มีชื่อ        

วากรอบของเฟรเนต 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 3.10.1 ความสัมพันธของเวกเตอร ,T N

 

 และ B


 

 

 สําหรับเสนตรงสามเสนซ่ึงผานจุด  ตามภาพท่ี 3.10.1 เสนท่ีขนานกับ T


 คือ เสนสัมผัส

เสนท่ีขนานกับ N


 คือ เสนแนวฉาก และเสนท่ีขนานกับ B


 คือ เสนแนวฉากรองของเสนโคงท่ีจุด  

 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ N


 เรียกวา ระนาบแนวโคง (osculating plane) 
 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T



 และ B


 เรียกวา ระนาบสัมผัส (rectifying plane) 

 ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร N


และ B


 เรียกวา ระนาบตั้งฉาก (normal plane) 
 

ตัวอยาง 3.10.1 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   2 33 2 3r t t i t j tk  


 



 จงหาเวกเตอรแนวฉาก

รองหนึ่งหนวย เม่ือ  ใด ๆ และ 1t    
 

วิธีทํา                  
 
 

r t
T t

r t











 

2 26 6 3 6 6 3
36 36 9 81

ti t j k ti t j k   
 

 

 

   

 

26 6 3
9

ti t j k 




 

22 2 1
3 3 3

ti t j k  


 

 

T


N


P
P

t
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    22 2 1
3 3 3

T t ti t j k  



 

 

               2 4
3 3

tT t i j  


 

 

            
  2 4

3 3
tT t i j  


 

 

   
2 22 4

3 3
t             

2 24 16 2 1 4
9 9 3

t t
    

             
 
 

T t
N t

T t











 

   
 

2 2 2

2 4 2 2 42
3 3 3 3 3
2 2 21 4 1 4 1 4
3 3 3

t ti j i tj i j

t t t

  
  

  

     

 

   
   

22

2 2 23
2 1 41 4
3

i tj i tj

tt

 
 



 

 

 

   
2 2

1 2
1 4 1 4

ti j
t t

 
 

 

 

       B t T t N t 
  

  

   2

2 2

2 2 1
3 3 3
1 2 0

1 4 1 4

i j k

t t

t
t t



 



 

 

   

2 2

2 2 2 2

2 1 2 1 2 2
3 3 3 3 3 3
2 1 1 20 0

1 4 1 4 1 4 1 4

t t t t
i kt t

t t t t

  

   





 

   
2 2

2 2 2 2

2 1 4 20 0
3 1 4 3 1 4 3 1 4 3 1 4

t t ti j k
t t t t

                                    



 

 

   
2

2 2 2

2 1 2
3 1 4 3 1 4 3 1 4

t ti j k
t t t

  
  



 

 

ดังนั้น  
2

2 2 2

2 1 2
3 1 4 3 1 4 3 1 4

t tB t i j k
t t t

  
  




 

 



ตัว
อย
่าง

 
 

173 

เม่ือ 1;t    
 

   

 

 

2

2 2 2

2 1 2 111
3 1 4 1 3 1 4 1 3 1 4 1

B i j k  
  




 

 

2 1 2
3 5 3 5 3 5

i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย เม่ือ 1t   คือ 
2 1 2

3 5 3 5 3 5
i j k  



 

  

 

ตัวอยาง 3.10.2 กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร   2t tr t e i e j tk  


 



 เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่ง

หนวย เม่ือ 0t    
 

วิธีทํา จาก B T N 
  

 

 

          

 
 
       22 2

2

2

t t

t t

r t e i e j kT t
r t e e





  
 


  



 







 

  
 2 2 2

2 2
2

t t t t

t t t t

e i e j k e i e j k
e e e e

 

 

   
 

  

 

   

 

  2t t

t t

e i e j k
e e





 






 

 

  2t t

t t t t t t

e ei j k
e e e e e e



  


  

  



 

 

จาก      
 
 

T t
N t

T t












  
 

           2t t

t t t t t t

d e eT t i j k
dt e e e e e e



  

            




 

 

  2t t

t t t t t t

d e d e di j k
dt e e dt e e dt e e



  

                            



 

 

  
       

 2

t t t t t t

t t

d de e e e e e
dt dt i

e e

 



  
 





 

      
       

 2

t t t t t t

t t

d de e e e e e
dt dt j

e e

   



    






 

  
       

 2

2 2t t t t

t t

d de e e e
dt dt k

e e

 



  




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    
 2

t t t t t t

t t

e e e e e e
i

e e

 



  
 





    

       

     
 

  
 2 2

2 t tt t t t t t

t t t t

e ee e e e e e
j k

e e e e

   

 

  


 





 

 
   2 2

2
1 1 1 2 2t t t t

t t
e e i j e e k

e e




         



 

 

 
 2

2 2 2 t t

t t

i j e e k

e e

  






 

 

   
 

 2 2 2

22 2 t t

t t t t t t

e e
i j k

e e e e e e  


  

  



 

 

            
   

 
 

2 2 2

2 2 2

22 2 t t

t t t t t t

e e
T t

e e e e e e  

                                          



 

   
 

 

2 2 2

2 2 2

22 2 t t

t t t t t t

e e

e e e e e e



  

                                         
 

 
 

 
 

2 2 2

4 2

8 2 24 4 2 t t t tt t

t t t t

e e e ee e

e e e e
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 

    
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 
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t t t t

e e e e

e e e e

 

 

    
 

 
 

 
 
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ดังนั้น เวกเตอรแนวฉากรอง เม่ือ 0t   คือ   1 1 20
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ตัวอยาง 3.10.3 จงหาสมการระนาบสัมผัสประชิด และสมการเสนแนวฉาก เม่ือ  
   sin 1 cos 2r t ti t j k   



 



 เม่ือ 0 3t    ณ จุด  0,0,2
 

 

วิธีทํา สมการเสนโคง    sin 1 cos 2 ,0 3r t ti t j k t      


 



  

 ณ จุด  0,0, 2 บนเสนโคง คือ จุด  r 


 

 เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย  
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   2 2
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sin cos
1

ti tj

t t

ti tj

 


  

 


 

 

 

sin costi tj 
 

 

ท่ี ;t                    cos sinT i j i    


  

  

                                   sin cosN i j j    


  

 

                                      B T N   
  

 

                                       

1 0 0
0 1 0

0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1

i j k

i j k

k

 

 
  





 



 



 

สมการของระนาบประชิดท่ีจุด  0,0,2 คือ  
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3.11 การบิด 
  

นิยาม 3..11.1 ให C  เปนสวนโคงเรียบ ซ่ึงประกอบดวยแกนเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N
 

 และ B


 

อัตราการหมุนของระนาบผานโคง (หรือระนาบสัมผัส) รอบแกนเวกเตอร T


 เรียกวา 
การบิด (torsion) ให  t  เปนการบิดของเสนโคง จะไดวา 

  dBt N
ds

  





 
 

ทฤษฎีบท 3.11.1 สูตรของเฟรอเนต – แซรเรต (Frenet – Serret formulae) แสดงความสัมพันธ
ของเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N

 

 และ B


 

  1.    dT t N t
ds







   2. dB N
ds







 

  3. dN B T
ds

  



 

  เม่ือ   การบิด และ   เปนความโคง 
 

พิสูจน สําหรับเสนโคง  C  ใด ๆ ท่ีเปนเสนโคงเรียบใน 3R  ท่ีมี s  เปนฟงกชันความยาวของเสนโคง 

T


เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัส และ dT
ds



 เปนเวกเตอรความโคงของเสนโคง 

จาก     
 
 

T tdT
ds v t








 เม่ือ   0v t    

จาก                 T t T t N t 
  

 

ดังนั้น     
 
 

 
T tdT N t

ds v t










 

แต                                  
 
 

 
T t

t
v t








 

ดังนั้น               dT t N t
ds







     ........... 1  

 ฉะนั้นเวกเตอรความโคง dT
ds



 เปนเวกเตอรผลคูณของเวกเตอร N


 กับสเกลาร   เม่ือ     

  คือ ความโคง และ dT
ds



 เปนเวกเตอรท่ีขนานกับ N


 ดวย 

 เนื่องจาก N


 ตั้งฉากกับ T


 ดังนั้น dT
ds



 จึงตั้งฉากกับ T


ดวย 

พิจารณาอนุพันธของ B T N 
  

 เทียบกับ s  

จะเห็นวา        dB d T N
ds dx

 



 
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    dN dTT N
ds ds

   

 

 

     

dNT
ds

 





 (เพราะ dT
ds



 ขนานกับ N


) 

ดังนั้น dB
ds



 ตั้งฉากกับ T


 

เนื่องจาก B


 เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดคงตัว ฉะนั้น B


 ยอมตั้งฉากกับ dB
ds



  

จึงไดวา dB
ds



 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ T


 และ B


 

ดังนั้น dB
ds



 ยอมขนานกับ N


 จึงสามารถเขียน dB
ds



 ใหอยูในรูปของผลคูณของเวกเตอร N


 กับ 

สเกลารไดดังนี้ 
dB N
ds







    ........... 2  

จากสมการ  1 และสมการ  2 จะได  

dT N
ds







 และ dB N
ds







 

และจะหาคาของ dN
ds



 อีกคาหนึ่งดังนี้ 

เพราะวา                     N B T 
  

 

จะได                  
dN dT dBB T
ds ds ds

   

  

 

 

     dBB N T
ds

   



  

 

        N B N T    
   

 

แต N B T 
  

 และ N T B 
  

 

ดังนั้น                  dN T B
ds

  



 

    ............ 3  

จากสมการ  1 , สมการ  2 และ สมการ  3 จึงได  

        dT kN
ds







 

                 dN B T
ds

  



 

 

                dB N
ds






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ทฤษฎีบท 3.11.2 ให C  เปนเสนโคงท่ี กําหนดโดย  r t  การบิด   ของฟงกชันของเสนโคง C  

กําหนดโดย 2
v a a
v a


 




  

 

 เม่ือ 0v a 
 

 

 

พิสูจน ทฤษฎีบท 3.11.1 ขอ 2 

                                     dB N
ds







 

โดยกฎลูกโซ                  dB dB ds
dt ds dt



 

 

     
 

  

dBv t
ds

v t N



 





 

ฉะนั้น            dB v t N
dt







 

จาก                              2a t v t T t v t k t N t 
 



  

จะได                                 2a t v t T t v t T t v t k t N t        
 



 

                           2v t v t k t N t


 

                  2v t T t v t T t v t k t N t      
 

 

               2k t N t v t v t k t N t  
 

 

                  2v t T t v t T t v t k t N t     
  

 

                                              2 2v t k t v t v t k t N t     


 

แต                                      dT dsT t v t k t N t
ds dt

  


 

ดังนั้น                                          2a t v t v t t N t v t T t v t t N t     
  



   

                          2 2v t t v t v t t N t     


   

               2 3v t T t v t t v t v t t N t       
 

      

         2v t t N t


       ........... 1  

จาก                     N B T 
  

  

     
 

       
dN t

B t T t B t T t
dt

     



   

 

             B t v t t N t v t N t T t    
   

 

             v t t B t N t v t N t T t    
   

 

         v t t T t v t B t  
 
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จะได                                             2 3a t v t T t v t t v t v t t N t        
 



   

                                      2v t t v t t T t v t B t    
 

    

     
               

           

2

3 3

3v t T t v t t v t v t t N t

v t t T t v t t B t

 

  

       
    

 

 

 

             3 3v t v t t T t v t t B t     
 

    

              2 3v t t v t v t t N t     


    ........... 2  

จาก                      
 
 

v t
T t

v t





 จะได      v t v t T t




 

และ                                         2a t v t T t v t t N t 
 



 

                                            2v t a t v t T t v t T t v t t N t      
  

 

 

     3v t t B t


                        ........... 3  

จากสมการ  2 และสมการ  3 จะไดวา 

        6 2v a a v   
  

 

                  
 

6 2

v a a
v




 


  

  

แต 3

a v
v





 

 แทนคา          
2

6
3

v a a

a v
v

v


 


      

  

 

 

        
 

2

v a a

a v

 




  

 

 

ดังนั้น สามารถหาคาการบิดของเสนโคง จาก 
 

2

v a a

v a


 




  

 

 

จากทฤษฎีบท 3.11.2 
 

2

v a a

v a


 




  

 

 สําหรับ  r t  เปนเสนโคงเรียบแลว 

จึงได      v t r t
 

 

         a t v t r t  
  

 

                 a t v t r t   
  

 แทนในคา   

นั่นคือ    
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 

ดังนั้น สามารถหาคาการบิดของเสนโคง จาก 
 

2

r r r

r r


   


 

  

 
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ตัวอยาง 3.11.1 ให C  เปนเสนโคงเรียบ กําหนดโดย   2 32
3

r t ti t j t k  


 



 จงหา คาความโคง 

และการบิด 
 

วิธีทํา                      2 32
3

r t ti t j t k  


 



   

                                      22 2r t i tj t k   


 



   

          22 2 21 2 2r t t t   
  

 

 
 

2 4

22

2

1 4 4

2 1

2 1

t t

t

t

  

 

 

 

               2 4r t j tk  






  

            21 2 2
0 2 4

i j k
r t r t t t

t
  



 

   

2 2 1 22 2 1 2
0 22 4 0 4

tt t t
i j k

t t
  



 

 

     2 28 4 4 0 2 0t t i t j k     


 

 
24 4 2t i tj k  



 

 

           
2 2 224 4 2r t r t t t     

   

  
 

4 2

4 2

16 16 4

4 4 4 1

t t

t t

  

  
 

     22 22 2 1 2 2 1t t     

จาก                      
   

 
3

r t r t
k t

r t

 




 



 

 
   

2

3 22 2

2 2 1 2

2 1 2 1

t

t t


 

 
 

ดังนั้น คาความโคง คือ 
 22

2

2 1t 
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จาก                         2 4r t j tk  






  

พิจาณา                  4r t k 




 

และ            24 4 2r t r t t i tj k    


 

 

 

จาก             24 4 2 4r r r t i tj k k       
 

 

  

 

                               
22 22 2 1r r t      

   

      224 2 1t   

จาก            
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 

     
   2 22 2

8 2

4 2 1 2 1t t
 

 
 

ดังนั้น การบิดของเสนโคง C  คือ 
 22

2

2 1t 
 

 

ตัวอยาง 3.11.2 ให C  เปนสวนโคงเรียบ กําหนดโดย   2cos 2sinr t ti j tk  


 



 จงหา  

1. เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย 
2. เวกเตอรแนวฉาก 
3. เวกเตอรแนวฉากรอง   
3. คาความโคง  
5. รัศมีความโคง 

6. การบิด ท่ี 
6

t 
  

 

วิธีทํา จาก           2cos 2sinr t ti j t k  


 



 

     2sin 2cosr t ti tk  






   

       2 22sin 2cosr t t t   
  

 2 24 sin cos 2t t    

    
 
 

r t
T t

r t











 

2sin 2cos
2

sin cos

ti tk

ti tk

 


 









 

ดังนั้น เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย คือ   sin cosT t ti tk 





 

8
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2. เวกเตอรแนวฉาก            cos sinT t ti tk  





 

  
     2 2cos sin 1T t t t     



             
 

จาก                               
 
 

T t
N t

T t












 

cos sin
1

cos sin

ti tk

ti tk

 


 









 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉาก คือ   cos sinN t ti tk 





 
 

3. เวกเตอรแนวฉากรอง   

             B t T t N t 
  

 

sin 0 cos
cos 0 sin

i j k
t t
t t

 
 



 

 

     2 2

0 cos sin cos sin 0
0 sin cos sin cos 0

0 0 sin cos 0 0

t t t t
i j k

t t t t

i t t j k j

 
  

   

      



 



  

 

ดังนั้น เวกเตอรแนวฉากรอง คือ  B t j




 
 

3. คาความโคง 

    2sin 2cosv t r t ti tk  




 

 

       2 22sin 2cos 2v t v t t t    
  

    2cos 2sina t v t ti tk  




 

 

                   2sin 0 2cos
2cos 0 2sin

i j k
v t a t t t

t t
   

 



 

   

0 2cos 2sin 2cos 2sin 0
0 2sin 2cos 2sin 2cos 0

t t t t
i j k

t t t t
 

  
   



 

 

4 j


 

        4 4v t a t j   


 

 

 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

184 

จาก                   
   

 3

v t a t
k t

v t



 

 

 
 3

4 1
22

   

ดังนั้น คาความโคง คือ   1k t   
  

5. รัศมีความโคง  

จาก  
 
1 1 1

1
t

k t
      

ดังนั้น รัศมีความโคงคือ   1t    
 

6. การบิด  

      cos sina t ti tk  






  

            4 2sin 2cosv a a j ti tk     


 

  

 

     0       

จาก                                  
      

   
2

v t a t a t

v t a t


 




  

 

 

     
0 0

16
   

ดังนั้น การบิด คือ 0   
 
สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสและสวนประกอบตามแนวฉากของเวกเตอร
ความเรง 
 

จาก                      a t v t T t v t T t N t  
  



 

เรียก  v t  วาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง

(tangential component) ใชสัญลักษณแทนดวย Ta  และเรียก    v t T t


 วาสวนประกอบตาม

แนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง (normal component) ใชสัญลักษณแทนดวย Na
กลาวไดวา    

                 Ta v t  และ    Na v t T t


   ............ 1  

 เนื่องจากเวกเตอร    ,a t T t




และ  N t


 อยูในระนาบเดียวกัน ดังนั้นสามารถเขียน

เวกเตอร  a t  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ  T t


 กับ  N t


 ไดดังนี้ 

     T Na t a T t a N t 
 


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มีวิธีการหาสวนประกอบท้ังสองอีกวิธีดังนี้ 

หาคา Ta จาก            T Na t a T t a N t 
 



  

                                       T Na t v t a T t v t a N t v t    
 

   

 

        cos 0 cos
2T Na T t v t a N t v t      





 

 

 
 

0T

T

a v t

a v t

 





 

                        
   

 T

a t v t
a

v t



 

 

หาคา Na  จาก            T Na t a T t a N t 
 



  

                                    T Na t v t a T t v t a N t v t    
 

   

 

        sin 0 sin
2T Na T t v t a N t v t      





 

 

 0 Na v t 


 

 Na v t  

                                     
   

 N

a t v t
a

v t



 

 

ดังนั้น 
   

 T

a t v t
a

v t



 

 และ 
   

 N

a t v t
a

v t



 

    ............ 2  

 

ตัวอยาง 3.11.3 กําหนดเสนโคง   2 23 3 3r t t i t j tk  


 



จงหา Ta  และ Na ท่ี 1t    
 

วิธีทํา จากสมการ  1 ;   Ta v t  และ    Na v t T t


 

หาคา  Ta v t  

จาก              2 23 3 3r t t i t j tk  


 



 

                              6 6 3v t r t ti tj k   


 

 

 

         2 2 236 36 9 72 9v t v t t t t     


 

                             
1

2 221 72 9 72 9
2

dv t t t
dx


     

    
1

2 2
2

1 7272 9 144
2 72 9

tt t
t


  


 

ท่ี 1;t    
 
 

72 1 721 8
8172 1 9

Ta v   

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หาคา    Na v t T t


 

จาก           2 23 3 3r t t i t j tk  


 



 

       6 6 3r t ti tj k   


 



 

                       2 2 236 36 9 72 9r t t t t     
  

  
2

6 6 3
72 9

ti tj kT t
t

 






 



 

 
     3 3 32 2 2

54 54 216

72 9 72 9 72 9

tT t i j k
t t t

   
  




 

 

  2 2 81
27 27 27

T i j k   



 

 

                     6 21
27

T  


 

                         2 2 236 36 9 72 9v t V t t t t     


 

   21 72 1 9 9v     

                     6 29 2 2
27Na

      
 

ดังนั้น 8Ta   และ 2 2Na    

จากสมการ  2 ;  
   

 T

a t v t
a

v t



 

 และ 
   

 N

a t v t
a

v t



 

    

หาคา 
   

 T

a t v t
a

v t



 

 

         6 6 3v t ti tj k  


 



 

           6 6a t v t i j  
 

 

 

ท่ี 1;t          1 6 6 3v i j k  


 



 

     1 6 6a i j 
 



 

       1 1v v


 

     2 2 26 6 3

81
9

  




    

ดังนั้น      6 6 6 6 72 8
9 9Ta


    
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หาคา 
   

 N

a t v t
a

v t



 

  

จาก  1 6 6 3 ,v i j k  


 

  2 6 6a i j 
 



 และ  1 9v    

                     1 1 6 6 0
6 6 3

i j k
a v 



 

   

6 0 6 0 6 6
6 3 6 3 6 6

18 18

i j k

i j

  

 



 

 

 

ดังนั้น 
   2 218 18 18 2 2 2

9 9Na
 

    

ดังนั้น จากสมการ  2  ได 8Ta   และ 2 2Na   

 

3.12 สรุป  
 

บทนี้กลาวถึงฟงกชันคาเวกเตอร การเขียนรอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี การดําเนินการของ
ฟงกชันคาเวกเตอร ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร อนุพันธของ
ฟงกชันคาเวกเตอร ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอร
แนวฉาก ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ ความโคงของเสนโคง 
สมบัติความโคงของเสนโคง รัศมีความโคง เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด  
การบิด สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง และ สวนประกอบตาม
แนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง โดยมีลายละเอียดสรุปไดดังนี้ 
สําหรับ ,f g  และ h  เปนฟงกชันคาจริง 

ใ ห     ,x f t y g t    แ ล ะ   z h t   เ ม่ื อ  t I   เ รี ย ก เ ซ ต ข อ ง จุ ด 

      , ,f t g t h t  ท้ังหมดวาเสนโคงบนปริภูมิสามมิติ และให        r t f t i g t j h t k  


 



 

เรียก  r t  วาฟงกชันคาเวกเตอรและ เรียก      , ,f t g t h t  วาสวนประกอบของ  r t  

การเขียนรอยทางเดินของการเคล่ือนท่ี 
1. กําหนดคาตัวแปร t  และคํานวณหาคา x  และ y  จากสมการ 

2. กําจัดตัวแปร t  และสรางสมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร x  และ y  โดยตรง 
สมการท่ีไดคือสมการคารทีเซียน ของเสนโคงของการเคลื่อนท่ี 

การดําเนินการของฟงกชันคาเวกเตอร  
ให    ,r t s t 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ t  ในโดเมน

ของ  r t  และ  s t  แลว 

1.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 
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2.       fr t f t r t
 

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

3.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาจริง 

3.       r s t r t s t  
   

 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

5.      r f t r f t
 

  

ลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคาเวกเตอร 

และ R


 เปนเวกเตอรคาจริง จะกลาววา  r t  มี R


 เปนลิมิต เม่ือ t  เขาใกล 0t  ใชสัญลักษณแทน

ด วย   
0

lim
t t

r t R







  เ ม่ือ ทุกๆจํ านวนจริ ง  0  จะสามารถหาจํ านวน 0  ท่ี ทํ า ให  

00 t t     แลว  r t R  




 ทุกคา t I  

สําหรับ         r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคา เวกเตอรบนชวง I  แลว 

 
0

lim
t t

r t




 จะมีคาก็ตอเม่ือ    
0 0

lim , lim
t t t t

f t g t
 

 และ  
0

lim
t t

h t


มีคา กลาวคือ  

       
0 0 0 0

lim lim lim lim
t t t t t t t t

r t f t i g t j h t k
   

  


 

  

สมบัติลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอร ให  r t และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ บนชวง I  

แ ล ะ  f t   เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  สํ า ห รั บ  t I   ถ า     
0 0

lim , lim
t t t t

r t R s t S
 

 


    แ ล ะ 

 
0

lim
t t

f t L


  

1.    
0

lim
t t

f t r t LR







 

2.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

3.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

3.    
0

lim
t t

r t s t R S


    


   

ความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับฟงกชันคาเวกเตอร  r t  มีความตอเนื่องท่ี 0t t  ก็

ตอเม่ือ    
0

0lim
t t

r t r t



 

 สมบัติความตอเนื่องของฟงกชันคาเวกเตอร 

 1. ถา r  ตอเนื่องท่ีทุกๆ จุดบนชวง I  ใด ๆ จะกลาววา r  ตอเนื่องบนชวง I  

    2. ฟงกชันคาเวกเตอร        r t f t i g t j h t k  


 



 ตอเนื่องท่ี 0t t  ก็ตอเม่ือ 

,f g  และ h  ตอเนื่องท่ี 0t t  

 3. ให  r t  และ  s t  เปนฟงกชันคาเวกเตอร และ  f t  เปนฟงกชันคาจริง สําหรับ

t I  และตอเนื่องบน I แลว            , ,f t r t r t s t r t s t 
    

 และ    r t s t
 

ตอเนื่องบน I  

อนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร  สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



 เปนฟงกชันคา

เวกเตอร จะกลาววา  r t  หาอนุพันธได ณ ท่ี 0t t  ถา    ,f t g t  และ  h t  หาอนุพันธได ณ  

ท่ี 0t t  อนุพันธของ  r t  คือ   
   0 0

0 0
lim

t

r t t r t
r t

t 

 
 



 



 เม่ือลิมิตมีคา    
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จะกลาววา  r t  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธท่ี 0t  ถากําหนดให 0 1t t t    เม่ือ 0t   

จะได 1 0t t  ดังนั้น   
   

1 0

1 0
0

1 0

lim
t t

r t r t
r t

t t


 



 



  เม่ือลิมิตมีคา 

สมบัติอนุพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ให        r t f t i g t j h t k  


 



 หาอนุพันธไดท่ี t  

1.        r t f t i g t j h t k     


 



 

    2.               fr t f t r t f t r t f t r t          
   

 

    3.           r s t r t s t r t s t            
       

    3.               r s t r t s t r t s t r t s t              
         

    5.               r s t r t s t r t s t r t s t              
       

 

   6.                   r t s t z t r t s t z t r t s t z t                  
       

 

                 r t s t z t    
    

7.                   r t s t z t r t s t z t r t s t z t                  
       

  

                                                     r t s t z t    
    

8. กฎลูกโซ ถา  r z s
 

 และ  s f t  หาอนุพันธได และพิสัยของ s  เปนเซตยอยของ

โดเมนของ r

 
แลว   r z f t 

 

 จะหาอนุพันธได โดยท่ี       z f t z f t f t     
   หรือ

du du ds
dx ds dt


 

  

    9. สําหรับ    nr t

เปนอนุพันธอันดับท่ี n  เ ม่ือ n Z ฟงกชันคาเวกเตอร  r t  

กําหนดโดย        1n ndr t r t
dt

    
 

 

10.     0r t r t 
 

 

ความเร็วและความเรงของการเคลื่อนท่ีเชิงเสนโคง สําหรับ  r t  เปนเวกเตอรตําแหนงของอนุภาคท่ี

เคลื่อนท่ีไปตามแนวเสนโคง 
1. ความเร็วเชิงเวกเตอร    v t r t

 

 

2. อัตราเร็วของการเคลื่อนท่ี    v t v t


 

 3. ความเรงเชิงเวกเตอร    a t v t
 

 

 4. อัตราเรงของการเคลื่อนท่ี    a t a t


 

เวกเตอรสัมผัส และเวกเตอรแนวฉาก  

 1. เวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย  
 
 

r t
T t

r t











 เม่ือ   0r t 

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 2. เวกเตอรแนวฉากหนึ่งหนวย  
 
 

T t
N t

T t











เม่ือ   0T t 



 

ปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร สําหรับ        r t f t i g t j h t k  


 



ฟงกชันคาเวกเตอรใด ๆ 
 

               
          r t dt f t dt i g t dt j h t dt k     



 



 

ปริพันธจํากัดเขต ของ r  จาก a  ถึง b  คือ  

       
b b b b

a a a a

r t dt f t dt i g t dt j h t dt k
                              

   


 

  

ความยาวสวนโคงของเสนโคงเรียบ  
1. ให C  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย  r t  เม่ือ  ,t a b  ความยาวสวนโคงเรียบ คือ 

   ,
b

a

L a b r t dt 


  

2. ให C  เปนเสนโคงเรียบ ซ่ึงกําหนดโดย ใน 2R  โดยมีสมการคือ  y f x  โดยท่ี 

 ,x a b  แลว    
2

, 1
b

a

L a b f x dx       

3. สมกา ร อิ ง ตั ว แ ป ร เ ส ริ ม ข อ ง คว าม ย า ว เ ส น โ ค ง  C  โ ด ย เ ริ่ ม ต น ท่ี จุ ด   r a  

   
2 2 2

,
t

a

dx dy dzs t L a t du
dt dt dt

                           

ความโคงของเสนโคง ให C  เปนเสนโคงเรียบกําหนดโดยฟงกชันท่ีมีตัวแปรเสริม s  เปนความยาว

สวนโคง แลวความโคงของ C กําหนดโดย   ds
ds


    

สมบัติความโคงของเสนโคง ให C  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดย  r t   สําหรับแตละคา t   

1.   
 
 

T t
t

r t











 โดยท่ี   0r t 


 

2.  
   

 
3

r t r t
t

r t


 




 



 โดยท่ี    0r t 


 

รัศมีความโคง 
สําหรับความโคง   0t   จะเรียกสวนกลับของ  t  วารัศมีความโคง ณ จุด  r t  คือ 

 
 
1t
t




   

เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย และระนาบสัมผัสประชิด 
เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย ใชสัญลักษณแทนดวย B



 คือ เวกเตอรเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ 

T


 และ N


 โดยท่ี B T N 
  

 

ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ N


 เรียกวา ระนาบแนวโคง 
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ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร T


 และ B


 เรียกวา ระนาบสัมผัส  

ระนาบท่ีประกอบดวยเวกเตอร N


และ B


 เรียกวา ระนาบตั้งฉาก 
การบิด 
 ให C  เปนสวนโคงเรียบ ซ่ึงประกอบดวยแกนเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N

 

 และ B


 อัตรา

การหมุนของระนาบผานโคง (หรือระนาบสัมผัส) รอบแกนเวกเตอร T


 เรียกวา การบิด ให  t  

เปนการบิดของเสนโคง จะไดวา   dBt N
ds

  





 

สูตรของเฟรอเนต – แซรเรต แสดงความสัมพันธของเวกเตอรหนึ่งหนวย ,T N
 

 และ B


 

1.    dT t N t
ds







  

2. dB N
ds







 

3. dN B T
ds

  



 

 

ให C  เปนเสนโคงท่ีกําหนดโดย  r t  คาการบิด   ของเสนโคง C  กําหนดโดย 

2
v a a
v a


 




  

 

เม่ือ 0v a 
 

 หรือ 
 

2

r r r

r r


   


 

  

 

 เม่ือ 0r r  
 

 
 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง  Ta v t  หรือ 

   
 T

a t v t
a

v t



 

 

 สวนประกอบตามแนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง    Na v t T t


 และ 

   
 N

a t v t
a

v t



 
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แบบฝกหัด 3 
 

1. กําหนด r  และ s  เปนฟงกชันคาเวกเตอร จงหา      ,r s t r s t 
   

 และ   r s t
 

 

1.1      21 1 2r t t i t j tk    


 



 และ  
2 3

32
t ts t ti j k  



 



 

1.2    2 2r t t i t j tk   


 



 และ      2 21 1s t t i t j tk    


 



 

1.3       2sin cos 2r t t i t j t k  


 



และ      2cos 3sin 4s t t i t j tk  


 



 

1.4       4sec tan
3

r t t i t j tk  


 



และ      2cos 2sints t e i t j t k  


 



 

1.5       2cos sinr t t i t t j t k  


 



และ        cos 2sin sins t t i t j t k  


 



 

2.จงหาลิมิตของฟงกชันคาเวกเตอรตอไปนี้  

2.1   2

0
lim sin cos t

t
ti t t j e k



     



 

 

2.2   
4

lim 2sin 2cos 5
t

ti tj tk


 


 

 

2.3   
2

2

1
lim 2ln 1

2t

tt i t j k


 
     



 

 

2.4     
0

lim sin 5 cost

t
e i tj tk ti tj tk



       

 

   

 

2.5             2

0
lim cos 2 sin 2 sin 2 1 1
t

t i t j t k ti t j t k


         

 

   

 

 

3. ใหฟงกชันคาเวกเตอร     23sin 3cos 4 , cos sin 2r t ti tj tk s t ti t tj t k     
 

   

 

 
   และฟงกชันคาจริง   6sin cosf t t t t    จงหา

 
3.1

 
   

0
lim
t

f t r t




 
    3.2    

0
lim
t

r t s t


  
 

 

3.3    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

 3.4    
0

lim
t

r t s t


  
 

 

4. กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร  r t จงพิจารณาวา ตอเนื่องท่ี t ท่ีกําหนดใหหรือไม 

4.1    2 2r t t i t j tk   


 



ท่ีจุด 0t   

4.2   cos sinr t ti tj tk  


 



ท่ีจุด 0t   

4.3    2 1r t i t j t k   


 



ท่ีจุด 1t   

4.4   cos sin sinr t ti tj t tk  


 



ท่ีจุด 0t   

4.5       2sin cos cos sinr t t t t i t t t j t k    


 



ท่ีจุด 
2

t 
  
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5. กําหนดฟงกชันคาเวกเตอร  r t  จงหา  r t  

5.1    2 2r t t i t j tk   


 



 

5.2   cos sinr t ti tj tk  


 



 

5.3    2 1r t i t j t k   


 



 

5.4   cos sin sinr t ti tj t tk  


 



 

5.5       2sin cos cos sinr t t t t i t t t j t k    


 



 
 

6. กําหนดให   sin cosr t ti t tj tk  


 



 และ   2s t ti j t k  


 



 จงหาคา  

6.1   

6.2    

6.3  
 

7. จงหาปริพันธของฟงกชันคาเวกเตอร ตอไปนี้ 

7.1  

7.2  

7.3  

7.4  

7.5  

 

8. อนุภาคชิ้นหนึ่งเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคงเกลี่ยงกลม ณ เวลา  ใด ๆ กําหนดโดยเวกเตอรบอก
ตําแหนง  จงหา ความเร็วและความเรง ขนาดของความเร็วทิศทางการเคลื่อนท่ีของอนุภาค  

8.1  ท่ี  

8.2  ท่ี  

8.3  ท่ี  

8.4  ท่ี  

8.5  ท่ี  

   r s t
 

   r s t
 

   r s t
 

 r t

 
1

3 6

0

7 1t i t j t k dt     


 

 
2

2
1

15 5 2t i t j k dt
t

          




 

 
3

2

3

sin 1 cos secti t j tk dt






     


 

     
6

0

sec tan tan 2sin cost t i t j t t k dt



    


 

1

2 22
0

2 3 1
1 11

i j k dt
t tt

 
      




 

t
 r t

     2 21 1 2r t t i t j tk    


 



2t 

  2cos 3sin 2r t ti tj t k  


 

 4t 

  2sec 3tanr t ti tj t k  


 

 3t 

     2 2ln 1 3 3r t t i tj t k   


 



1t 

   2 2sin cos 2tr t e i tj t k  


 



1t 



ตัว
อย
่าง

 
 

194 

9. จงหาความยาวของสวนโคงและระยะทางตามแนวการเคลื่อนท่ีของสวนโคงท่ีกําหนดให  

9.1 ชวง  

9.2 ชวง  

9.3 ชวง  

9.4 ชวง  

9.5 ชวง  
 

10. จงหาเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย เวกเตอรปกติหนึ่งหนวย และ เวกเตอรแนวฉากรองหนึ่งหนวย 
ของสวนโคงท่ีกําหนดให  

10.1  

10.2  

10.3  

10.4  

10.5  

11. จงหาความโคง รัศมีความโคง และการบิด ของสวนโคงท่ีกําหนดให  

 11.1  

 11.2  

 11.3  

 11.4  

 11.5  
 

12. จงหาสวนประกอบตามแนวเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสของเวกเตอรความเรง  และ

สวนประกอบตามแนวเวกเตอรแนวฉากของเวกเตอรความเรง ของสวนโคงท่ีกําหนดให 

 12.1  

 12.2  

 12.3  

 12.4  

 12.5  

 
 

     6sin 2 6cos 2 5r t t i t j tk  


 

 0 t  

     2 1r t t i t j tk    


 

 0 4t 

  3 36 2 3r t t i tj t k  


 

 0 2t 

   sin cos 3r t t ti t tj t k   


 

 0 t  

     2cos 3 2sin 3tr t e i t j t k  


 

 0 t  

  3sin 3cosr t ti tj tk  


 



     cos sin sin cos 3r t t t t i t t t j tk    


 



 
3

32 3
3 3
t tr t i j t k
            



 



  2sin cosr t t ti t tj t k  


 



  cos sin 3t t tr t e ti e tj e k  


 



  cos3 sin 3 4r t ti tj tk  


 



     cos sin sin cos 4r t t t t i t t t j k    


 



   cos sin 1 cosr t ti tj t k   


 



     3 cos 3 sin 4t t tr t e t i e t j e k  


 



     22 3 2 1r t ti t j t k    


 



 Ta

 Na

  4cos 4sin 3 ,
3

r t ti tj tk t 
   



 



  sin cos sin ,r t ti tj tk t   


 



       2 21 2 3 2 , 2r t t i t j t k t      


 



  2sin cos , 1r t ti tj t k t   


 



     22 3 2 1 , 2r t ti t j t k t     


 


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แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 4 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

4.1 อนุพันธระบุทิศทาง 
4.2 เวกเตอรเกรเดียนต 
4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว 
4.4 สนามเวกเตอร และเสนกระแส 
4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร 
4.6 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาอนุพันธระบุทิศทางได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาเวกเตอรเกรเดียนตได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาเสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิวได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาสนามเวกเตอร และเสนกระแสได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและพิจารณาการลูออกและเคิรลของสนาม

เวกเตอรได 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 
7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
 
 
 

การวัดผลและการประเมินผล 
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1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 4 
เวกเตอรเชิงอนุพันธสําหรับพ้ืนผิว  

 
ในบทนี้จะศึกษา อนุพันธระบุทิศทาง เวกเตอรเกรเดียนต เสนแนวฉากและระนาบสัมผัส

ของผิว สนามเวกเตอร และ เสนกระแส การลูออก เคิรลของสนามเวกเตอร F


  
 

4.1 อนุพันธระบุทิศทาง 
 

พิจารณา : ; nf D R D R   เม่ือ 2,3,...n   ให 0P  เปนจุดภายในของ ,D v  เปน

เวกเตอรใน ,nR h  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ 1 0OP OP hv 
 

  ดังภาพท่ี 4.1.1 
 

 
 

ภาพท่ี 4.1.1 2D R  
 

จะไดวา 1 0OP OP hv 
 

  เปนเวกเตอรตําแหนงของจุดบนเสนตรงท่ีลากผานจุด 0P  

และขนานกับเวกเตอร v  

ระยะทางจาก 0P  ถึง 1 1 0P OP OP h v  
 

  

เนื่องจาก 0P  เปนจุดภายในของ D  แสดงวามีจํานวนจริงบวก r  ซ่ึงเปนเซตกลมปด 

 0;B P r D  

ถากําหนด v  เปนเวกเตอร ท่ี มีขนาดหนึ่ งหนวย และเลือก h  ซ่ึง h r  จะได  

1 0OP OP h r  
 

 ดังนั้น  1P D  ดังภาพท่ี 4.1.1 สามารถหาคาของ f  ท่ี 1P  ได  

จาก    1 0OP OP hv 
 

  

        1 0f OP f OP hv 
 

  

                   1 0 0 0f OP f OP f OP hv f OP   
   

  คือ คาท่ีเปลี่ยนแปลงของ f

จากจุด 0P ไปยัง จุด 1P  
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       1 0 0 0f OP f OP f OP hv f OP

h h

  


   



 

คือคาเฉลี่ยของความเปลี่ยนแปลงของ f จากจุด 0P ไปยัง จุด 1P  พิจารณาในชวงของ

เสนตรงท่ีตอระหวาง 0P  กับ 1P  เม่ือเทียบกับเวกเตอร v  

       1 0 0 0

0 0
lim lim
h h

f OP f OP f OP hv f OP

h h 

  


   



 เม่ือลิมิตหาคาได 

ลิมิตนี้ คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f  ท่ีจุด 0P  เทียบกับเวกเตอร v  

 
นิยาม 4.1.1 สําหรับ f  เปนฟงกชันสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด 

 0 0,x y  เทียบกับเวกเตอร 1 2v v i v j 
 



 ใชสัญลักษณแทนดวย  0 0, ;f x y v 

     

นั่นคือ      0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

 

จากนิยาม 4.1.1 ให 
vu
v








 จึงได 1 2u u i u j 
 



 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง

ของเวกเตอร v  จะได      0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา

และ เรียกคาลิมิตท่ีไดวา อนุพันธระบุทิศทาง (directional derivative) ของ f  ท่ีจุด  0 0,x y  ใน

ทิศทางของเวกเตอร v  
 
ตัวอยาง 4.1.1 กําหนด 2: ;f D R D R   โดยท่ี   2 2, 2 3f x y x xy y    จงหาอนุพันธ

ของ f  ท่ีจุด  2,3  เทียบกับเวกเตอร i j
 

 และ อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  

ในทิศทางของเวกเตอร i j
 

 
 

วิธีทํา                       0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 

จาก                            2 2, 2 3f x y x xy y    

                  0 1 0 2, 2 1 ,3 1f x hv y hv f h h      

 2 ,3f h h    

            2 22 2 2 3 3 3h h h h         

       2 2 24 2 2 6 2 3 3 9 6h h h h h h h           
2 2 24 2 12 10 2 27 18 3h h h h h h          

26 30 43h h    
                     0 0, 2,3f x y f  



ตัว
อย
่าง

 201 

      2 22 2 2 3 3 3
4 12 27 43

  

   
 

                2

0

6 30 43 43
2,3; lim

h

h h
f i j

h

  
  

 

                                     

   

2

0

0

6 30lim

lim 6 30 30
h

h

h h
h

h







  
 

ดังนั้น อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  เทียบกับเวกเตอร i j
 

 คือ 30 

ให 1 1
2 2 2

v i ju i j
v


   

 



 





 

                     
 

     0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 

           0 1 0 2, 2 ,3
2 2

h hf x hu y hu f
        

 

2 2

2 2 2 3 3 3
2 2 2 2

h h h h                                       
2 2 24 5 64 2 6 3 9

2 2 22 2 2
h h h h h h                                  

 

          

2 2 2

2

4 10 2 18 34 12 27
2 2 22 2 2

32 643
22

h h h h h h

h h

                                  

  

 

                              0 0, 2,3f x y f  

      2 22 2 2 3 3 3
4 12 27 43

  

   
 

          
 

2

0

32 643 43
21 1 22,3; lim

2 2 h

h h

f i j
h

             

 

 

2

0 0

32 6
32 6 3222lim lim

22 2h h

h h
h

h 


     

ดังนั้น อนุพันธของ f  ท่ีจุด  2,3  ในทิศทางของเวกเตอร i j
 

 คือ 32
2
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ความหมายของอนุพันธระบุทิศทาง คือ อัตราการแปลงคาของฟงกชันตามทิศทางของ

เวกเตอร 1 2u u i u j 
 



 ถา 2 0u   อนุพันธระบุทิศทาง คือ อนุพันธยอย 
f
x




 และถา 1 0u   

อนุพันธระบุทิศทาง คือ อนุพันธยอย f
y




 ดังภาพท่ี 4.1.2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.1.2 อนุพันธระบุทิศทาง 
 

ทฤษฎีบท 4.1.1 สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันของตัวแปร x และ y  ท่ีมีอนุพันธยอย 
f
x




และ f
y




 

เ ป น ฟ ง ก ชั น ต อ เ นื่ อ ง แ ล ะ เ ว ก เ ต อ ร หนึ่ ง หน ว ย  1 2u u i u j 
 



  จ ะ ได  

  1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

 

พิสูจน จากนิยาม 4.1.1        0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hu y hu f x y
f x y u

h

  
 



 
จาก    0 1 0 2 1 2 1 1 2 2, , f ff x hu y hu f x y hu hu hu hu

x y
 

 
      

 
 

โดยท่ี 1 0   และ 2 0  เม่ือ  0h   ดังนั้น  

                         
1 2 1 1 2 2

0 0 0
, ; lim

h

f fhu hu hu hu
x yf x y u

h

 



 
  

  


 

1 2 1 1 2 2

0
lim
h

f fh u u u u
x y

h

 



           
  

1 2
f fu u
x y

 
 

 
 

ดังนั้น   1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 


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จากทฤษฎีบท 4.1.1 ถา cos sinu i j  
 

  เม่ือ   เปนมุมระหวางเวกเตอร u  กับ   
แกน X  ดังภาพท่ี 4.1.3  

  
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.1.3 cos sinu i j  
 

  
 

จากภาพท่ี 4.1.3 ถา cos sinu i j  
 

  สามารถหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ใน

ทิศทางทํามุม  กับแกน X  ดังนี้  , ; cos sinf ff x y u
x y

 
   
 



 

  
ตัวอยาง 4.1.2 กําหนดฟงกชัน   2 2, 4 4f x y x y    จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศ

ท่ีทํามุมกับแกน X  เปนมุม 
4


ท่ีจุด  1,2   
 

วิธีทํา  ให          cos sinu i j  
 

   

สําหรับ ;
4


         cos sin
4 4

u i j 
 

 



 

2 2
2 2

i j 
 

 

                               2 2 2 22 2, ; 4 4 4 4
2 2

f x y u x y x y
x y

                       



 

   2 28 2
2 2

4 2 2

x y

x y

                

 

 

           1,2; 4 2 1 2 2f u  
  

6 2  

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศท่ีทํามุมกับแกน X  เปนมุม 
4


ท่ีจุด  1,2  คือ 6 2  
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ตัวอยาง 4.1.3 กําหนดฟงกชัน  , ln xf x y
y

     
 จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ 

1 3
2 2

u i j 
 

  ท่ีจุด  2,1   

 

วิธีทํา จาก     1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 
1 3ln ln
2 2

x x
x y y y

                            
 

   1 3ln ln ln ln
2 2

x y x y
x y

               
 

1 1 3 1
2 2x y

                          

1 3
2 2x y

   

                 
   
1 32,1;

2 2 2 1
f u  

 1 3 1 2 3
4 2 4


    

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ 1 3
2 2

u i j 
 

 ท่ีจุด  2,1  คือ 1 2 3
4

  

 
 สําหรับฟงกชันของสามตัวแปร อนุพันธระบุทิศทางมีนิยามเชนเดียวกับ สองตัวแปร กลาวคือ 
ถา f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y  และ z  และ 1 2 3u u i u j u k  



 

  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวย 

อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  , ,x y z  ในทิศทางตามแนวเวกเตอร u  คือ  

     1 2 3

0

, , , ,
, , ; lim

h

f x hu y hu z hu f x y z
f x y z u

h

   
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันของตัวแปร ,x y และ z  ท่ีมีอนุพันธยอย ,f f
x y

 
 

และ 
f
z




 เปน

ฟงกชันตอเนื่องและเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2 3u u i u j u k  


 

  จะได 

                                      1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

 ถาเวกเตอรหนึ่งหนวย u  ทํามุมกับแกน ,x y  และ z  เปนมุม ,   และ   ตามลําดับ  

จะได                                           cos cos cosu i j k    


 



 

อนุพันธระบุทิศทางจะได        3, , ; cos cos cosf f ff x y z u u
x y z

  
     
  


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ตัวอยาง 4.1.4 กําหนดฟงกชัน   3 2, ,f x y z x xy z    จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ใน

ทิศทางของ 2 3 6v i j k  


 



 ท่ีจุด  2,1,0   

 

วิธีทํา  ให u  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง v  

 จึงได           
2 3 6

4 9 36
v i j ku
v

 
 

 



 







 

2 3 6 2 3 6
7 7 749

i j k i j k 
   



 



 

 

              1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

     3 2 3 2 3 22 3 6
7 7 7

x xy z x xy z x xy z
x y z
  

        
  

      2 22 3 63 2 1
7 7 7

x y xy        2 22 6 63
7 7 7

x y xy     

                        2 22 6 61,1,0; 3 1 1 1 1
7 7 7

f u    
  2,1,0  

   2 6 6 4 6 6 162 1
7 7 7 7 7

 
      

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ในทิศทางของ v  ท่ีจุด  2,1,0  คือ 
16
7

 
 

4.2 เวกเตอรเกรเดียนต  
           

นิยาม 4.2.1 ถา f  เปนฟงกชันของสองตัวแปรซ่ึงมีอนุพันธยอย 
f
x




 และ f
y




 ซ่ึงตอเนื่อง เวกเตอร

เกรเดียนต (gradient vector) ของ f  ซ่ึงใชสัญลักษณแทนดวย  ,f x y  หรือ 

f  (อานวา del f) เปนเวกเตอรท่ีกําหนดโดย  f ff i j
x y

 
  

 

 

  

และสําหรับ f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y และ z  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ  

                            f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

 

ตัวอยาง 4.2.1 กําหนดให   2 3 2, , 3f x y z x y y z   จงหา f  ท่ีจุด  1,2,1  
 

วิธีทํา f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

      

                  2 3 2 2 3 2 2 3 23 3 3x y y z i x y y z j x y y z k
x y z
  

     
  



 

 

   2 2 2 36 3 3 2xyi x y z j y zk   


 

 



ตัว
อย
่าง

 206 

f  ท่ีจุด  1,2,1 ;                   2 2 2 31, 2,1 6 1 2 3 1 3 2 1 2 2 1f i j k    


 

 

12 15 16i j k  


 

 

ดังนั้น f  ท่ีจุด  1,2,1  คือ 12 15 16i j k 


 

  

 

ทฤษฎีบท 4.2.1 สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 0c 


 
 

พิสูจน  พิจารณา               c c cc i j k
x y z

  
   

  



 

0 0 0i j k  


 

 

    0


 
ดังนั้น สําหรับ c  เปนสเกลารใด ๆ 0c 



 
 
ทฤษฎีบท 4.2.2 สําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได และ c  เปนสเกลาร    

ใด ๆ cf c f    
 

พิสูจน ให f  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได และ c  เปนสเกลารใด ๆ 

พิจารณา      cf cf cf f f fcf i j k c i c j c k
x y z x y z

     
      

     

 

   

 

f f fc i j k
x y z

c f

            

 



 

 

ดังนั้น cf c f    
 
ทฤษฎีบท 4.2.3 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได   
                     f g f g     
 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

พิจารณา                       f g f g i f g j f g k
x y z
  

       
  



 

 

f g f g f gi j k
x x y y z z

f g f g f gi i j j k k
x x y y z z

f f f g g gi j k i j k
x y z x y z

                               
                              

                      



 

 

   

 

   

f g

  

 

 

ดังนั้น  f g f g     
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ทฤษฎีบท 4.2.4 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได   
   fg f g g f      

 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

พิจารณา                 fg fg i fg j fg k
x y z
  

   
  



 

 

g f g f g ff g i f g j f g k
x x x x x x

                                     



 

 

g f g f g ff i g i f j g j f k g k
x x x x x x

                                     

 

   

 

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x x x x x x

                           

 

   

 

g g g f f ff i j k g i j k
x x x x x x

                           

 

   

 

f g g f     

ดังนั้น  fg f g g f      
 

ทฤษฎีบท 4.2.5 สําหรับ f  และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได      

                    2

f g f f g
g g

        
 เม่ือ 2 0g   

 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

                    
f f f fi j k
g x g y g z g

                                             



 

 

2 2 2

f gf g f gg fg f g fy yx x z zi j k
g g g

                                             



 

2 2 2 2 2 2

f gf g f gg fg f g fy yx x z zi i j j k k
g g g g g g

                                               

 

   

2 2

f f f g g gg i g j g k f i f j f k
x y z x y z

g g

     
   

      

 

   

 

2 2 2

g f f g g f f g
g g g
    

    

ดังนั้น 2

f g f f g
g g

        
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ทฤษฎีบท 4.2.6 สําหรับ f  เปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได
    1nnf nf f  

 
 

พิสูจน ให ,f g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปรท่ีหาอนุพันธได  

                      n n n nf f i f j f k
x y z
  

   
  



 

 

1 1 1n n nnf fi nf fj nf fk
x y z

    
  

  



 

 

1nnf fi fj fk
x y z


            



 

 

1nnf f   

ดังนั้น    1nnf nf f    

 
ทฤษฎีบท 4.2.7 ถา  f f g  และ  , ,g g x y z  เปนฟงกชันคาจริงท่ีหาอนุพันธไดแลว 

dff f
dg

    

พิสูจน จาก       f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

   df f df f df fi j k
dg x dg y dg z

  
  

  



 

 

   df f
dg

   

ดังนั้น ถา  f f g  และ  , ,g g x y z แลว dff f
dg

    

 
ตัวอยาง 4.2.2 กําหนด   2, ,f x y z x yz  และ   2 2 2, , 2 3 5g x y z x y z     จงหา 

1.  f g   ท่ีจุด  1,2,1    2.  fg  ท่ีจุด  1,2,1  

3. 
f
g

     
 ท่ีจุด  1,2,1   4. 2f ท่ีจุด  1,2,1    

 

วิธีทํา        2, ,f x y z x yz  

      2 2 2, ,f x y z x yzi x yzj x yzk
x y z
  

   
  



 

 

2 2 2x yzi x yzj x yzk
x y z
  

  
  



 

 
2 22xyzi x zj x yk  



 

 
                  2 2 2, , 2 3 5g x y z x y z     
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                   2 2 2 2 2 2, , 2 3 5 2 3 5g x y z x y z i x y z j
x y
 

         
 

 

 

   2 2 22 3 5x y z k
z


  




 

              4 6 2xi yj zk  


 

 
                  2 , , 2 , , , ,f x y z f x y z f x y z    

  2 2 22 2x yz xyzi x zj x yk  


 

 

        2 2 2 2 22 2 2 2x yz xyz i x yz x z j x yz x y k  


 

 
3 2 2 4 2 4 24 2 2x y z i x yz j x y zk  



 

 

ท่ีจุด  1,2,1 ;        21, 2,1 1 2 1 2f    

                            2 21, 2,1 2 1 2 1 1 1 1 2 4 2f i j k i j k      
 

   

 

                        2 2 21, 2,1 2 1 3 2 1 5 8g       

                     1,2,1 4 1 6 2 2 1 4 12 2g i j k i j k      
 

   

 

1. จาก  f g f g     

                       1,2,1 1,2,1 1,2,1f g f g     

   
     

4 2 4 12 2

4 4 1 12 2 2

8 13

i j k i j k

i j k

i j

     

     

 

 

   



 

 

 

ดังนั้น  f g   ท่ีจุด  1,2,1  คือ 8 13i j
 

 

2. จาก  fg f g g f      

                               1,2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1fg f g g f      

   
   
2 4 12 2 8 4 2

8 24 4 32 8 16

i j k i j k

i j k i j k

     

     

 

   

 

   

 

     8 32 24 8 4 16

40 32 12

i j k

i j k

      

  



 



 

 

ดังนั้น  fg  ท่ีจุด  1,2,1 คือ 40 32 12i j k 


 

 

3. จาก  2

f g f f g
g g

        
 

          
 

       
 2

1, 2,1 1,2,1 1,2,1 1,2,1
1, 2,1

1,2,1
g f f gf

g g
         
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   

   
2

8 4 2 2 4 12 2

8
32 8 16 8 24 4

64

i j k i j k

i j k i j k

    


    


 

   

 

   

 

    

      32 8 8 24 16 4
64

34 16 20 17 8 10
64 32

17 1 5
32 4 16

i j k

i j k i j k

i j k

     


   
 

  



 

 

   



 

 

ดังนั้น 
f
g

     
ท่ีจุด  1,2,1  คือ 

17 1 5
32 4 16

i j k 


 

  

4. จาก                     2 , , 2 , , , ,f x y z f x y z f x y z    
3 2 2 4 2 4 24 2 2x y z i x yz j x y zk  



 

 

                                            3 2 2 4 2 4 22 1, 2,1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1f i j k   


 

 

16 4 8i j k  


 

 

ดังนั้น 2f ท่ีจุด  1,2,1  คือ 16 4 8i j k 


 

 

 
จากนิยามสามารถหาอนุพันธระบุทิศทางในพจนของเวกเตอรเกรเดียนตและเวกเตอรสัมผัส

หนึ่งหนวยได ดังนี้ 
สําหรับ f  เปนฟงกชันคาจริงสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด 

 ,x y  ในทิศทางของเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2u u i u j 
 



 คือ  

        1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

               
           

 1 2
f fi j u i u j
x y

          

   

 

f u 


  

และ สําหรับ f เปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปร ,x y  และ z  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ี

จุด  , ,x y z  ในทิศทางของเวกเตอรหนึ่งหนวย 1 2 3u u i u j u k  


 



 คือ  

       1 2 3, , ; f f ff x y z u u u u
x y z

     
  



 

 1 2 3
f f fi j k u i u j u k
x y z

              

 

   

   
      

f u 

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สําหรับอนุพันธระบุทิศทางในเทอมของเวกเตอรเกรเดียนต และเวกเตอรหนึ่งหนวย u       
ถา u เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย ใชสัญลักษณแทนดวย 

T
f   ซ่ึงหมายถึง คาเวกเตอรเกรเดียนต

ในทิศทางของเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวย T


 ท่ีมีทิศทางเฉพาะโดยสรุปเปนบทแทรก ดังนี้ 
 

บทแทรก 4.2.1 ถา f  เปนฟงกชันคาจริงท่ีมีอนุพันธ อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด P  ใน

ทิศทางตามแนวเวกเตอร T


 จะเทากับผลคูณภายในของ T


 กับเกรเดียนตของ f               

ใชสัญลักษณแทนดวย 
T

f   คือ 
T

f f T  



 

 
ตัวอยาง 4.2.3 กําหนด   2 2, ,f x y z x xy zy y     จงหา 

T
f   ท่ีจุด  1,1,3  ในทิศทาง

ของเสนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 
 

วิธีทํา         
2

2 3
1 4 9

i tj kT t
t

 


 



 



 

2 2 2

1 2 3
10 4 10 4 10 4

ti j k
t t t

  
  



 

 

ท่ีจุด  1,1,3  บนสวนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 ได 1t   

จึงได                           
 

 

   2 2 2

2 11 31
10 4 1 10 4 1 10 4 1

T i j k  
  




 

 

1 2 3
14 14 14

i j k  


 

 

         

   

 

2 2 2 2

2 2

f x xy zy y i x xy zy y j
x y

x xy zy y k
z

 
         

 


  


 



 

            2 2x y i x z y j yk     


 

 

ท่ีจุด  1,1,3 ;                               1,1,3 2 1 1 1 3 2 1 1f i j k      


 

 

3 6i j k  


 

 

จาก                             
T

f f T  



 

 1 2 3 3 6
14 14 14

3 12 3 18
14 14 14 14

i j k i j k
        

   

 

   

 

ดังนั้น 
T

f   ท่ีจุด  1,1,3  ในทิศทางของเสนโคง   2 3r t ti t j tk  


 



 คือ 8
14
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จากบทแทรก     T
f f T  



 

    cosf T  


 เม่ือ   เปนมุมระหวาง f  กับT


  

 จะพบวาคาอนุพันธระบุทิศทาง
T

f   มีคามากท่ีสุด เม่ือ 0  (เพราะ cos 0 1 ) คือ T


 

มีทิศทางเดียวกับ f  ซ่ึงจะไดวา 
T

f f     

นั่นคือ อนุพันธทิศทางหรืออัตราการ เปลี่ยนแปลง (เพ่ิมข้ึน) ของฟงกชันจะมีคามากท่ีสุดใน
ทิศทางของเกรเดียนต และมีคาเทากับขนาดของเกรเดียนตนั้น 

 จากสมการขางตนจะพบวาคาอนุพันธระบุทิศทางมีคาเปนศูนย เม่ือ 
2


  คือ 0
T

f   

เม่ือ f  และ T


ตั้งฉากกัน    
 
ตัวอยาง 4.2.4 จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,1, 2  ใน

ทิศทางของเวกเตอร 2 2u i j k  


 



 และหาคาและทิศทางของอนุ พันธ        

ระบุทิศทางท่ีมากท่ีสุด 
 

วิธีทํา จาก   2 2 2, ,f x y z x y z    

              
     

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,f x y z x y z i x y z j
x y

x y z k
z

 
       

 


 


 



 

   2 2 2xi yj zk  


 

 

ท่ีจุด  2,1, 2 ;           2,1, 2 2 2 2 1 2 2f i j k     


 

 
4 2 4i j k  



 

 

ให  T t


คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 

จึงได                           
 22 2

2 2

1 2 2

i j kT t  


  



 



 

1 2 2
3 3 3

i j k  


 

 

                       1 2 2 4 2 4
3 3 3T

f T f i j k i j k
           



 


   

 4 4 8 16
3 3 3 3

     

ดังนั้น อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  2,1, 2 ในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 คือ 
16
3

 

และ อนุพันธระบุทิศทางท่ีมีคามากท่ีสุดเกิดข้ึน เม่ือทิศทางเปนทิศทางเดียวกับ f  

โดยมีคามากท่ีสุดคือ  22 24 2 4 36 6f        
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ถา f  เปนฟงกชันคาจริงของสองตัวแปร x  และ y  สมการ  ,f x y k  จะเปนเสนโคง

ระดับของ f  ให  1 1,x y  เปนจุดอยูบนโคงระดับและ T


 เปนเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยของเสนโคง

ระดับท่ีจุด  1 1,x y  จะได อนุพันธตามแนวเวกเตอร T


 จะเปนศูนย เพราะวาทิศทางดังกลาวคาของ

ฟงกชันเทากับ k  เปนคาคงตัว นั่นคือ  
   1 1 1 1, , 0

T
f x y T f x y   



 
 

นั่นคือ เวกเตอรเกรเดียนตของ f จะตั้งฉากกับเวกเตอร T


 ซ่ึงเปนเสนโคงตามแนวเสนโคงระดับ 
 

 
ภาพท่ี 4.2.1 เสนโคงระดับ  ,f x y k  

 

จากท่ีไดกลาวมาสรุปความสัมพันธระหวางอนุพันธระบุทิศทางกับเวกเตอรเกรเดียนตได ดังนี้ 
1. อนุพันธระบุทิศทางในทิศทางเกรเดียนตจะมีคามากท่ีสุด และมีคาเทากับขนาดของ      

เกรเดียนตนั้น 
2. อนุพันธระบุทิศทางในทิศทางตั้งฉากกับเกรเดียนตมีคาเปนศูนย 

 ถา f  เปนฟงกชันคาจริงของสามตัวแปร ,x y และ z  สมการ  , ,f x y z k  มีกราฟ

เปนผิวโคงท่ีเรียกวาผิวโคงระดับ (level surface) ของ f  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ f  จะ

เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบท่ีสัมผัสกับผิวโคงระดับ อนุพันธระบุทิศทางของ f  จะมีคาสูงสุดใน

ทิศทางตามแนวเกรเดียนตของ f  และอนุพันธระบุทิศทางของ f  จะมีคาเปนศูนยในทิศทางตาม

แนวเวกเตอรท่ีขนานกับผิวโคงระดับของ f  ภาพท่ี 4.2.2  
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 4.2.2 เสนโคงระดับ  , ,f x y z k  กับ f  
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ทฤษฎีบท 4.2.8 อนุพันธระบุทิศทางของ f  จะเปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง  , ,f x y z c    

เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
 

พิสูจน กําหนดให r xi yj zk  


 



 เปนเวกเตอรตําแหนงของจุด  , ,x y z  บนผิวโคง 

 แลว dr dxi dyj dzk  


 



 เปนเวกเตอรท่ีสัมผัสผิวโคง 

 แต          f f fdf dx dy dz
x y z

  
  

  
 

     f f fi j k dxi dyj dzk
x y z
f dr

              

 

 

   



 

จากสมการพ้ืนผิว  , ,f x y z c  

   , , 0df x y z   
ดังนั้น 0f dr  



 

แสดงวา f  ตั้งฉากกับ dr   
เพราะวา  dr สัมผัสสวนโคง 
ดังนั้น F  เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 
 
ตัวอยาง 4.2.5 กําหนดสมการผิวโคง 4xy yz zx    จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด 

 1,1,3  
 

วิธีทํา จาก                , ,f x y z xy yz zx     

                                       f xy yz zx i xy yz zx j
x y
 

       
 

 

 

                xy yz zx k
z


 




 

             y z i x z j y x k     


 

 

ท่ีจุด  1,1,3 ;                  1,1,3 1 3 1 3 1 1f i j k      


 

 

       4 4 2i j k  


 

 

ดังนั้น เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด  1,1,3  คือ 4 4 2i j k 


 
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ตัวอยาง 4.2.6 จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 2 2 4 0x y z     ท่ีจุด  1,4,1  
 

วิธีทํา ให   2 2, , 4f x y z x y z     

    
     

 

2 2 2 2

2 2

, , 4 4

4

f x y z x y z i x y z j
x y

x y z k
z

 
         

 


  


 



 

         2 2xi yj k  


 

 

                                1,4,1 2 1 2 4f i j k   


 

2 8i j k  


 

 

ดังนั้น 2 8i j k 


 

 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 2 2 4 0x y z     ท่ีจุด  1,4,1  

 

ตัวอยาง 4.2.7 ให r xi yj zk  


 



 เปนเวกเตอรบอกตําแหนงของจุด  , ,x y z  ใด ๆ จงหา  
r


  
 

วิธีทํา เนื่องจาก 2 2 2r x y z  


  และ r r i r j r k
x y x
  

   
  



 

   

 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2r x y z i x y z j x y z k
x y x
  

         
  



 



 

        
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z i x y z x y z i
x x

            

 

 

             
2 2 2

x xi i
rx y z

 
 

 



 

       
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z j x y z x y z j
y y

            

 

 

            
2 2 2

y yj j
rx y z

 
 

 



 

       
1

2 2 2 2 2 2 2 2 221
2

x y z k x y z x y z k
y z

            

 

 

   
2 2 2

z zk k
rx y z

 
 

 



 

จะได                 
x y zr i j k
r r r

   


 



 



 

    1 rxi yj zk
r r

   




 

 

 

ดังนั้น 
rr
r

 




  
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4.3 เสนแนวฉากและระนาบสัมผัสของผิว 
 

กําหนด S  เปนผิวใน 3R  มีสมการคือ  , , 0F x y z   ให  , ,P a b c  เปนจุดบนผิว S

C  เปนเสนโคงบนผิว S  ซ่ึงผานจุด P  และมีสมการอิงตัวแปรเสริม คือ    , ,x x t y y t   

 z z t  สําหรับ t I  เม่ือ I  เปนตัวแปรเสริม ดังนั้นจะมี 0t I  ซ่ึง 

     0 0 0 0 0 0, ,x x t y y t z z t    

 เนื่องจาก C  เปนเสนโคงบนผิว S  ดังนั้น  
      , , 0F x t y t z t   เม่ือ t I  

ให                                , , 0g t F x t y t z t   

จะได                                0 0 0 0F F Fg t P x t P y t P z t
x y z

        
  

 

จะไดวา            0 0 0 0F F FP i P j P k x t i y t j z t k
x y z

                     

 

   

 

หรือ       0 0, ,F a b c x t i y t j   
 

 

แสดงว า   , ,F a b c  ตั้ ง ฉาก กับ เวก เตอร        0 0 0x t i y t j z t k   


 

 แต

เนื่องจาก      0 0 0x t i y t j z t k   


 

 เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง C  ณ จุด  , ,P a b c  ดังนั้น  

 , ,F a b c  เปนเวกเตอรตั้งฉากกับเวกเตอรสัมผัสเสนโคง C  บนผิว S ท่ีจุด  , ,P a b c  

โดยการ พิจารณา เส นสั มผั ส เส น โค งต า งๆ  ท่ี ผ านจุ ด   , ,P a b c บนผิ ว  S  ซ่ึ ง 

  0F P   เสนสัมผัสเสนโคงเหลานั้นตางก็ตั้งฉากกับ  F P  ซ่ึงจะไดวาเสนสัมผัสเหลานั้นตาง

อยูบนระนาบเดียวกันและระนาบดังกลาวนี้จะตั้งฉากกับ  F P  ซ่ึงเรียกระนาบนี้วา ระนาบสัมผัส

ของผิว S    ท่ีจุด P  และเรียกเสนตรงท่ีผานจุด P  และขนานกับ  F P  วา เสนแนวฉาก ของผิว 

S  ท่ี      จุด P และเรียกเวกเตอรท่ีขนานกับ  F P    วาเวกเตอรแนวฉากของผิว S  ท่ีจุด P  

ดังนั้น สมการระนาบสัมผัส และ เวกเตอรแนวฉาก สรุปดังนิยามตอไปนี้ 
 

นิยาม 4.3.1 สําหรับ F เปนฟงกชันของสามตัวแปรท่ีมีอนุพันธยอย , ,F F F
x y z

  
  

 เปนฟงกชัน

ตอเนื่องท่ีจุด  , ,P a b c  จะกลาววาระนาบท่ีมีสมการ  

                                , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
       วา

เปนระนาบสัมผัสกับผิวโคง (tangent plane) ท่ีจุด  , ,P a b c และเสนตรงท่ีมีสมการ  

                      , , , , , , , ,x a t F a b c y b t F a b c z c t F a b c
x y z
  

     
  

 

                เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ เปนเสนแนวฉากของผิวโคง ท่ีจุด  , ,a b c  ดังภาพท่ี 4.3.1 
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ภาพท่ี 4.3.1  F P  และระนาบสัมผัสกับผิวโคง 
 

 สําหรับเวกเตอร v  ใด ๆ ท่ีตั้งฉากกับผิว S  ก็ตอเม่ือ v เปนเวกเตอรแนวฉากของ S  ท่ีจุด 
P  และกลาววาผิว 1S  และผิว 2S  สัมผัสกันท่ีจุด P  ก็ตอเม่ือ ระนาบสัมผัสของ 1S  ท่ีจุด P  และ

ระนาบสัมผัสของ 2S  ท่ีจุด P เปนระนาบเดียวกัน 

 
ตัวอยาง 4.3.1 จงหาสมการระนาบสัมผัสและเสนแนวฉากของผิวโคง 2 24 16 0x y z    ท่ีจุด 

 2,4,2  
 

วิธีทํา  ให    2 2, , 4 16F x y z x y z    

 , , 2F x y z x
x





  จะได     2,4,2 2 2 4F

x


 


 

 , , 8F x y z y
y





 จะได     2,4,2 8 4 32F

y


 


 

 , , 16F x y z
z





 จะได   2,4,2 16F

z





 

สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  , ,a b c  

           , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
 

สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  2,4,2  คือ  

           2 2,4,2 4 2, 4, 2 2 2, 4, 2 0F F Fx y z
x y z

  
     

  
 

                    
                2 4 4 32 2 16 0x y z         

                                                     4 32 16 104 0x y z      

ดังนั้น สมการระนาบสัมผัส ณ จุด  2,4,2  คือ 4 32 16 104 0x y z     
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จากสมการเสนแนวฉากท่ีจุด  , ,a b c  

       , , , , , , , ,x a t F a b c y b t F a b c z c t F a b c
x y z
  

     
  

 

จากสมการเสนแนวฉากท่ีจุด  2,4,2  

 
 

   2 2, 4, 2 2 4 2 4x t F t t
x


     
  

   4 2,4,2 4 32 4 32y t F t t
y


     


 

   2 2,4,2 2 16 2 16z t F t t
z


      


 

ดังนั้น สมการเสนแนวฉากท่ีจุด  2,4,2  คือ 2 4 , 4 32 , 2 16x t y t z t       

จากนิยาม 4.3ในกรณีท่ี สมการผิวโคงในอยูรูป  ,z f x y จัดรูปสมการ 

   , , ,F x y z f x y z   

   , , ,F x y z f x y
x x
 


 

  จึงได    , , ,F a b c f a b
x x
 


 

 

   , , ,F x y z f x y
y y
 


 

  จึงได    , , ,F a b c f a b
y y
 


 

 

 , , 1F x y z
z





   จึงได  , , 1F a b c
z





 

จะไดสมการเสนตั้งฉากกับผิวโคง คือ 

   , , , ,x a t f a b y b t f a b z c t
x y
 

     
 

 

และสมการระนาบท่ีสัมผัสผิวโคง คือ  

                 , , 0x a f a b y b f a b z c
x y
 

     
 

 

 
ตัวอยาง 4.3.2 จงหาสมการเสนปกติและระนาบสัมผัสของผิวโคง   2 2,f x y x xy y    ท่ีจุด  

 1,2, 5  
 

วิธีทํา  จาก   2 2,f x y x xy y    

จัดรูป       2 2, ,F x y z x xy y z     

 , , 2F x y z x y
x


 


  จึงได      1,2, 5 2 1 2 4F
x


   


 

 , , 2F x y z x y
y


 


  จึงได      1,2, 5 1 2 2 3F
y


   


 

 , , 1F x y z
z





   จึงได  1,2, 5 1F
z


 

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จะไดสมการเสนตั้งฉากกับผิวโคงท่ีจุด  1,2, 5 คือ 

 
 
 

1 4 1 4

2 3 2 3

5 1 5

x t t

y t t

z t t

   

    

    

 

ดังนั้น สมการเสนตั้งฉากกับผิวโคง คือ 1 4 , 2 3 , 5x t y t z t       

และสมการระนาบสัมผัสของผิวโคง ท่ีจุด  1,2, 5  คือ 

              1 4 2 3 5 0x y z                         

4 3 3 0x y z                                               

ดังนั้น สมการระนาบคือ 4 3 3 0x y z     
 
ตัวอยาง 4.3.3 จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสผิว และสมการเสนตั้งฉากผิว 22 3 4 7xz xy x       

ท่ีจุด  1, 1, 2  
 

วิธีทํา                           2, , 2 3 4F x y z xz xy x    

         2 22 3 4 2 3 4f xz xy x i xz xy x j
x y
 

       
 

 

      

                22 3 4xz xy x k
z


 




 

 22 3 4 3 4z y i xj xzk    


 

 

                   21, 1,1 2 1 3 1 4 3 1 4 1 1f i j k          



 

 

3 4i j k  


 

                      

สมการระนาบท่ีสัมผัสผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ  

        1 1 3 1 4 2 0x y z         
 

                    
1 3 3 4 8 0x y z       

 
        

3 4 12 0x y z     

ดังนั้น สมการระนาบท่ีสัมผัสผิว คือ 3 4 12 0x y z     

สมการเสนตั้งฉากกับผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ 

    
1

1 3
2 4

x t
y t
z t

 
 
 

 

ดังนั้น สมการเสนตั้งฉาก คือ 1 , 1 3 , 2 4x t y t z t        
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ตัวอยาง 4.3.4 จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสผิวและสมการเสนตั้งฉากผิว 2 2 2 24 0x y z        

ท่ีจุด  3, 1,2  
 

วิธีทํา           2 2 2, , 24F x y z x y z   


 

                 2 2 2 2 2 224 24F x y z i x y z j
x y
 

        
 


 

 

              2 2 2 24x y z k
z


   




 

2 2 2xi yj zk  


 

 

                              3, 1,2 2 3 2 1 2 2f i j k     


 

 

6 2 4i j k  


 

 

สมการระนาบท่ีสัมผัสผิวท่ีจุด  1, 1,2  คือ  

                                    6 6 2 1 4 2 0x y z          

          6 36 2 2 4 8 0x y z        
          6 2 4 30 0x y z      

ดังนั้น สมการระนาบท่ีสัมผัสผิว คือ 6 2 4 30 0x y z      

สมการเสนตั้งฉากผิว จุด  1, 1,2  คือ 

1 6x t   
1 2y t   

2 4z t   
ดังนั้น สมการเสนตั้งฉากผิว 1 6 , 1 2 , 2 4x t y t z t       
 

4.4 สนามเวกเตอร และ เสนกระแส  
 

นิยาม 4.4.1 สนามเวกเตอร (vector field) คือ ฟงกชันซ่ึงกําหนดเวกเตอรจุดแตละจุดในโดเมนเพียง
เวกเตอรเดียว 

     สนามเวกเตอรในสองมิติ จะเขียนในรูป  
       , , ,F x y f x y i g x y j 


 

 

      สนามเวกเตอรในสามมิติ จะเขียนในรูป  
                , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  




 

 

สําหรับ   2 2, , xi yjF x y z
x y






 



 เปนสนามเวกเตอร ท่ีไมนิยาม เม่ือ 2 2 0x y   ซ่ึง 

2 2 0x y   ก็ตอเม่ือ 0x y   นั่นคือ สนามเวกเตอรนี้ไมนิยามสําหรับจุดตางๆบนแกน Z   
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ตัวอยาง 4.4.1 พิจารณากราฟของสนามเวกเตอร  , 2F x y xi




 
 

วิธทํา  
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอยาง 4.4.2 พิจารณากราฟของสนามเวกเตอร  ,F x y xi yj 


 

 
 

วิธีทํา  

 
 
 
 
 
 
 
 สนามเวกเตอร F



 ท่ีนิยามและไมเปนศูนยท่ีทุกๆ จุดของบริเวณในปริภูมิเสนโคงใด ๆ ท่ีผาน
บริเวณนี้เรียกวา เสนกระแส (flow lime) ของ F



 ซ่ึงท่ีทุกๆ จุดบนเสนโคง เวกเตอร T


 สัมผัสกับ
เสนโคงจะขนานกับ F



ดังภาพท่ี 4.4.1 ซ่ึงเสนกระแสแสดงดวยเสนปะ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 4.4.1 เสนกระแส 
 

 ถา r  เปนเวกเตอรตําแหนง สําหรับจุดใด ๆ บนเสนกระแส และถา s  แทนความยาวของ
เสนโคง แลวเวกเตอรสัมผัสหนึ่งหนวยกับเสนโคงท่ีจุดนั้น กําหนดโดย 
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drT
ds




 dx dy dzi j k
ds ds ds

  


 

 

จาก T


 มีทิศทางเดียวกับ        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 จะได 

    T F
 

  
สําหรับ   เปนคาของฟงกชันท่ีเปนสเกลารท่ีเปนฟงกชันของ ,x y และ z  จึงไดวา 

dxf
ds

   

dyg
ds

   

dzh
ds

   

ถา ,f g และ h  ไมเปนศูนย สามารถจํากัด   และ ds  จะไดวา dx dy dz
f g h
    ............ 1  

จากสมการ 1  สามารถหาสมการของกระแสไดโดยการปริพันธ เม่ือกําหนด F


 

  
ตัวอยาง 4.4.3 ใหสนาม  , ,F x y z xi yj k  




 

จงหาสมการของเสนกระแสท่ีผานจุด  3,4,7  
 

วิธีทํา จาก  , ,F x y z xi yj k  



 

 จึงได ,f x g y   และ 1h   

จาก                        
1

dx dy dz
x y

   

dx dz
x

  

จะไดวา                              1ln lnx z C   

  1
zx C e     ........... 1  

จาก                     dy dz
y
  

จะไดวา              2
zy C e     ........... 2  

จากสมการ  1  จะกําจัด 1C   

ท่ีจุด  3,4,7  จะได               1
zx C e  

            7
13 C e  

                                     7
1 3C e  

จากสมการ  2  จะกําจัด 2C  

ท่ีจุด  3,4,7  จะได             2
zy C e  

       7
24 C e  

                                   7
2 4C e  

ดังนั้น สมการของเสนกระแสท่ีจุด  3,4,7  คือ 7 73 , 4z zx e y e    
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4.5 การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร F


 
 

สําหรับสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

       จาก

ตัวดําเนินการ   คือ i j k
x x z
  

  
  



 

 

พิจารณา         , , , , , , , ,F x y z i j k f x y z i g x y z j h x y z k
x x z

              

 


   

 

             , , , , , ,f x y z g x y z h x y z
x x z
  

  
  

 

จะได  , ,F x y z


 เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงสรุปเปนนิยาม ดังนี้ 
 

นิยาม 4.5.1 สําหรับสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

แลวการลูออก (divergence) ของสนามเวกเตอร F


 ใชสัญลักษณแทนดวย div F


 

โดยท่ี f g hdiv F F
x y z

  
   

  

 

 

 

ขอสังเกต การดําเนินการ F


 คลายการดําเนินการผลคูณภายในของสองเวกเตอร แต F


    

ไมมีสมบัติการการสลับท่ี นั่นคือ F F  
 

 เนื่องจาก F f g h
x y z
  

  
  



 

 
ตัวอยาง 4.5.1 กําหนดให   2 2 2, , 4 2F x y z x yzi xy j yz k  




 

 จงหาการลูออกของ F


 
 

วิธีทํา                               2 2 24 2div F x yz xy yz
x y z
  

  
  



 

8 2 4xyz xy yz    

ดังนั้น การลูออกของ F


คือ  8 2 4xyz xy yz   
 
ตัวอยาง 4.5.2 กําหนดให  , , sin lnyF x y z xe i z yj xy zk  




 

 จงหาการลูออกของ F


ท่ีจุด 

 3,0,1  
 

วิธีทํา             , , sin lnydiv F x y z xe z y xy z
x y z
  

  
  



 

     sin ln

cos

y

y

xe z y xy z
x y z

xye z y
z

  
  

  

  

 

ท่ีจุด  3,0,1 ;         
  
 

0 3 0
3,0,1 1 cos 0 2

1
div F e   



 

ดังนั้น การลูออกของ F


ท่ีจุด  3,0,1 คือ 2 
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ทฤษฎีบท 4.5.1 สําหรับ F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน สําหรับสนามเวกเตอร F


 และ G


 ใด ๆ 

ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

พิจารณา 
                     1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k          


 

 

3 31 1 2 2 f gf g f g
x x y y z z

                                 
 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

                            
 

F G 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.2 สําหรับ F


 และ G


 ท่ีเปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน  สําหรับสนามเวกเตอร F


 และ G


ใด ๆ 

ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

พิจารณา           1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k          


 

 

3 31 1 2 2 f gf g f g
x x y y z z

                                 

 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

                             

 

3 31 2 1 2f gf f g g
x y z x y z

F G

                            

 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 
ตัวอยาง 4.5.3 ให   2, , yF x y z xe i y j xzk  




 

 และ   2 2 2, , 2G x y z x i y j z k  


 

  

จงหา  F G 


 และ  F G 


  
 

วิธีทํา  จาก               2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 

          2, , yF x y z xe y xz
x y x
  

   
  



 

2ye y x    
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                             2 2 2, , 2G x y z x i y j z k  


 

  

                              2 2 2, , 2G x y z x y z
x y x
  

   
  



 

         4 2 2x y z    

จาก                     F G F G   
  

 

       2 4 2 2ye y x x y z       

5 4 2yx y e z     

ดังนั้น    5 4 2yF G x y e z     


 

จาก                         F G F G   
  

 

   2 4 2 2

3 2

y

y

e y x x y z

x e z

     

  
 

ดังนั้น    3 2yF G x e z    


 

 
ทฤษฎีบท 4.5.3 สําหรับ F



 เปนสนามเวกเตอรและ   เปนฟงชันคาจริงแลว 

 F F F      
  

 
 

พิสูจน  ให สนามเวกเตอร 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ  เปนฟงชันเชิงสเกลาร 

พิจารณา            1 2 3F f i f j f k      



 

 

     1 2 3f f f
x y z
  

  
  

  
 

31 2
1 2 3

ff ff f f
x x y y z z

  
  

                               
 

31 2
1 2 3

ff f f f f
x y z x y z

  
  
                            

 

 31 2
1 2 3

ff f f i f j f k i j k
x y z x y z

  

                               

 

   

 F F    
 

 

ดังนั้น  F F F      
  
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ตัวอยาง 4.5.4 ให   2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 และ 2x xy z    จงหา  F


 
 

วิธีทํา   2, , yF x y z xe i y j xzk  



 

 

         2, , yF x y z xe y xz
x y x
  

   
  



 

        2ye y x    
                  2x xy z    

                    2 2 2x xy z i x xy z j x xy z k
x y z


  

         
  



 

                 

       2 1 2x y i x j k x y i xj k         
 

   

 

           F F F      
  

  

  2 2yx xy z e y x       

         2 2yxe i y j xzk x y i xj k        

 

   

  

 2 2 3 2 22 2 2y y yx e x y x xye xy x y ze yz xz                 

              22 1yxe x y y x xz         

 2 3 2 2 2y y yx e xye ze x x y xy xy yz          

       2 22 y yx e xye xy xz    

    
2 3 2 23 2 2 2y y yx e xye ze x x y xy xy xz yz          

ดังนั้น   2 3 2 23 2 2 2y y yF x e xye ze x x y xy xy xz yz         


 

 

ทฤษฎีบท 4.5.4 สําหรับ  เปนฟงชันคาจริงแลว 
2 2 2

2 2 2x y z
  


  

   
  

 

พิสูจน  ให  เปนฟงชันเชิงสเกลาร 

พิจารณา          i j k
x y z
  


             



 

 

2 2 2

2 2 2

i j k i j k
x y z x y z

x x y y z z

x y z

  

  

  

                             
                           

  
  

  

 

   

 

ดังนั้น 
2 2 2

2 2 2x y z
  


  

   
  
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จากทฤษฎีบท 4.5.4 คือการลูออกของเวกเตอรเกรเดียนต   สําหรับฟงกชันสเกลาร 

  ใด ๆ ใชสัญลักษณแทนดวย 2  

จึงไดวา 2  เปนการดําเนินซ่ึงเขียนในรูปสมการไดดังนี้ 
2 2 2

2
2 2 2x y z

  
   

  
 เปน

ตัวดําเนินการอนุพันธ  
 

นิยาม 4.5.2 ตัวดําเนินการ 2  ซ่ึงเรียกวาตัวดําเนินการลาปลาซ (laplacian oprator) และ สําหรับ
ฟ งกชันค าจริ ง  f  ใด ๆ  ถา  2 0f   จะกลาวว า  f  เปนฟ งกชันฮาโมนิก         

(harmonic function) และ เรี ยกสมการ  2 0f   สมการลาปลาซ  (laplace 
equation) 

 
ตัวอยาง 4.5.5 ให   2 2,f x y x y   จงพิจารณาวา f  เปนฟงกชันฮาโมนิกหรือไม 
 

วิธีทํา จาก    
2 2

2
2 2

f ff
x y

 
  

 
 

   
2

2 2
2 2 2f x y x

x x x x
            

 

       
2

2 2
2 2 2f x y y

y y y x
              

 

   2 2 2 0f      

เนื่องจาก 2 0f   

ดังนั้น   2 2,f x y x y  เปนฟงกชันฮาโมนิก 

 
ตัวอยาง 4.5.6 ให  , cosxf x y e y  จงพิจารณาวา f  เปนฟงกชันฮาโมนิกหรือไม 
 

วิธีทํา จาก    
2 2

2
2 2

f ff
x y

 
  

 
 

   
2

2 cos cos cosx x xf e y e y e y
x x x x

           
 

       
2

2 cos sin cosx x xf e y e y e y
y y y x

             
 

 2 cos cos 0x xf e y e y      

เนื่องจาก 2 0f   

ดังนั้น  , cosxf x y e y  เปนฟงกชันฮาโมนิก 
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นิยาม 4.5.3 กําหนดใหสนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

แลว เคิรล (curl) ของสนามเวกเตอร F


 หรือการหมุน (rotation) ของ F


 ใช
สัญลักษณแทนดวย Curl F



 โดยท่ี 

i j k

Curl F F
x y z
f g h

  
 

  



 

 

 

 ในการกระจายตัวดําเนินการ ,
x y
 
 

 และ 
z



 ตองอยูหนา ,f g  และ h  

 

ตัวอยาง 4.5.6 กําหนดใหสนามเวกเตอร  , , cos lnyF x y z xe i z yj xy zk  



 

 จงหา  

                  Curl F


 ท่ีจุด 3, ,
2

e    
  

 

วิธีทํา   

cos lny

i j k

Curl F
x y z

xe z y xy z

  


  



 



 

lncos ln cosy y

y z x yi j kx z
xe xy zz y xy z xe z y

    
      



 

 

       ln cos ln yxy z z y i xy z xe j
y z x z

                     

 

 

   

   cos yz y xe k
x y

      



 

 ln cos ln yx z y i y zj xe k   


 

 

ท่ีจุด 3, ,
2

e    
 

        
        23, , 3 ln cos ln 3

2 2 2
Curl F e e i e j e k

                        




 

 

23 3
2

i j e k


  


 

 

ดังนั้น Curl F


 ท่ีจุด 3, ,
2

e    
คือ 23 3

2
i j e k


  



 
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ตัวอยาง 4.5.7 ใหสนามเวกเตอร F fi gj hk  



 

 จงแสดงวา  

F F FCurl F i j k
x y z

  
     

  

  




 

 

 

วิธีทํา   

i j k

Curl F
x y z
f g h

  


  



 



y z x yi jx z
f hg h f g

    
      

 

 

h g h f g fi j k
y z x z x y

                                



 

 

h g h f g fi i j j k k
y z x z x y

h g h f g fj k i k i j
x x y y z z

     
     

     
                                

 

   

 

   

 

1 0 0 0 1 0 0 0 1
i j k i j k i j k

f g h f g h f g h
x x x y y y z z z

  
        
        

  

     

 

F F Fi j k
x y z

                                     

  



 

 

ดังนั้น 
F F FCurl F i j k
x y z

  
     

  

  




 

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.5 สําหรับ F


 และ G


 ท่ีเปนสนามเวกเตอร แลว  F G F G   
  

 
 

พิสูจน  สนามเวกเตอร F


 และ G


 ใด ๆ ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

      1 1 2 2 3 3F G f g i f g j f g k      


 

  

  
 

 
1 1 2 2 3 3

i j k

F G
x y z

f g f g f g

  
  

  
  



 

          1 1 3 32 2 3 3 1 1 2 2

y z x yi j kx z
f g f gf g f g f g f g

    
      

    



 
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       

   

3 3 2 2 3 3 1 1

2 2 1 1

f g f g i f g f g j
y z x z

f g f g k
x y

                         
           

 



 

3 3 3 32 2 1 1f g f gf g f gi j
y y z z x x z z

                                                      

 

 

   

2 2 1 1f g f g k
x x y y

                       



 

3 32 1 2 1

3 32 1 2 1

f ff f f fi j k
y z x z x y

g gg g g gi j k
y z x z x y

                                    
                                  



 



 

 

1 32 3 1 2

y z x yi j kx z
f ff f f f

      
         
 
 



 

 

  

1 32 3 1 2

y z x yi j kx z
g gg g g g

      
       
 
 



 

 

1 2 3 1 2 3

i j k i j k

x y z x y z
f f f g g g

     
 

     

 

   

F G 


 

ดังนั้น  F G F G   
  

 

 
ทฤษฎีบท 4.5.6 สําหรับ F



 เปนสนามเวกเตอรและ  เปนฟงชันคาจริงแลว

     F F F       
  

 
 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 เปนสนามเวกเตอรและ  เปนฟงชันคาจริง 

                                         1 2 3F f i f j f k     



 

 

                                    1 2 3F f i f j f k      



 
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   1 2 3

1 32 3 1 2

i j k

x y z
f f f

y z x yi j kx z
f ff f f f

  

    

  


  

    
      



 



 

 

3 2 3 1 2 1f f i f f j f f k
y z x z x y
     

                                



 

  

3 32 1
3 2 3 1

f ff ff f i f f j
y y z z x x z z

   
   

                                                     

 

    2 1
2 1

f ff f k
x x y y

 
 

                      



 

3 32 1
3 2

f ff fi i f i f i j j
y z y z x z

 
   
                                  

     

 

                

2 1
3 1 2 1

f ff j f j k k f k f k
x z x y x y
   

 
                                  

   

 

 

3 32 1 2 1

3 2 3 1 2 1

f ff f f fi i j j k k
y z x z x y

f i f i f j f j f k f k
y z x z x y

     

     

                              
                              

 

   

 

   

 

3 32 1 2 1f ff f f fi j k
y z x z x y


                                    



 

 

         3 2 3 1 2 1f f i f f j f f k
y z x z x y
                                        



 

 

   

1 2 3 1 2 3

i j k i j k

x y z x y z
f f f f f f

F F

  


 

     
 

     

    

 

   

 

 

ดังนั้น      F F F       
  
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ทฤษฎีบท 4.5.7 สําหรับ F


 และG


เปนสนามเวกเตอร แลว

     F G F G F G       
    

 
 

พิสูจน F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอร ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

 

            1 2 3

1 2 3

i j k
F G f f f

g g g
 



 



     

     2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g i f g f g j f g f g k     


 

 

             2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1F G f g f g f g f g f g f g
x y z
  

       
  



        

      2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g f g f g f g f g
x x y y z z

                              
 

3 3 3 3 32 2 1
2 3 3 2 3 1 1 3

g f f g ff g gf g f g f g f g
x x x x y y y y

                              
             

2 1 1 2
1 2 2 1

g f g ff g f g
z z z z

              
 

3 3 32 1 2
1 1 2 2 3 3

f f ff f fg g g g g g
y z z x x y

                     
 

     

3 32 1 1 2
1 1 2 2 3 3

g gg g g gf f f f f f
z y x z y x

                     
 

3 3 32 1 2
1 2 3

3 32 1 2 1
1 2 3

f f ff f fg g g
y z z x x y

g gg g g gf f f
y z z x x y

                                    
                                 

 

 3 3 32 1 2
1 2 3

f f ff f fi j k g i g j g k
y z z x x y

                                       

 

   

 

   

  3 32 1 2 1
1 2 3

g gg g g gf i f j f k i j k
y z z x x y

                                     

 

   

 

   F G F G     
  

 

ดังนั้น      F G F G F G       
    
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ทฤษฎีบท 4.5.8 สําหรับ   เปนฟงชันคาจริงใด ๆ   0  


  
 

พิสูจน ให  เปนฟงชันคาจริง ใด ๆ ซ่ึง  i j k
x y z
  


  

   
  



 

 

พิจารณา        

i j k

x y z

x y z



  

  
  

  
  
  



 

 

y z x yx zi j k

y z x z x y
     

    
      
     
     



 

 

i j k
y z z y x z z x x y y x

                                                 



 

 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

i j k
y z z y x z z x x y y x

i j k

                                                    

   



 

 

 

 

ดังนั้น   0  


 สําหรับ  เปนฟงชันเชิงสเกลารใด ๆ 

 

ทฤษฎีบท 4.5.9 สําหรับ F


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ   0F  


 
 

 

 

พิสูจน ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 เปนสนามเวกเตอร 

และ 3 32 1 2 1f ff f f fF i j k
y z z x x y

                                




 

 

พิจารณา       3 32 1 2 1f ff f f fF
x y z y z x z x y
                                     



 

3 32 1 2 1f ff f f f
x y x z y z y x z x z y

                                                  
 

2 22 2 2 2
3 32 1 2 1

2 22 2 2 2
3 31 1 2 2 0

f ff f f f
x y x z y z y x z x z y

f ff f f f
y z z y z x x z x y y x

                                             
                                              

 

ดังนั้น   0F  

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ทฤษฎีบท 4.5.10 สําหรับ F


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ     2F F F    
  

  

 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

  เปนสนามเวกเตอร 

และ 3 32 1 2 1f ff f f fF i j k
y z z x x y

                                




 

 

พิจารณา    
3 32 1 2 1

i j k

F
x y z

f ff f f f
y z z x x y

  
  

  
    

  
     



 



 

3 2 2 131 2 1

3 32 1

y z x zi jf f f fff f f
y z x yz x x y

x y
k

f ff f
y z z x

   
   

  
        
      

 
 

  
 

   

 



 

32 1 1 ff f f i
y x y z z x

                          



 

   32 1 2ff f f j
x x y z y z

                             



          

   3 31 2f ff f k
x z x y y z

                         



 

22 2 2
32 1 1

2 2

22 2 2
32 1 2

2 2

ff f f i
y x y z z x

ff f f j
x x y z y z

               
              





               

   
2 22 2

3 31 2
2 2

f ff f k
x z x y y z

             



 

22 2 2 2 2
32 1 1 1 1

2 2 2 2

ff f f f f i
y x y z z x x x

                          



 

   
22 2 2 2 2

32 1 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f f j
x x y z y z y y

                          


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2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k
x z x y y z z z

                        



 

 
22 2 2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2 2

ff f f f f i
x x y x z y z x

                     



 

           
22 2 2 2 2

31 2 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f f j
x y y y z x y z

                    



 

   
2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k
x z y z z x y z

                   



 

22 2 2 2 2
31 2 1 1 1

2 2 2 2

ff f f f fi i
x x y x z y z x

                            

 

 

   
22 2 2 2 2

31 2 2 2 2
2 2 2 2

ff f f f fj j
x y y y z x y z

                          

 

 

   
2 2 2 22 2

3 3 3 31 2
2 2 2 2

f f f ff f k k
x z y z z x y z

                           

 

 

2 22 2 2 2
3 31 2 1 2

2 2

f ff f f fi j
x x y x z x y y y z

                                 

 

 

   
22 2 2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2 2

ff f f f fk i
x z y z z y z x

                                  





 

   
2 2 22 2 2

3 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

f f ff f f j k
x y z x y z

                            





 

3 31 2 1 2f ff f f fi j
x x y z y x y z

                                  

 

 

   
2 2 2

31 2 1 1 1
2 2 2

ff f f f fk i i i
z x y z y z x

                             



  

 

   
2 2 22 2 2

3 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

f f ff f fj j j k k k
x y z x y z

                

  

  

 

 
2

31 2
1 2 32

ff f f i f j f k
x y z x

                             



 

 

      
2 2

1 2 3 1 2 32 2f i f j f k f i f j f k
y z

         

 

   

 

  2F F  
 

    

ดังนั้น     2F F F    
  
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ทฤษฎีบท 4.5.11 สําหรับ F


และ G


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ 
 

         F G F G G F F G G F           
        

 
 

พิสูจน ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

  เปนสนามเวกเตอร 

           1 1 2 2 3 3F G f g f g f g    


 

  1 1 2 2 3 3f g f g f g    

       1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3f g g f f g g f f g g f             

1 1 1 1 1 1
1 1

g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                  

 

   

 

             
 2 2 2 2 2 2

2 2
g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                 

 

   

 

                        3 3 3 3 3 3
3 3

g g g f f ff i j k g i j k
x y z x y z

                                

 

   

 

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                             

 

   

                             

  2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                            

 

   

 

                 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3

g g g f f ff i f j f k g i g j g k
x y z x y z

                            

 

   

 

  3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g i
x x x x x x

                   



 

             3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g j
y y y y y y

                      



 

   
   

3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 3

g fg g f ff f f g g g k
z z z z z z

                   



 

       
 

31 2 1 1 1 1
1 2 3 2 2 3 3

gg g g g g gf f f f f f f
x x x y y z z

                               
 

                          31 2 1 1 1 1
1 2 3 2 2 3 3

ff f f f f fg g g g g g g i
x x x y y z z

                             



 

             
    

31 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 3 3

gg g g g g gf f f f f f f
y y y x x z z

                                  
 

                         31 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 3 3

ff f f f f fg g g g g g g j
y y y x x z z

                                



 

                        

3 3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 2 2

g g g g gg gf f f f f f f
z z z x x y y

                          
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                  3 3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 2 2

f f f f ff fg g g g g g g k
z z z x x y y

                            



 

3 32 1 1 2 1 1
2 2 3 3 2 2 3 3

g fg g g f f ff f f f g g g g
x y z x x y z x

                                     
     

 

     

1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g i
x y z x y z

                              



 

             3 32 1 2 2 1 2
1 1 3 3 1 1 3 3

g fg g g f f ff f f f g g g g
x y y z x y y z

                                      
      

             2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g j
x y z x y z

                                



 

              3 3 3 31 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

g g f fg g f ff f f f g g g g
z x y z z x y z

                                    
 

             3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 3

g g g f f ff f f g g g k
x y z x y z

                               
 

3 32 1 2 1g gg g g gF i j k
y z z x x y

                                     




 

 

   3 32 1 2 1f ff f f fG i j k
y z z x x y

                                    



 

   

         1 2 3 1 2 3f f f G g g g F
x y z x y z

                             

 

 

       F G G F F G G F         
      

 

ดังนั้น          F G F G G F F G G F           
        

 

 

ทฤษฎีบท 4.5.12 สําหรับ F


 และ G


 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ 
 
     

                                F G G F G F F G F G         
        

 
 

พิสูจน  ให 1 2 3F f i f j f k  



 

 และ 1 2 3G g i g j g k  


 

  เปนสนามเวกเตอร 

จาก        1 2 3

1 2 3

i j k
F G f f f

g g g
 



 



     

     2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1f g f g i f g f g j f g f g k     


 
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     
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

i j k

F G
x y z

f g f g f g f g f g f g

  
  

  
  



 



 

2 3 3 2 1 2 2 13 1 1 3 1 2 2 1

y z i jx z
f g f g f g f gf g f g f g f g

   
    

  

 

 

   

2 3 3 2 3 1 1 3

x y k
f g f g f g f g

 
 
 



 

   1 2 2 1 3 1 1 3f g f g f g f g i
y z

          



 

      1 2 2 1 2 3 3 2f g f g f g f g j
x z

  
    
   



 

      3 1 1 3 2 3 3 2f g f g f g f g k
x y

        



 

       1 2 2 1 3 1 1 3f g f g f g f g i
y y z z

                        



 

          1 2 2 1 2 3 3 2f g f g f g f g j
x x z z

                         



 

          3 1 1 3 2 3 3 2f g f g f g f g k
x x y y

                       



 

3 32 1 1 2 1
1 2 2 1 3 1 1

f gg f g f gf g f g f g f
y y y y z z z

                    
 

    31 2 1 1 2 2
3 1 2 2 1 2 3

gf g f g f fg i f g f g f g
z x x x x z z
                         



 

    3 3 3 32 1 1
3 2 3 1 1 3 2

f f g gg g ff g j f g f g f
z z x x x x y

                        



 

     32 2
3 3 2

ff gg f g k
y y y

        



 

3 32 1 1 2 1
1 2 2 1 3 1 1

f gg f g f gf g f g f g f
y y y y z z z

                    
 

    1 1 1 1 1
3 1 1 1 1

f f f g gg g g f f i
z x x x x

                           



 

   32 1 1 2 2 2
1 2 2 1 2 3 3

gg f g f f gf g f g f g f
x x x x z z z

                   
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    3 2 2 2 2
2 2 2 2 2

f f f g gg g g f f j
z y y y y

                             



 

   3 3 31 1 2 2
3 1 1 3 2 3 3

f g gg f f gf g f g f g f
x x x x y y y

                    
 

    3 3 3 3 3
2 3 3 3 3

f f f g gg g g f f k
y z z z z

                          



 

31 1 1 1 2 1 1
1 2 3 1 1 1 1 2

ff f f f f g gg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      
 

   31 1 2
3 1 1 1

gg g gf f f f i
z x y z

           



 

     32 2 2 1 2 2 2
1 2 3 2 2 2 1 2

ff f f f f g gg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      

     

32 1 2
3 2 2 2

gg g gf f f f j
z x y z

           



 
  3 3 3 3 3 31 2

1 2 3 3 3 3 1 2
f f f f g gf fg g g g g g f f
x y z x y z x y

                      
 

   3 31 2
3 3 3 3

g gg gf f f f k
z x y z

           



 

1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3

f f f f f fg i g i g i g j g j g j
x y z x y z

                                

     

 

     3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 1

f f f ff fg k g k g k g i g i g i
x y z x y z

                                   

  

  

 

     3 31 2 1 2
2 2 2 3 3 3

f ff f f fg j g j g j g k g k g k
x y z x y z

                              

  

  

 

                       1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3

g g g g g gf i f i f i f j f j f j
x y z x y z

                               

     

 

  3 3 3 31 2
1 2 3 1 1 1

g g g gg gf k f k f k f i f i f i
x y z x y z

                                   

  

  

 

  3 31 2 1 2
2 2 2 3 3 3

g gg g g gf j f j f j f k f k f k
x y z x y z

                             

  

  

 

 1 2 3 1 2 3g g g f i f j f k
x y z

                    



 

 

     31 2
1 2 3

ff fg i g j g k
x y z

                  



 
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    1 2 3 1 2 3f f f g i g j g k
x y z

                   



 

 

     31 2
1 2 3

gg gf i f j f k
x y z

                 



 

 

       G F G F F G F G       
      

 

ดังนั้น          F G G F G F F G F G         
        

 

 

ตัวอยาง 4.5.8 ให 23 2F xz i yzj xzk  



 

 เปนสนามเวกเตอรใด ๆ และ 2x yz  เปน

ฟงชันกคาจริง จงหา   

1. F


   2.  F


  

3.  F 


   4.  F F     

 

  

5.     
 

วิธีทํา 1. 

23 2

i j k

F
x y z

xz yz xz

  
 

  




 



   

2 23 22 3
y z x yi j kx z

xz xzyz xz xz yz

    
      





 

 

    2 22 2 3 3xz xzyz xz yz xzi j k
y z x z x y

                                        



 

 

 2 6yi z xz j  
 

 

ดังนั้น  2 6F yi z xz j   


 

 

2. พิจารณา         2 2 2 23 2F x yz xz i x yz yz j x yz xz k   



 

 
3 3 2 2 2 3 23 2x yz i x y z j x yz k  



 

 

        
3 3 2 2 2 3 23 2

i j k

F
x y z

x yz x y z x yz


  

 
  





 



 

3 3 3 22 2 2 3 2 3 3 2 2 23 22 3
y z x yi j kx z

x yz x yzx y z x yz x yz x y z

    
      





 
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       3 2 2 2 2 3 2 3 32 2 3x yz x y z i x yz x yz
y z x z

                       



 

      2 2 2 3 33x y z x yz k
x y

      



 

     3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3 32 2 6 9 2 3x z x y z i x yz x yz j xy z x z k       


 

 

     2 2 2 2 2 2 22 3 2 3 2 3x z xz y i x yz x j xz y x z k     


 

 

ดังนั้น        2 2 2 2 2 2 22 3 2 3 2 3F x z xz y i x yz x j xz y x z k      



 

 

3. จากขอ 1  2 6F yi z xz j   


 

 

พิจารณา     
2 6 0

i j k

F
x y z
y z xz

  
  

  
 



 



 

02 6 0 2 6
y z x yi j kx z

yz xz y z xz

    
      

  



 

 

   0 2 6 0z xz i y j
z z

    
         
       

 

 

      2 6z xz y k
x y

        



 

   2 6 6 1x i z k    




 

ดังนั้น      2 6 6 1F x i z k      





 

4. พิจารณา         2 6F yi z xz j   


 

  

                     23 2 2 6F F xz i yzj xzk yi z xz j           


 
   

 

       23 2 6 2 0xz y yz z xz xz       

 

2 2 2

2 2

2

3 2 6
3 2

3 2

xyz yz xyz
xyz yz

yz x

  

 

 

 

              2 23 2F F xyz yz       

 

 

     2 2 2 2 2 23 2 3 2 3 2xyz yz i xyz yz j xyz yz k
x y z
  

     
  



 

   2 2 23 3 2 6 4yz i xz z j xyz yz k    


 

 

ดังนั้น      2 2 23 3 2 6 4F F yz i xz z j xyz yz k          


 

 
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5. จาก 2x yz   

พิจารณา                2x yz       2 2 2x yz i x yz j x yz k
x y z
  

  
  



 

 

2 22xyzi x zj x yk  


 

 

                   
2 22

i j k

x y z
xyz x z x y


  

  
  



 

 

22 2 22 2
y z x yi j kx z

xyz x yx z x y xyz x z

    
      



 

 

       2 2 2 2x y x z i x y xyz j
y z x z

                     

 

 

      2 2x z xyz k
x y

      



 

     2 2 2 2 2 2 0x x i xy xy j xz xz k      
 

 

 

ดังนั้น   0  


 

 
ตัวอยาง 4.5.9 ให       2 4 2 3 4 2F x y z i x y z j x y z k        




 

 เปนสนาม

เวกเตอร โดยท่ี 0u 




 จงหาฟงกชันคาจริง   ซ่ึงทําให u 


 
 

วิธีทํา  ให  , ,x y z  เปนฟงกชันคาจริง 

 พิจารณา i j k
x y z
  


  

   
  



 

 

จาก                                 F 


  

จะได      2 4 2 3 4 2x y z i x y z j x y z k i j k
x y z
    

          
  

 

   

 

 2 4x y z
x

  


     ........... 1  

 2 3x y z
y

  


     ........... 2  

 4 2x y z
z

  


     ........... 3  

จากสมการ 1  ปริพันธเทียบกับ x  

    , , 2 4 ,x y z x y zdx f y z       
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   
2

2 4 ,
2
x xy xz f y z       ........... 4  

จากสมการ 4 ;      
2

, , 2 4 ,
2
xx y z xy xz f y z

y y


            
  

 2 ,x f y z
y


 


 

จากสมการ  2 ;  2 , 2 3x f y z x y z
y


   


 

จงได           , 3f y z y z
y


 


 

                                , 3f y z y zdy f z      

 
2

3
2
y yz f z    แทนในสมการ  4  

                             
2 2

, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz f z      

 
  ........... 5  

พิจารณา               
2 2

, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz f z

z z


             
 

 4x y f z
z


  


 

จากสมการ 3  4 4 2x y f z x y z
z


    


 

            2f z z
z





 

                                     2f z z c   แทนในสมการ 5  

                              
2 2

2, , 2 4 3
2 2
x yx y z xy xz yz z c         

ดังนั้น ฟงกชันคาจริงซ่ึงทําให u 


 คือ 
2 2

22 4 3
2 2
x yxy xz yz z c        

 

 สนามเวกเตอร F


 ซ่ึง 0F 


  เรียกวา โซลีนอยดัล ( solenoidal ) ในกรณีนี้อาจหา

ฟงกชันคาเวกเตอร v  ซ่ึงทําให  F v




 ไดเนื่องจาก   0v  


 และเรียก v  วาศักย

เวกเตอรของ F


 

 ถา 0F 


 แลวจะสามารถหาฟงกชันคาสเกลาร   ท่ีทําให F 


 ได เนื่องจาก 

    สนามเวกเตอร  F


 เนื่องมาจาก F 


 นี้ เรียกวา สนามเวกเตอรอนุรักษ  

(conservative vector field) ซ่ึงเวกเตอร ซ่ึงเวกเตอรจะไมหมุน (irrational vector) และเรียก   
วาฟงกชันศักย (potential function) 
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 จ าก ตั ว อย า ง  4.28 ไ ด ว า  สน าม เ ว ก เตอร อนุ รั กษ  คื อ   2 4F x y z i   




   2 3 4 2x y z j x y z k    




 และฟงกชันศักย คือ 
2 2

2 4 3
2 2
x yxy xz yz     

2z c  
 

4.6 สรุป 
 

บทนี้ไดกลาวถึง อนุพันธระบุทิศทาง เวกเตอรเกรเดียนต สมบัติเวกเตอรเกรเดียนต เวกเตอร
ท่ีตั้งฉากกับระนาบสัมผัสท่ีจุด 0P  สมการระนาบสัมผัสของเสนโคง สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง 

สนามเวกเตอร และเสนกระแส การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร สมบัติของการลูออก ของ
สนามเวกเตอร เคิรล และสมบัติเคิรลของสนามเวกเตอร ดังรายละเอียดพอสรุปดังนี้ 
อนุพันธระบุทิศทาง 

สําหรับ f  เปนฟงกชันสองตัวแปร x  และ y  อนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด  0 0,x y  

เทียบกับเวกเตอร 1 2v v i v j 
 



 นั่นคือ 

     0 1 0 2 0 0
0 0 0

, ,
, ; lim

h

f x hv y hv f x y
f x y v

h

  
 



 เม่ือลิมิตมีคา 

สมบัติของอนุพันธระบุทิศทางสําหรับ f  ท่ีเปนฟงกชัน   1 2, ; f ff x y u u u
x y

   
 



 

เวกเตอรเกรเดียนต  

ให f  เปนฟงกชันของสองตัวแปรซ่ึงมีอนุพันธยอย 
f
x




 และ f
y




ซ่ึงตอเนื่องเวกเตอร      

เกรเดียนตของ f  กําหนดโดย f ff i j
x y

 
  

 

 

 

และสําหรับ f  เปนฟงกชันสามตัวแปร ,x y  และ z  เวกเตอรเกรเดียนตของ f  คือ 
  

              f f ff i j k
x y z

  
   

  



 

 

สมบัติเวกเตอรเกรเดียนต สําหรับ f และ g  ท่ีเปนฟงกชันคาจริงสามตัวแปร สําหรับ c  เปนส
เกลารใด ๆ 

1. 0c 


 
2. cf c f    

3.  f g f g     
4.  fg f g g f      

4. 2

f g f f g
g g

        
 เม่ือ 2 0g   

6.    1nnf nf f    

7. ถา  f f g  และ  , ,g g x y z  เปนฟงกชันคาจริงท่ีหาอนุพันธไดแลว  
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       dff f
dg

    

8. 
T

f f T  



  

สําหรับผิวโคง  , ,f x y z c  จะไดวา f  ณ ท่ีจุด 0P  เปนเวกเตอรท่ีต้ังฉากกับระนาบ

สัมผัสท่ีจุด 0P  

ระนาบสัมผัสของเสนโคง ระนาบสัมผัสของเสนโคง  , ,F x y z c  ซ่ึงหาอนุพันธได ณ จุด 

 , ,P a b c  มีสมการ  

                                , , , , , , 0F F Fx a a b c y b a b c z c a b c
x y z

  
     

  
    

สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง    

เสนตรงท่ีตั้งฉากกับผิวโคง ณ  , ,P a b c  มีสมการเปน  , , ,x a t F a b c
x


 


 

 , ,y b t F a b c
y


 


  , , ,z c t F a b c
z


 


 

สนามเวกเตอร และเสนกระแส  
สนามเวกเตอรในสองมิติ คือ      , , ,F x y f x y i g x y j 


 

 

สนามเวกเตอรในสามมิติ คือ        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 

การลูออกและเคิรลของสนามเวกเตอร F


 

สนามเวกเตอร        , , , , , , , ,F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  



 

 แลวการ ลู

ออกของสนามเวกเตอร F


 กําหนดโดย
 

f g hdiv F F
x y z

  
   

  

 

 

สมบัติของการลูออกของสนามเวกเตอร F


และ G


 สําหรับ   ท่ีเปนฟงชันคาจริง 

1.  F G F G   
  

 

2.  F G F G   
  

 

3.  F F F      
  

 

4. 
2 2 2

2 2 2x y z
  


  

   
  

 

ตัวดําเนินการ 2   
ตัวดําเนินการ 2  ซ่ึงเรียกวาตัวดําเนินการลาปลาซ และ สําหรับฟงกชันคาจริง f  ใด ๆ 

ถา 2 0f   จะกลาววา f  เปนฟงกชันฮาโมนิก และเรียกสมการ 2 0f   สมการลาปลาซ  
เคิรลของสนามเวกเตอร F


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ใหสนามเวกเตอร  , ,F x y z fi gj hk  



 

 แลว เคิรลของสนามเวกเตอร F


 หรือ

การหมุนของ F


 กําหนดโดย

i j k

Curl F F
x y z
f g h

  
 

  



 

 

 

สมบัติของเคิรลของสนามเวกเตอร F


 และ G


 สําหรับ  เปนฟงชันคาจริง 

1.  F G F G   
  

  

2.      F F F       
  

  

3.      F G F G F G       
    

  

4.   0  


  

4.   0F  


  

6.     2F F F    
  

 

7.          F G F G G F F G G F           
        

  

8.          F G G F G F F G F G         
        
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แบบฝกหัด 4 
 

1. จงหาอนุพันธระบุทิศทางของ f  ท่ีจุด P  ในทิศทางของเวกเตอร u  ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

    1.1  , ,f x y z xy yz z    ท่ีจุด  1,1, 2P   ในทิศทาง 2 3 2u i j k  


 



 

 1.2   2 2 2, , 3f x y z x y y z    ท่ีจุด  1, 1,0P  ในทิศทาง 3u i j k  


 



 

 1.3    , , 3 sinf x y z x yz  ท่ีจุด  1,2,1P  ในทิศทาง 3u i j k  


 



 

 1.4   2 2, , 2 zf x y z x y e   ท่ีจุด  0,2, 1P   ในทิศทาง 2 3u i j k  


 



 

 1.5  , ,f x y z x xyz   ท่ีจุด  1, 2,2P   ในทิศทาง 2 2u i j k  


 



 
 

2. กําหนดให  , ,f x y z  จงหา f  ท่ีจุด P  ตอไปนี้ 

 2.1   2 2 2, , 2f x y z x y z    ท่ีจุด  1,1,1P  

 2.2    3 2 2, , 2 3f x y z x y z    ท่ีจุด  1,2, 1P   

 2.3   3 2, , 2 4f x y z x y z    ท่ีจุด  0,0,0P  

 2.4   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  1,1, 1P   

 2.5  , ,f x y z x xyz  ท่ีจุด  1, 2,2P   
 

3. จงหาสมการระนาบท่ีสัมผัสและเสนปกติของสวนโคง  , ,f x y z  ท่ีจุด P  

 3.1   2 2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,4, 1P   

 3.2   2 2, ,f x y z x z   ท่ีจุด  2,0,2P  

 3.3   2 2, ,f x y z x y z    ท่ีจุด  2,3,13P  

 3.4   2 2 2, , 2 3f x y z x y z    ท่ีจุด  2,1, 1P   

 3.5     2, , sinf x y z xy z   ท่ีจุด 1, , 1
2

P 
     

 

 

4. จงหา divF F
 

 ของสนามเวกเตอร F


 ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 4.1   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  




 

 

 4.2   1, , x yF x y z i j k
z z z

  



 

 

 4.3  , , cos sinx xF x y z e yi e yj zk  



 

 

 4.4      , , cos sin 2F x y z x x i y y y j zk    



 

 

 4.5   2, , cos sinxyF x y z e i yj zk  



 
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5. ใหสนามเวกเตอร sin ln , siny yF xe i z yj xy zk G xyzi ze j y zk     
 

   

 และฟงกชัน

คาจริง 3 2x xy z    จงหา  

5.1  F G 


 

5.2  F G 


 

5.3  F


  

5.4  G


 

5.5   
 

6. จงหา CurlF


 ของสนามเวกเตอร F


 ท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 
 6.1   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  




 

 

 6.2   1, , x yF x y z i j k
z z z

  



 

 

 6.3  , , cos sinx xF x y z e yi e yj zk  



 

 

 6.4      , , cos sin 2F x y z x x i y y y j zk    



 

 

 6.5   2, , cos sinxyF x y z e i yj zk  



 

 
 

7. ให สนามเวกเตอร  2 22 1 ,F xyzi x zj x y k G xzi yzj xzk      
 

   

 และฟงกชันคา

จริง 3 2x xy z    จงหา  

7.1  F G 


 

7.2  F


 

7.3  F G 


  

7.4  G 


 

7.5  F G 


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



ตัว
อย
่าง

 249 

เอกสารอางอิง 
 

จินดา อาจริยะกุล, ผูแปล.  (2539).  ทฤษฎีและตัวอยางโจทย การวิเคราะหเวกเตอร.  กรุงเทพฯ: 
แมคกรอ-ฮิล  อินเตอรเนชั่นแนล เอ็นเตอรไพรส. 

ดํารงค ทิพยโยธา.  (2555).  สรุปเนื้อหาและรวมสูตร Calculus Ι Calculus ΙΙ Calculus ΙΙΙ   
Differential Equations.  (พิมพครั้งท่ี 3).  กรุงเทพฯ: โรงพิมพจุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัย. 

ทศพร คลายอุดม.  (2437).  การวิเคราะหเวกเตอร.  กรุงเทพฯ: โรงพิมพมหาวิทยาลัยรามคําแหง. 
นิตย รื่นรมย.  (2541).  การวิเคราะหเวกเตอร.  กรุงเทพฯ: โรงพิมพมหาวิทยาลัยรามคําแหง.     
ราชบัณฑิตยสถาน.  (2553).  พจนานุกรมศัพทคณิตศาสตร ฉบับราชบัณฑิตยสถาน.  กรุงเทพ: 

นามมีบุคสพับลิเคชั่นส.    
วรางคณา รองมะรุด.  (2535).  การวิเคราะหเวกเตอร.  กรุงเทพฯ: โรงพิมพมหาวิทยาลัย

รามคําแหง. 
วิรัตน ชาญศิริรัตนา.  (2547).  แคลคูลัส 3.  กรุงเทพฯ: ศูนยสื่อเสริมกรุงเทพ.  
ศรีบุตร แววเจริญ และชนศักดิ์ บายเท่ียง.  (2542).  การวิเคราะหเวกเตอรและอนุกรมอนันต 

คณิตศาสตรวิศวกรรมและวิทยาศาสตร.  กรุงเทพฯ: วงตะวัน. 
สมใจ จิตพิทักษ.  (2522).  เวกเตอรวิเคราะห.  สงขลา: โครงการบริการวิชาการ มหาวิทยาลัย      

ศรีนครินทรวิโรฒ 
สมพงษ ใจดี.  (2522).  เวกเตอรและโคออรดิเนท.  กรุงเทพฯ: โรงพิมพจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 
อนัญญ อภิชาตบุตร.  (2549).  แคลคูลัส 2.  กรุงเทพฯ: วิทยพัฒน. 
อรุณี เจริญราช.  (2546).  แคลคูลัส 3.  (พิมพครั้งท่ี 3 ).  กรุงเทพฯ: วิทยพัฒน.   
อําพล ธรรมเจริญ.  (2551).  แคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห ตอนท่ี 3.  กรุงเทพฯ: พิทักษการ

พิมพ        
Bahder,T. B.  (1995).  Mathematica for Scientists and Engineers.  U.S.A: Addison 

Wesley. 
Baipai, M. W.  (1990).  Engineering Mathematics.  (2nd ed).  U.S.A: John Wiley. 
Ferdinand, P. B.  (2004).  Vector mechanics for engineers: dynamics.  New York :  

McGraw-Hill. 
Hsu, H. P.  (1969).  Vector Analysis.  New York: Simon and Schuster. 
James, G.  (1996).  Engineering Mathematics.  (2nd ed).  U.S.A: Addison Wesley. 
Leithold, L.  (1976).  The Calculus with Analytic Geometry.  (3nd ed).  New York: 

Harper & Row Publishers. 
Ostebee, A. and Zorn, P.  (1997).  Calculus.  New York: Saunders College Publishing. 
Spiegel, M. R.  (1981).  Vector Analysis.  Singapore: McGraw–Hill International Book 

Company. 

 



ตัว
อย
่าง

 250 

 

 



ตัว
อย
่าง

แผนบริหารการสอนประจําบทท่ี 5 
 
หัวขอเนื้อหาประจําบท 

5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
5.3 งาน 
5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี 
5.5 ทฤษฎีบทของกรีน 
5.6 สมการเวกเตอรของผิว 
5.7 การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง 
5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร 
5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส 
5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส 
5.11 สรุป 
แบบฝกหัด 
เอกสารอางอิง 

วัตถุประสงคเชิงพฤติกรรม 
1. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริงได 
2. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันคา

เวกเตอรได 
3. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคางานได 
4. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถีได 
5. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจทฤษฎีบทของกรีน 
6. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาสมการเวกเตอรของผิวได 
7. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจและหาคาปริพันธตามผิวของฟงกชันคา

เวกเตอรได 
8. เพ่ือใหนักศึกษาเกิดความรูความเขาใจทฤษฎีบทของสโตกสและทฤษฎีบทของไดเวอร

เจนส 

วิธีสอนและกิจกรรมการเรียนการสอนประจําบท 
1. ศึกษาเอกสารคําสอน รายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
2. การบรรยาย อภิปราย และซักถามประกอบการสอนดวย Power point 
3.  ศึกษาจากคอมพิวเตอรประกอบการเรียนการสอนดวยโปรแกรมสําเร็จรูป GSP 
4. แบงกลุมอภิปราย สรุปบทเรียน 
5. ฝกทําแบบฝกหัดทายบทเรียน 
6. มอบหมายแบบฝกหัดเปนการบาน 



ตัว
อย
่าง

 252 

7. ผูสอบสรุปเนื้อหาเพ่ิมเติม 

สื่อการเรียนการสอน 
1. Power point 
2. เอกสารคําสอนรายวิชาการวิเคราะหเชิงเวกเตอร 
3. เครื่องคอมพิวเตอรและ LCD 
4. โปรแกรมสําเร็จรูป GSP 

การวัดผลและการประเมินผล 
1. นักศึกษาสามารถตอบขอซักถามได 
2. นักศึกษาใหความสนใจในการเรียนการสอน 
3. สังเกตการมีสวนรวมในการทํากิจกรรม 
4. นักศึกษาสามารถทําแบบฝกหัดได 
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บทท่ี 5 
ปริพันธเชิงเวกเตอร  

 
ในบทนี้จะกลาวถึงปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง ปริพันธตามเสนของคาฟงกชัน

เวกเตอร งาน ปริพันธตามเสนและวิถีอิสระ ทฤษฎีบทของกรีน สมการเวกเตอรของผิว การหาพ้ืนท่ี
ของผิวโคง ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร ทฤษฎีบทของสโตกส และทฤษฎีบทไดเวอรเจนส 

ซ่ึงการหาคาของปริพันธตามเสนข้ึนอยูกับเสนโคงและทิศทางของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง 
ซ่ึงจะพิจารณาปริพันธตามเสนซ่ึงมีคาคงตัว โดยเริ่มจากการศึกษาลักษณะตาง ๆ ของเสนโคง ดังนี้  

กําหนดความสัมพันธ               , , |C x t y t z t r t x t i y t j z t k   


 



 เรียก 

กราฟของการเคลื่อนท่ี        r t x t i y t j z t k  


 

  เม่ือ a t b    

โดย  r a  เปนจุดเริ่มตน และ  r b  เปนจุดสิ้นสุด 

1.  กราฟของการเคลื่อนท่ี  r t  เรียก เสนโคงวิถี (path) หรือ รอยทางเดินของการเคลื่อนท่ี 

2.  ถา r  ตอเนื่องบน  ,a b  แลว r  เปนวิถีตอเนื่อง (continuous curve) 

   ถา วิถี r  มีสมบัติวา ทุกคา  1 2, ,t t a b  และ 1 2t t  จะได    1 1 2 2r t r t
 

 แลว r  

เปนวิธีเชิงเดียว 
3. ถา r  ตอเนื่องบน  ,a b  และ r   ตอเนื่องบน  ,a b  แลวเรียก r  วาเปนวิถีเรียบ 

(smooth curve) 
4. ถา r  เปนวิถีตอเนื่องและสามารถแบง  ,a b  ออกเปนชวงยอยดวยจุด 0 1, ,..., nt t t โดยท่ี 

0 1 2 ... na t t t t b        และ r  เปนวิถีเรียบบนแตละชวงยอย  1,i it t  เรียก r  วาเปน    

วิถีเรียบเปนชวง ๆ (piecewise smooth curve) 
5. กราฟของวิถีตอเนื่อง เรียก เสนโคงตอเนื่องและ กราฟของวิถีเรียบ เรียก เสนโคงเรียบ         

ดังภาพท่ี 5.1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.1.1 เสนโคงเรียบมีจุดเริ่มตนท่ี  r a  และจุดสิ้นสุดท่ี  r b  
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5. กราฟของวิถีเรียบเปนชวง ๆ เรียกวาเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ดังภาพท่ี 5.1.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.2 เสนโคงเรียบเปนชวง ๆ มีจุดเริ่มตนท่ี  r a  และจุดสิ้นสุดท่ี  r b  
 

7. เสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถีเชิงเดียว r  เรียกวา เสนโคงเชิงเดียว (simple curve) 
8. ถา วิถี  r t  บนชวง  ,a b  มีสมบัติวา    r a r b

 

 แลว r  เปนวิถีปด หรือกลาววา 

วิถีปด คือ วิถีซ่ึงมีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนจุดเดียวกัน 
9. เสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถีปด r  เรียกวา เสนโคงปด ดังภาพท่ี 5.1.3 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 5.1.3 เสนโคงปด 

 

10. ถา วิถี r  เปนวิถีปด และเปนวิถีเชิงเดียว แลว r  เปนวิถีปดเชิงเดียว หรือกลาววา วิถีปด
เชิงเดียว คือ วิถีซ่ึงตัดกันท่ีจุดเดียวเทานั้น คือจุดปลายท้ังสอง   

1 1 .  ถ า   1 1:C r t  บ น ช ว ง     0 1 2 2, , :t t C r t

  บ น ช ว ง     1 2 3 3, , :t t C r t

  บ น ช ว ง 

   2 3, ,..., :i it t C r t  บนช ว ง     1, ,..., :i i n nt t C r t



 บนช ว ง   1,n nt t  โดย ท่ี     1 1 2 1 ,r t r t
 

           2 2 3 2 1 1 1,..., ,...,i i i i n n n nr t r t r t r t r t r t    
     

 จะได 1 2 ... nC C C C      หรือ 

1 2 ... nC C C C     เปนเสนโคงของวิถี  r t  บนชวง  0 , nt t  ท่ีกําหนดโดย    ir t r t
 

 เม่ือ 

 1,i it t t  ดังภาพท่ี 5.1.4 
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ภาพท่ี 5.1.4 เสนโคงของวิถี  r t  บนชวง  0 , nt t  โดย    ir t r t

 

 เม่ือ  1,i it t t  
 

5.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
 

นิยาม 5.1.1 ให C  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  r t  เม่ือ a t b   สําหรับ 

,a b R  ซ่ึง  r t เปนวิถีเรียบหรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ s  เปนฟงกชันความยาวของ

สวนโคง กําหนดโดย    
t

a

s t r u du 


 เม่ือ  ,t a b  ให f  เปนฟงกชันคาจริง 

ซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง C  ให  | 0,1, 2,...,it i n  เปนผลแบงก้ัน

ข อ ง   ,a b   โ ด ย ท่ี  0 1 2 na t t t t b        เ ลื อ ก   1,i i it t t
   ถ า 

       1
1

lim
n

i i in
i

f r t s t s t




   มีคา แลว ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 

f  บน C  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C

f  หรือ 
C

fds  หรือ 
r

f


 หรือ 
r

fds


กําหนดโดย        1
1

lim
n

i i in
iC

fds f r t s t s t




 


 เม่ือลิมิตมีคา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.5 เสนโคง C  ในชวง  ,t a b  
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นิยาม 5.1.2 เสนโคง C  ซ่ึงเชื่อมจุด P  และ Q  ประกอบดวยเสนโคง 1 2, ,..., nC C C  ตอกันโดยท่ี

แตละเสนโคงยอยเปนเสนโคงเรียบ แลวสามารถกําหนดปริพันธตามเสนโคง C  จาก 
P  ถึงจุด Q  โดย 

       
1 2

, , , , , , ... , ,
nC C C C

f x y z ds f x y z ds f x y z ds f x y z ds        

 
ทฤษฎีบท 5.1.1 ใหเสนโคง C มีสมการ      , ,x x t y y t z z t    หรือเขียนในรูป ฟงกชัน 

ค า เ ว ก เ ต อ ร         r t x t i y t j z t k  


 



  เ ม่ื อ  a t b    ถ า 

   ,x t y t   และ  z t  เปนฟงกชันในชวงดังกลาว ปริพันธตามเสนจะหาคาได

โดย            , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


 

 

พิสูจน จากนิยาม 5.1.1              1
1

lim
n

i i in
iC

fds f r t s t s t




 


 

           
 1

1
1 1

lim
n

i i
i i in

i i i

s t s t
f r t t t

t t



 

     
 

 

           1 1
1

lim
n

i i in
i

f r t r t t t 




   

 

                              , ,
b

a

f x t y t z t r t dt 


 

ดังนั้น           , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


 

 
ทฤษฎีบท 5.1.2 ให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง C  กําหนดโดย  r t  บน

ชวง  ,a b  จะไดวา 
C C

fds fds


      

 

พิสูจน ให    r t r b a t   
 

 เม่ือ a t b   

พิจารณา                 
t b

C t a

fds r t dt




 

 
  

t b

t a

r b a t dt




  


 

         
u a

u b

r u d b a u




  


 เม่ือ u b a t    

       
u a

u b

r u du





  

b

a

r u du 


C

fds   

ดังนั้น 
C C

fds fds


   
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ตัวอยาง 5.1.1 กําหนดเสนโคง C  ซ่ึงกําหนดโดย   4cos 4sinr t ti tj 
 



 เม่ือ  0,t   จงหา 
2 2

C

x y ds   

 

วิธีทํา  จาก                             4cos 4sinr t ti tj 
 



 

             4cos 4sindr t ti tj
dt

  
 



 

                                  4sin 4costi tj 
 

  

                         4sin 4cosr t ti tj   
 



  

           2 24sin 4cost t    

         2 216 sin cost t  16 4     

 จาก                         2 2,f x y x y      

 พิจารณา                 2 2, 4cos 4sinf x t y t t t  16 4   

จากสูตร                                 , ,
b

C a

f x y ds f x t y t r t dt 


    

          
0

4 4 dt


 
0

16dt


   

        
0

16 16t     

ดังนั้น 2 2

C

x y ds  คือ 16  

 

ตัวอยาง 5.1.2  กําหนดเสนโคง  C  ซ่ึ ง กําหนดโดย   3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



 เ ม่ือ 

 0,2t   จงหาคาของ 2 2 2

C

x y z ds    

 

วิธีทํา จาก                                 3cos 3sin 4r t ti tj tk  


 



    

                 3cos 3sin 4dr t ti tj tk
dt

   


 



 

        3sin 3cos 4ti tj k  


 

 

                                              3sin 3cos 4r t ti tj k    


 



 

             2 2 23sin 3cos 4t t     

         2 29 sin cos 16t t    

        9 16 5         
จาก                         2 2 2, ,f x y z x y z    



ตัว
อย
่าง

 258 

                                      2 2 2, , 3cos 3sin 4f x t y t z t t t t    

        2 2 29cos 9sin 16t t t    
                               2 2 29 cos sin 16t t t    

        29 16t       
พิจารณา                   2, , 9 16 5f x t y t z t v t t 

 245 80t      

จาก                                     , , , ,
b

C a

f x y z ds f x t y t z t r t dt 


            

         
2

2

0

45 80t dt


                   

        

 
 

23

0
3

8045
3

80 2
45 2

3

tt





 

 

 

        
3270 640

3
 

  

ดังนั้น 
3

2 2 2 64090
3C

x y z ds 
     

 
นิยาม 5.3 ให 1r



 เปนวิถีความโคงบนชวงปด  ,a b  และ    : , ,u c d a b  เปนฟงกชันท่ัวถึงซ่ึงมี

อนุพันธและ 0u   บนชวง  ,c d  แลว 2r


 เปนวิถีท่ีกําหนด โดย  

               2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d  จะได 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 

 ให 1C  เปนเสนโคงกําหนดโดย 1r


 และ 2C  เปนเสนโคงกําหนดโดย 2r


  

 ถา   0u t   บนชวง  ,c d  แลว กราฟของ 1C  และ 2C  มีทิศทางเดียวกัน 

 ถา   0u t   บนชวง  ,c d  แลว กราฟของ 1C  และ 2C  มีทิศทางตรงขามกัน 

 
ตัวอยาง 5.1.3 ให 1C  เปนสวนโคงกําหนดโดย  1r t ti tj tk  



 



 เม่ือ  1,1t    และ 2C  

เปนสวนโคงกําหนดโดย        2 1 1 1r t t i t j t k     


 



 เม่ือ  1,3t   

พิจารณาวา 1C  และ 2C  เปนวิถีท่ีสมมูลกันหรือไม  
 

วิธีทํา เนื่องจากมี   1u t t    

ซ่ึงทําให                                  1 1 1 1r u t t i t j t k     


 



 

         2r t


 

จากนิยาม 5.1.3  1C  และ 2C  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 
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ทฤษฎีบท 5.1.3 ให 1r


 เปนวิถีเชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  ,a b  และ 2r


 เปนวิถี

เชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  ,c d  และ 1 2,r r   เปนวิถีท่ีสมมูลกันแลว  

1 2r r

fds fds 
 

 

 

พิสูจน ให 1r


 และ 2r


 เปนวิถีตอเนื่องบนชวงปด  ,a b  ท่ีสมมูลกัน  

จากนิยาม 5.1.3 จะมี    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   บนชวง  ,c d  

ซ่ึงทําให         2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d  

แบงการพิสูจนเปน 2 กรณีดังนี้ 
กรณีท่ี 1 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกันและมีทิศทางเดียวกัน 

จึงไดวา   0u t   บนชวง  ,c d  และ    ,u c a u d b    

พิจารณา                
2

2

t d

r t c

fds f r t r t dt




 


 

 

              1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

    

              1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 

           1 1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 เพราะวา   0u t   

แทนคา  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t  

จึงได         
 

 

2

1 1

w u d

r w u c

fds f r w r w dw




 


 

 

    1 1

w b

w a

f r w r w dw




 
 

1r

fds 


 

ดังนั้น 
1 2r r

fds fds 
 

 

กรณีท่ี 2 1r


 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกันและมีทิศทางตรงขามกัน 

จึงไดวา   0u t   บนชวง  ,c d  และ    ,u c b u d a    

         
2

2 2

t d

r t c

fds f r t r t dt




 


 

 

               1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 
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               1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

   

                1

t d

t c

f r u t r u t u t dt




  
 

 เพราะวา   0u t   

แทนคา  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t  

จึงได                   
 

 

2

1 1

w u d

r w u c

fds f r w r w dw




 


 

 

    1 1

w a

w b

f r w r w dw





 

 

    
1

1 1

w b

w a r

f r w r w dw fds




  


 

 

ดังนั้น 
1 2r r

fds fds 
 

 

จากกรณีท่ี 1 และ กรณีท่ี 2 จึงไดวา 
1 2r r

fds fds 
 

 

 
ตัวอยาง 5.1.4 จงหาปริพันธตามเสน  , 2f x y x y   เม่ือ C  เปนเสนตรงรอบรูปสามเหลี่ยมท่ี

เกิดจากระนาบ 2 3 6 0x y z     ตัดกับแกนพิกัด โดยเริ่มจากจุดบนแกน X  
ไปตามระนาบ XY   

 

วิธีทํา  หาจุดตัดของระนาบบนแกน X  โดยให 0z   และ 0y   

จากระนาบ      2 3 6 0x y z     

แทนคา 0z   และ 0y   จึงได          2 0 3 0 6 0x     

                6x   
จึงไดวาระนาบตัดแกน X  ท่ีจุด  6,0,0  

หาจุดตัดแกน Y  โดยให 0x   และ 0z   
จากระนาบ      2 3 6 0x y z     
                0 2 3 0 6 0y     

                                         3y      

จึงไดวาระนาบตัดแกน Y  ท่ีจุด  0,3,0  

หาจุดตัดแกน Z  โดยให 0x   และ 0y   

จากระนาบ              2 3 6 0x y z     
                  0 2 0 3 6 0z     

                                            2z   
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จึงไดวาระนาบตัดแกน Z  ท่ีจุด  0,0,2  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.1.6 ระนาบตัดแกน ,X Y  และ Z  

 

เสนตรง 1C  ผานจุด  6,0,0  และ 0,3,0  คือ 6 6 , 3 , 0x t y t z     เม่ือ 0 1t   

เสนตรง 2C  ผานจุด  0,3,0  และ 0,0,2  คือ 0, 3 3 , 2x y t z t     เม่ือ 0 1t   

เสนตรง 3C  ผานจุด  0,0,2  และ 6,0,0  คือ 6 , 0, 2 2x t y z t     เม่ือ 0 1t   

พิจารณา          
1 2 3

2 2 2 2
C C C C

x y ds x y ds x y ds x y ds           

จาก                       
2 2 2dx dy dzds dt

dt dt dt
                        

 

ตามเสน 1C                   2 2 26 3 0ds dt    3 5dt  

ตามเสน 2C                   2 2 20 3 2ds dt    13dt  

ตามเสน 3C                   2 2 26 2 0ds dt    2 10dt  

จึงได                  
1 1

0 0

2 6 6 2 3 3 5 0 2 3 3 13
C

x y ds t t dt t dt                 

                                         
1

0

6 2 0 2 10t dt    

  
 

1 1 1

0 0 0

18 5 6 13 6 13 12 10dt t dt tdt       

   
1 12 21

0
0 0

6 13 12 1018 5 6 13
2 2

t tt t
 
       

 

    
11 12 2

0 00
18 5 6 13 3 13 6 10t t t t     

   18 5 6 13 3 13 6 10     
   18 5 3 13 6 10    
ดังนั้น ปริพันธตามเสน คือ 18 5 3 13 6 10   
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5.2 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
 

ให  r t  เม่ือ a t b   เปนวิถีเรียบ หรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ และ r  เปนวิถีเชิงเดียว 

C  เปนกราฟของ r  ดังภาพท่ี 5.2.1 F


 เปนฟงกชันคาเวกเตอร และเปนฟงกชันตอเนื่องบน C  
และมีพิสัยเปนเซตยอยของ nR   
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.2.1 เสนโคง C  กําหนดโดย  r t  

 ให  0 1 2, , ,..., nP t t t t  เปนผลแบงก้ันของชวง  ,a b  จึงได P  แบงชวง  ,a b  ออกเปน 

n  ชวงยอย ดวยจุด 0 1 2, , ,..., nt t t t  โดยท่ี 0 1 2 na t t t t b       และ 1k k kt t t     

ทุกคา 1,2,3,...,k n  ให kP  มีพิกัดเปน  kr t  เม่ือ 0,1,2,3,...,k n  เปนจุดบนเสนโคง C  

ดังนั้น  k kP r t


 เปนจุดบนเสนโคง C  ทุกคา 0,1,2,3,...,k n  ดังภาพท่ี 5.2.2 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.2.2 จุดบนเสนโคง C  

ถา       1
1

lim
n

k k k kn
k

F r t r t t t 




 


   มีคา จากการแสดงขางตนสามารถสรุปการ

ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร F


 บนเสนโคง C  ดังนิยาม 5.2.1 ตอไปนี้ 
 
นิยาม 5.2.1 ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร F



 บนเสนโคง C  หรือปริพันธตามเสนของ 
F


 บนวิถี        r t x t i y t j z t k  


 



 เ ม่ือ  ,t a b  ใชสัญลักษณแทน

ดวย 
C

F dr




 หรือ 
r

F dr






 หรือ 
B

A

F dr




 เม่ือ  A r a


 และ  B r b


 

โดย         , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 
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ตัวอยาง 5.2.1 ให   2,F x y x i xyj 


 

 และเสนโคง C  กําหนดโดย     21r t t i t j  
 



 

เม่ือ 0 1t   จงหา 
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก             2,F x y x i xyj 


 

 

พิจารณา                     2 2, 1 1F x t y t t i t t j   


 

 

   2 3 22 1t t i t t j    
 

 

จาก            21r t t i t j  
 



 

           21d dr t t i t j
dt dt

   
 

 2i tj 
 

 

       
            2 3 2, , 2 1 2F x t y t z t r t t t i t t j i tj               


   



 
       2 3 22 1 1 2t t t t t        

   2 4 3

4 3 2

2 1 2 2

2 2 2 1

t t t t

t t t t

    

    
 

จาก                                 , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 

 

 
1

4 3 2

0

2 2 2 1t t t t dt      

15 4 3 2

0

2 2 2
5 4 3 2
t t t t t      

     
   

15 4 3
2

0
5 4 3

2

2
5 2 3

2 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0

5 2 3

t t t t t    

  
      

 

2 1 1 1 1
5 2 3

     3.23  

ดังนั้น 3.23
C

F dr 




 

 

5.3 งาน  
 

การหางานท่ีไดจากแรง F


 ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  r a  ไปยังจุด  r b  ตามเสนโคง 

C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ a t b   และ C  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง ๆ และ r  เปน     

วิถีเชิงเดียว ในทํานองเดียวกับการหาคาปริพันธตามเสนของฟงกชันเวกเตอรขางตน 
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ภาพท่ี 5.3.1 ภาพฉายเวกเตอรของ   kF r t




 บน ku  

 
ในชวงเวลา  1,k kt t  ให s  แทนระยะทางการเคลื่อนท่ีจาก 1kP   ไปยัง kP  ตามเสนโคง C  ดังนั้น  

                     1k ks r t r t  
   

   
 1

1
1

k k
k k

k k

r t r t
t t

t t






 



 

 

   1k k kr t t t
 



 เม่ือ  1,k k kt t t
  

 
สําหรับ 

  kr t   เปนจุดบนเสนโคงในชวงเวลา  1,k kt t  

   kF r t




 เปนคาของฟงกชันคาเวกเตอรท่ีจุด  kr t  

 ku   เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยสัมผัสเสนโคง C  ท่ีจุด  kr t  

 k   เปนมุมท่ี   kF r t




 ทํากับเวกเตอร ku  

    k kuproj F r t





 เปนภาพฉายเวกเตอรของ   kF r t




 บน ku  

 

จึงไดวา         k kuproj F r t 





ภายฉายเชิงสเกลารของ   kF r t




 บน ku  

    
  k k

k

F r t u

u

 




 



 

         cosk k kF r t u 


 

 

       1 cosk kF r t 




 

     cosk kF r t 



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จึงไดวา  
งานชวง  1,k kt t  ขนาดของแรงระยะทาง 

   ขนานของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ีระยะทางจาก  1kr t 



ไปยัง  kr t  

  ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี    1k kr t r t  
   

  ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี 
   

 1
1

1

k k
k k

k k

r t r t
t t

t t






 



 

 

   ขนาดของแรงในทิศทางของการเคลื่อนท่ี    1k kr t t t  
   

เม่ือ  1,k k kt t t
  

  ภาพฉายเชิงสเกลารของ   kF r t




 บน    1k k k ku r t t t
 

 

 

       1k k k k kuproj F r t r t t t 
  



 

 

        1cosk k k k kF r t r t t t 
  



 

 

       1k k k kF r t r t t t 


     



 

 

      งานท้ังหมด       1
1

n

k k k k
k

F r t r t t t 




     


 

 

เ ม่ือ  n  มีค า เ พ่ิม ข้ึนอย า ง ไม มี ขี ดจํ า กัด   n   และ kt  มีค า เข า ใกล ศูนย  ทุกค า 

1,2,3,...,k n  จะได 

งานท้ังหมด       1
1

lim
n

k k k kn
k

F r t r t t t 




     


   ในกรณีท่ีลิมิตลูเขา 

จากงานท้ังหมดท่ีไดจึงพอสรุปการหาคางานท่ีไดจากแรง F


ตามเสนโคง C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ 

a t b   ดังนิยาม 5.3.1  
 
นิยาม 5.3.1 งาน (work) ท่ีไดจากแรง F



 ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  r a  ไปยังจุด  r b  ตามเสน

โคง C  กําหนดโดย  r t  เม่ือ a t b   และ C  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง 

ๆ และ r  เปนวิถีเชิงเดียวกําหนดโดย งาน 
C

F dr 




 

จากนิยาม 5.2.1              , ,
b

C a

F dr F x t y t z t r t dt   
 

 

 และนิยาม 5.3.1 จึงไดวา 

                                งาน 
C

F dr 




 

        , ,
b

a

F x t y t z t r t dt 



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ตัวอยาง 5.3.1 จงหางานท่ีเกิดจากการเคลื่อนวัตถุดวยแรง   2 2 2, ,F x y z x i y j z k  



 

 ไป

ตามเสนโคง C  ซ่ึงกําหนดดวยวิถี   cos sin 2r t ti tj tk  


 



 โดยมีชวงการ

เคลื่อนท่ี คือ  0,2t   
 

วิธีทํา จาก                       cos sin 2r t ti tj tk  


 



 

พิจารณา                cos sin 2d d dr t ti tj tk
dt dt dt

   


 



 

sin cos 2ti tj k  


 

 

                              2 2 2, ,F x y z x i y j z k  



 

 

                           2 2 2, , cos sin 2F x t y t z t t i t j t k  



 

 
2 2 2cos sin 4ti tj t k  



 

 

                   2 2 2, , cos sin 4 sin cos 2F x t y t z t r t ti tj t k ti tj k       
 


   



 

        2 2 2cos sin sin cos 4 2t t t t t     
2 2 2cos sin sin cos 8t t t t t    

จาก                  งาน 
C

F dr 




 

        
2

0

, ,F x t y t z t r t dt


 




 

 
2

2 2 2

0

cos sin sin cos 8t t t t t dt


     

2 2 2
2 2 2

0 0 0

cos sin sin cos 8t tdt t tdt t dt
  

       

 
2 2 2

2 2 2

0 0 0

cos cos sin sin 8td t td t t dt
  

      

22 23 3 3

0 0 0

cos sin 8
3 3 3

t t t
          
 

     33 31 1 8cos 2 sin 2 2
3 3 3

  
      

 

    31 1 641 0
3 3 3

    

31 64
3 3

   

ดังนั้น งานท่ีเกิดจากการเคลื่อนวัตถุดวย คือ 31 64
3 3

  
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ทฤษฎีบท 5.3.1 ให 1r


 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ถา 1r


 และ 2r


 มีทิศทางเดียวกันแลว  

1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 

พิสูจน ให 1r


 เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวง  ,a b สําหรับ    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   

บนชวง  ,c d  และ     2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d   

ให 1r


 และ 2r


 มีทิศทางเดียวกัน จึงไดวา 0u   บนชวง  ,c d  และ    ,u c a u d b   

พิจารณา              
2

2 2 2

t d

r t c

F dr F r t r t dt




   


 

  

 

              1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

        1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

ให  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t dt  แทนคา 

จึงได               
 

 

2

2 1 1

w u d

r w u c

F dr F r w r w dw




   


 

  

 

    1 1

w b

w a

F r w r w dw




 


 

1

1
r

F dr 




  

ดังนั้น 
1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 
ทฤษฎีบท 5.3.2 ให 1r



 และ 2r


 เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ถา 1r


 และ 2r


 มีทิศตรงขามกันแลว  

1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 

พิสูจน ให 1r


 เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวง  ,a b สําหรับ    : , ,u c d a b  ซ่ึงมีอนุพันธ และ 0u   

บนชวง  ,c d  และ     2 1r t r u t
   บนชวง  ,c d   

ให 1r


 และ 2r


 มีทิศทางตรงขามกัน  

จึงไดวา 0u   บนชวง  ,c d  และ    ,u c b u d a   

พิจารณา              
2

2 2 2

t d

r t c

F dr F r t r t dt




   


 

  

 

              1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 

 

        1 1

t d

t c

F r u t r u t u t dt




 


 
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ให  w u t  บนชวง  ,c d  จึงได  dw u t dt  แทนคา 

จึงได               
 

 

2

2 1 1

w u d

r w u c

F dr F r w r w dw




   


 

  

 

    1 1

w b

w a

F r w r w dw




 


 

1

1
r

F dr 




  

ดังนั้น 
1 2

1 2
r r

F dr F dr   
 

 

   

 
ทฤษฎีบท 5.3.3 ใหC เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ โดย      r t x t i y t j 

 



 เม่ือ  ,x t   y t  

เปนฟงกชันคาจริงบนชวง  ,a b  และ      , , ,F x y P x y i Q x y i 


 

 เม่ือ 

 ,P x y  และ  ,Q x y  เปนฟงกชันคาจริงแลว 

C C

F dr Pdx Qdy   




 

เม่ือ       
,

b

C a

dx t
Pdx P x t y t dt

dt
   และ       

,
b

C a

dy t
Qdy Q x t y t dt

dt
   

  

พิสูจน จาก          
b

C a

F dr F r t r t dt   
 

             , ,
b

a

F x t y t x t y t dt  


 

                , ,
b

a

P x t y t x t Q x t y t y t dt    

               , ,
b b

a a

P x t y t x t dt Q x t y t y t dt     

             , ,
b b

a a

P x t y t dx t Q x t y t dy t    

             , ,
C C

P x t y t dx t Q x t y t dy t    

      
      

, ,
C C

dx t dy t
P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    

ให       
,

C C

dx t
Pdx P x t y t dt

dt
   และ       

,
C C

dy t
Qdy Q x t y t dt

dt
   

แทนคา               
      

, ,
C C C

dx t dy t
F ds P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    


 

C C

Pdx Qdy  
C

Pdx Qdy 
 

ดังนั้น 
C C

F dr Pdx Qdy   



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ตัวอยาง 5.3.2 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ ท่ีกําหนดโดย   4r t ti tj 
 



 เม่ือ 0 1t 

และ    2 2, 2F x y x y i xyj 


 

 จงหา
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก   2 2,P x y x y  จึงได         2 2 4, 4 16P x t y t t t t   

และ         , 2Q x y xy   จึงได         2, 2 4 8Q x t y t t t t   

จาก   4r t ti tj 
 



 

จึงได    , 4x t t y t t   แลว 1dx
dt

  และ 4dy
dt

  

จาก           
C C

F dr Pdx Qdy   




 

      
      

, ,
C C

dx t dy t
P x t y t dt Q x t y t dt

dt dt
    

     
1 1

4 2

0 0

16 1 8 4t dt t dt    

1 1
4 2

0 0

16 32t dt t dt    

1 15 3

0 0

16 32
5 3
t t

   

16 32 48 160 208
5 3 15 15


     

ดังนั้น 
208
15C

F dr 




 

 
ทฤษฎีบท 5.3.4 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย        r t x t i y t j z t k  



 



 

เ ม่ื อ     ,x t y t   แ ล ะ   z t   เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง บ น ช ว ง   ,a b   แ ล ะ 

       , , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  



 

  เ ม่ื อ   , , ,P x y z  

 , ,Q x y z  และ  , ,R x y z  เปนฟงกชันคาจริงแลว  

C C

F dr Pdx Qdy Rdz    




 

เม่ือ         
        

, , , , ,
b b

C a C a

dx t dy t
Pdx P x t y t z t dt Qdy Q x t y t z t dt

dt dt
       

และ         
, ,

b

C a

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
   
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พิสูจน      
b

C a

F dr F r t r t dt   
 

  

 

              , , , ,
b

a

F x t y t z t x t y t z t dt   


 

                             , , , , , ,
b

a

P x t y t z t x t Q x t y t z t y t R x t y t z t z t dt    

                      , , , ,
b b

a a

P x t y t z t x t dt Q x t y t z t x t y t dt     
 

               , ,
b

a

R x t y t z t x t z t dt   

                          , , , , , ,
b b b

a a a

P x t y t z t dx t Q x t y t z t dy t R x t y t z t dz t    

                          , , , , , ,
C C C

P x t y t z t dx t Q x t y t z t dy t R x t y t z t dz t    

        
        

, , , ,
C C

dx t dy t
P x t y t z t dt Q x t y t z t dt

dt dt
     

           
, ,

C

dz t
R x t y t z t dt

dt  

ให         
        

, , , , ,
C C C C

dx t dy t
Pdx P x t y t z t dt Qdy Q x t y t z t dt

dt dt
      และ  

        
, ,

C C

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
   

แทนคา         
        

, , , ,
C C C

dx t dy t
F dr P x t y t z t dt Q x t y t z t dt

dt dt
     




  

                                 
, ,

C

dz t
R x t y t z t dt

dt  

           
C C C

Pdx Qdy Rdz      

C

Pdx Qdy Rdz    

ดังนั้น 
C C

F dr Pdx Qdy Rdz    



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ตัวอยาง 5.3.3 ให C  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ ท่ีกําหนดโดย   2 4r t ti t j t k  


 



 เม่ือ 

0 1t  และ   2, , 2F x y z x i zj k  



 

 จงหา
C

F dr




 

 

วิธีทํา จาก   2, , 2F x y z x i zj k  



 

 

จึงได       2, , , , , 2P x y z x Q x y z z   และ  , , 1R x y z   

พิจารณา         2 2, ,P x t y t z t t t   

         2 2, , 2 2Q x t y t z t t t   และ        , , 1R x t y t z t   

พิจารณา      2 4
31, 2 , 4

dx t dy t dz tdt dt dtt t
dt dt dt dt dt dt

       

                                        
, ,

C C

dx t
Pdx P x t y t z t dt

dt
   

 
1

2

0

1t dt 
11 3

2

00 3
tt dt 

1
3

  

                            
, ,

C C

dy t
Qdy Q x t y t z t dt

dt
   

      
1

2

0

2 2t t dt 
11 4 13 4

0
00

44
4
tt dt t    

1  

                                        
, ,

C C

dz t
Rdz R x t y t z t dt

dt
   

  
1 1

3 3

0 0

1 4 4t dt t dt  
14 14

0
0

4
4
t t   

1  
จาก                         

C C

F dr Pdx Qdy Rdz    




 

    1 71 1
3 3

     

ดังนั้น  
7
3C

F dr 




 

 
นิยาม 5.3.2 ให   1 2 3, , ,..., nr x x x x



 เ ม่ือ ix  เปนฟงกชันคาจริ ง  บนชวง  ,a b  โดยท่ี 

1,2,3,...,i n


 และ  1 2 3, , ,..., nF f f f f


 เม่ือ if  เปนฟงกชันคาจริงนิยามบน

เสนโคง C  โดยท่ี 1,2,3,...,i n


 จะได  

1 1 2 2 3 3 ... n n
C C C C C

F dr f dx f dx f dx f dx         



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5.4 ปริพันธตามเสนเปนอิสระจากวิถี 
 

นิยาม 5.4.1 ให S  เปนเซตเปดใน nR  เรากลาววา S  เปน เซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ก็ตอเม่ือ สําหรับ
จุดสองจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถีใน S  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  

 

 จากนิยาม 5.4.1 พบวา S  จะเปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ถา S  เปนเซตเปด และทุกคูของจุด 
,A B  ใน S  มีเสนโคงเรียบ C  จากจุด A  ไปยังจุด B  โดยท่ีเสนโคง C  อยูภายใน S  ท้ังสิ้น 

 
ตัวอยาง 5.4.1 พิจารณา   2 2, | 4S x y x y    เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 4S x y x y    ดังภาพท่ี 5.4.1 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.1 เสนโคง C  ใน   2 2, | 4S x y x y    

 จากภาพท่ี 5.4.1 กราฟของเซต S  พบวาทุกจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถี C  ใน S  ท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  
 
ตัวอยาง 5.4.2 พิจารณา   2 2, | 2, 3 3S x y x y x       และ 3 3y    เปนเซต

เปดท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 2, 3 3S x y x y x       และ 3 3y     

ดังภาพท่ี 5.4.2 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.2 เสนโคง C  ใน   2 2, | 2, 3 3S x y x y x      และ 3 3y    
 

จากภาพท่ี 5.4.2 กราฟของเซต S  พบวาทุกจุด ,A B  ใน S  จะมีวิถี C  ใน S  ท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได 
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ตัวอยาง 5.4.3 พิจารณา   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y   เปนเซตเปด    

ท่ีเชื่อมโยงหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟของ   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y  ดังภาพท่ี 5.43 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.3 เสนโคง C  ใน   2 2, | 2, 2 3S x y x y x      และ 2 3y   
 

จากภาพท่ี 5.4.3 กราฟของเซต S  เนื่องจากมีบางจุด ,A B  ใน S  ท่ีไมมีวิถี C  ใน S  ท่ี
มีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และ จุดสิ้นสุดท่ีจุด B  จึงไดวา S  เปนไมเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได 
 

นิยาม 5.4.2 ให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  ซ่ึง : nF S R


 เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบน S
และ A  และ B  เปนจุดอยูใน S  ถา ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีใดก็ตามท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด A  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด B  มีคาคงตัวแลวเรียกวา ปริพันธตามเสนของ 
F


 เปนอิสระจากวิถีจากจุด A  ถึงจุด B  ถาทุกคูของจุด ,A B  ใน S  ปริพันธตาม
เสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีจากจุด A  ถึงจุด B  แลว เรียกวา ปริพันธตามเสนของ 
F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  
 

นิยาม 5.4.3 ให S  เปนเซตเปดใน nR  และ : nF S R


 เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีตอเนื่องบน S  
ฟงกชันศักดิ์ของ F



 คือ ฟงกชันคาจริง : S R   ซ่ึงมีสมบัติวา   เปนฟงกชันซ่ึงมี

อนุพันธบน S  และ F 


 เรียกฟงกชัน F


 ท่ีมีฟงกชันศักดิ์วา ฟงกชันเกรเดียนต  
 
หมายเหตุ ถา 1  และ 2  เปนฟงกชันศักดิ์ของ F



 แลวจะไดวา 1 2F   


 จึงไดวา 1  

และ 2 จะตางกันดวยคาคงตัว กลาวคือ 1 2 c    เม่ือ c  เปนคาคงตัว ดังนั้น ถา   เปน

ฟงกชันศักดิ์ของ F


 แลว c  เปนฟงกชันศักดิ์ของ F


 ดวย 
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ตัวอยาง 5.4.4 กําหนดให   2 2 2 2, , 2 2F x y z xyz i x z j x yzk  



 

 บนโดเมนใน 3R  มีฟงกชัน 

  2 2, ,x y z x yz   ท่ีเปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน 3R  จงพิจารณาวา   เปนฟงกชัน

ศักดิ์ของ F


 หรือไม 
 

วิธีทํา  พิจารณา      2 2 2 2 2 2, ,x y z x yz i x yz j x yz k
x y z


  

   
  



 

 

 

2 2 2 22 2

, ,

xyz i x z j x yzk

F x y z

  





 



 

จึงไดวา    , , , ,x y z F x y z 


 

ดังนั้น   2 2, ,x y z x yz   เปนศักดิ์ของ  , ,F x y z


 

 
ทฤษฎีบท 5.4.1 ทฤษฎีบทหลกัมูลบทท่ีหนึ่งสําหรับการปริพันธตามเสน 

กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  และ : nF S R


 เปนฟงกชัน
ตอเนื่องแลว ถาปริพันธตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  โดยท่ี A  เปนจุด

ใด ๆ ใน S  และ  เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย  
X

A

X F dr  




 จะได   เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  และ    X F X 


 ทุก X S  

ดังนั้น          
X

A

F dr F X  
 



        ทุก X S  

 

พิสูจน ในปริภูมิสองมิติ กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได และ F Pi Qj 


 

 เม่ือ ,P Q  
เปนฟงกชันคาจริงสองตัวแปร และปริพันธตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  และจุด 
 0 0,A x y  เปนจุดใน S  ให  ,X x y  เปนจุดใน S   

จาก S  เปนเซตเปดจึงมี 0  ท่ีทําให         2 2; , |B X u v u x v y S        

จะแสดงวา  ,
C

F dr P x y
x

        





 เลือก    , ;x y B X    โดยท่ี x x   

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.4 เสนโคง 1C และ 2C  
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จากภาพท่ี 5.4.4 เสนโคง 1C  กําหนดโดย  r t  เปนเสนโคงจากจุด A  ไปยังจุด  ,x y  และเสน

โคง 2C  กําหนดโดย  2 ,r t y


 เม่ือ x t x    เปนสวนของเสนตรงจาก  ,x y  ไปยังจุด 

 ,X x y  ให 1 2C C C    

           
1 2

1 2
C C C

F dr Fdr Fdr    
  

    

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





    
 

 

 

เพราะวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  จึงไดวา 
C

F dr




 มีคาเพียงคาเดียว 

เพราะวา คา 
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





   
 

 

 ข้ึนอยูกับคาของ ,x y   

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

ซ่ึงทําให   ,
C

F dr x y 




 และ 

                   
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr
x x






 
  
    
  
  
 

 

 

 

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr
x x





 
   

  
 

 

 

    
 

 ,

2

,

0
x y

x y

F dr
x 


  

 




 

 ,

2

,

x y

x y

F dr
x 


 

 




 

เพราะวา           
 

 

    
 

 , ,

2 2 2

, ,

x y x y

x y x y

F dr F r r t dt
 

   
 

  

 

            
 

 ,

2 2 2

,

x y

x y

P r t i Q r t j r t dt


  
 

  

 

      
 

 ,

,

, ,
x y

x y

P t y i Q t y j t i y j dt


    
   

  

เพราะ    2 2: ,C r t t y


เม่ือ x t x    

          
 

 ,

,

, , 1 0
x y

x y

P t y i Q t y j i j dt


   
   
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       , 1 , 0
t x

t x

P t y Q t y dt






   

 ,
t x

t x

P t y dt






   

ให    , ;g t P t y    
t x

t x

g t dt






   

จึงไดวา           
 

 

 
,

2

,

x y t x

t xx y

F dr g t dt
x x 





                  
 





 

 
t x

t x

d g t dt
dx 





      
  เพราะวา  

t x

t x

g t dt






  เปนฟงกชันของ x  

 g x   โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 

 ,P x y  

ดังนั้น    ,F dr P x y
x


 
 





 

จะแสดงวา 
C

F dr Q
y

        





 

เลือก    , ;x y B X    โดยท่ี y y   

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.5 เสนโคง 1C  และ 2C  

 

จากภาพท่ี 5.4.5 เสนโคง 1C  กําหนดโดย  r t  เปนเสนโคงจากจุด A  ไปยังจุด  ,x y  และ เสน

โคง 2C  กําหนดโดย  2 ,r x t


 เม่ือ y t y    เปนสวนของเสนตรงจาก  ,x y  ไปยังจุด 

 ,X x y  ให 1 2C C C    

   
1 2

1 2
C C C

F dr Fdr Fdr    
  

    

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





    
 

 

 



ตัว
อย
่าง

 277 

เพราะวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  จึงไดวา 
C

F dr




 มีคาเพียงคาเดียว 

เพราะวา คา 
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr





   
 

 

 ข้ึนอยูกับคาของ ,x y   

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

จึงสามารถนิยามฟงกชัน  
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr





    
 

 

 

ซ่ึงทําให   ,
C

F dr x y 




 และ  

             
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

,
x y x y

x y x y

x y F dr F dr
y y






 
  
    
  
  
 

 

   

    
 

 

 

 

0 0

, ,

1 2
, ,

x y x y

x y x y

F dr F dr
y y





 
   

  
 

 

 

    
 

 ,

2

,

0
x y

x y

F dr
y 


  

 




 

 ,

2

,

x y

x y

F dr
y 


 

 




 

เพราะวา            
 

 

    
 

 , ,

2 2 2

, ,

x y x y

x y x y

F dr F r r t dt
 

   
 

  

 

            
 

 ,

2 2 2

,

x y

x y

P r t i Q r t j r t dt


  
 

  

 

      
 

 ,

,

, ,
x y

x y

P x t i Q x t j x i t j dt


    
   

  

เพราะ    2 2: ,C r t x t


เม่ือ y t y    

          
 

 ,

,

, , 0 1
x y

x y

P x t i Q x t j i j dt


   
   

 

       
 

 ,

,

, 0 , 1
x y

x y

P x t Q x t dt


   

 ,
t y

t y

Q x t dt






   
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ให    , ;h t Q x t    
t y

t y

h t dt






   

จึงไดวา

           

 

 
,

2

,

x y t y

t yx y

F dr h t dt
y y 





                  
 





 

 
t y

t y

d h t dt
dy 





      
  เพราะวา  

t y

t y

h t dt






  เปนฟงกชันของ y  

 h y  โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 

 ,Q x y  

ดังนั้น    ,F dr Q x y
y


 
 



  

จึงไดวา                ,
C

x y F dr
       





 

    
C C

F dr i F dr j
x y

                     
 
 

 

 

 

       , ,P x y i Q x y j 
 

 

     ,F x y


 

จากบทพิสูจนขางตนสรุปไดวาในปริภูมิสองมิติ เม่ือกําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได และ 2:F S R


 เปนฟงกชันตอเนื่องโดยท่ี      , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

 เม่ือ ,P Q  

เปนฟงกชันคาจริงของสองตัวแปร และ ปริพันธตามเสนของ F


เปนอิสระจากวิถีใน S  เม่ือ A  เปน

จุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย  
 ,

,
x y

A

x y F dr  




 จะได   เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ      
 ,

,
x y

A

F dr F x y  
 



 ทุกคา  ,X x y S  

และ       , ,x y F x y 


  ทุกคา  ,X x y S  

 
ในทํานองเดียวกัน สําหรับปริภูมิสามมิติ 

ให S  เปนเซตเปดเชื่อมโยงได และ 3:F S R


 เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยท่ี  

       , , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  



 

 

เม่ือ ,P Q  และ R  เปนฟงกชันคาจริงของสามตัวแปร และปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถี

ใน S  เม่ือ A  เปนจุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคาจริง นิยามโดย 
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 
 , ,

, ,
x y z

A

x y z F dr  




  

จะได   เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ            
 , ,

, ,
x y z

A

F dr F x y z  
 



 ทุกคา  , ,X x y z S  

และ               , , , ,x y z F x y z 


 ทุกคา  , ,X x y z S  

 
ในทํานองเดียวกัน สําหรับปริภูมิ nR  

ให S  เปนเซตเปดเชื่อมโยงได และ : nF S R


 เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยท่ี และปริพันธ
ตามเสนของ F



 เปนอิสระจากวิถีใน S  เม่ือ A  เปนจุดใน S  ฟงกชัน : S R   เปนฟงกชันคา

จริงนิยามโดย        
X

A

X F dr  




  

จะได   เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน S  

และ            
X

A

F dr F X  
 



 ทุกคา X S  

และ                 X F X 


 ทุกคา X S  

 
ทฤษฎีบท 5.4.2 ทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองสําหรับการปริพันธตามเสน 

กําหนดให S  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน nR  ถา : nF S R


 เปนฟงกชัน
ตอเนื่องโดยมีฟงกชันศักดิ์ : S R  มีสมบัติวา   เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน S  

และ F 


 แลว ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S และ 

   
B

A

F dr B A   




 ทุกคา A และ B  เปนจุดใน S  

 

พิสูจน แสดงการพิสูจนในปริภูมิสองมิติ 
ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงไดใน 2R   
จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย      r t x t i y t j 

 



 เปนวิถีเรียบเชิงเดียว a t b   โดยท่ี 

 r a A


 และ  r b B


 

                    
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
 
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         , ,
b

a

x t y t r x t y t dt   


             , , ,
b

a

d dx t y t i x t y t j x t y t dt
x y dt dt
 

                


 

  

             , ,
b

a

d dx t y t x t x t y t y t dt
x dt y dt
 

                            
  

    ,
b

a

d x t y t dt
dt
   

ให       , ;g t x t y t  
b

a

d g t dt
dt

      

    
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัสบทท่ีสอง 

            , ,x b y b x a y a    

        r b r a  
   

      B A    

แสดงการพิสูจนในปริภูมิสามมิติ ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงได
ใน 3R  จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย        r t x t i y t j z t k  



 



 เปนวิถีเรียบเชิงเดียว 

a t b   โดยท่ี  r a A


 และ  r b B


 

           
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
 

 

             , , , ,
b

a

x t y t z t r x t y t z t dt   


 
             , , , ,

b

a

x t y t z t i x t y t z t j
x y
 

     


 

         

             , , dx dy dzx t y t z t k i j k dt
z dt dt dt


  
    
     

 

 

 

      , ,
b

a

dxx t y t z t
x dt


            
        

               
  

      , , dyx t y t z t
y dt


           
     

                                                   , , dzx t y t z t dt
z dt


              
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      , ,
b

a

d x t y t z t dt
dt


 
 
  

  

ให         , , ;g t x t y t z t  
b

a

d g t dt
dt
 
 
  

  

     
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองของแคลคูลัส 

                 , , , ,x b y b z b x a y a z a    

         r b r a  
   

       B A    

แสดงการพิสูจน ในปริภูมิ nR  
ให A และ B  เปนจุดใน S  เนื่องจาก S  เปนเซตเปดท่ีเยื่อโยงไดใน nR   
จึงไดวามีสวนโคง C  ท่ีกําหนดโดย  r t  เปนวิถีเรียบเชิงเดียว a t b   โดยท่ี  r a A



 และ 

 r b B


 

                               
b

C a

dr r t dr t      
  

 

    
b

a

r t r t dt   
 

 

  
b

a

d r t dt
dt
 


 

ให     ;g t r t
    

b

a

d g t dt
dt

      

 
t b

t a
g t




     โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองของแคลคูลัส 

  
t b

t a
r t




    


 เพราะวา     g t r t
  

         r b r a  
   

       B A    

จากทฤษฎีบทหลักมูลของการปริพันธตามเสนบทท่ีหนึ่งและบทท่ีสองสรุป การหาคา
ปริพันธตามเสน 

C

F dr




 เม่ือ เสนโคงC  กําหนดโดย  r t  ในชวง  ,a b  อาจเลือกทําได 3 วิธี 

วิธีท่ี 1 ใชการปริพันธในพจนของตัวแปร t  ตามวิถี คือ ใชสูตร  

    
C

F r t r t dt


 

 

วิธีท่ี 2 หาฟงกชันศักดิ์   ของ F


 (ในกรณีท่ี F


 เปนฟงกชันเกรเดียนต) ใชทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ี
สองของปริพันธตามเสน  

     
C

F dr r b r a   


  
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วิธีท่ี 3 ในกรณีท่ีปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถี และ หาฟงกชันศักดิ์  ไมได ใหเลือกเสน

โคง  ท่ีมีสูตรงายกวา และหาคา 
1C

F dr




 แทนดวย 
C

F dr




แลวจึงสรุปวา 
C

F dr




 มีคา

เทากับ 
1C

F dr




 

 
ตัวอยาง 5.4.5 จงหาคาของ 

C

F dr




 เม่ือกําหนดให      , 2 3F x y y i x j   


 

 และ   

เสนโคง C  กําหนดโดย   4cos 3sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0
2

t 
    

 

วิธีทํา  
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.6 เสนโคง  กําหนดโดย   4cos 3sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0
2

t 
   

วิธีท่ี 1 ใชการปริพันธในพจนของตัวแปร  t                         
จาก                               , 2 3F x y y i x j   


 

            

                        

 

                      

                  

พิจารณา     

 

 
 

 

                              

 

1C

C

          , 3sin 2 4cos 3F x t y t t i t j   


 

   3sin 2 4cos 3t i t j   
 

  4cos 3sinr t ti tj 
 



  4sin 3cosr t ti tj  
 



             , 3sin 2 4cos 3 4sin 3cosF x t y t r t t i t j ti tj       


   



     3sin 2 4sin 4cos 3 3cost t t t    
2 212sin 8sin 12cos 9cost t t t   

 2 212 cos sin 8sin 9cost t t t   

12cos 2 8sin 9cost t t  

    
2

0C

F dr F r t r t dt



   
 

  

 
2

0

12cos 2 8sin 9cost t t dt



  



ตัว
อย
่าง

 283 

 

 
 

          

 

ดังนั้น  

วิธีท่ี 2 เพราะวามีฟงกชัน  ท่ีทําให  

       
          

 

 

 

จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

ทําให                         

 

จาก                               

                                  

 

                                   

 

                                

                               

                              

 

 

                   
          

 

 

2 2 2

0 0 0

12cos 2 8sin 9costdt tdt tdt

  

    

2 2 2
0 0 0

12 sin 2 8cos 9sin
2

t t t
  

  

6sin 2 8cos 9sin
2 2 2
                               

     6sin 2 0 8cos 0 9sin 0   
   0 0 9 0 8 0 1      

1
C

F dr 




 , 2 3x y xy x y   

     , 2 3 2 3x y xy x y i xy x y j
x y


 

      
 

 

   2 3y i x j   
 

 ,F x y


 ,F x y


     
C

F dr r b r a   


  

  0
2

r r
 
         
 

  4cos 3sinr t ti tj 
 



4cos 3sin
2 2 2

r i j                         

 



   4 0 3 1 3i j j  
  

     0 4cos 0 3sin 0r i j 
 



   4 1 3 0 4i j i  
  

 , 2 3x y xy x y   

       ,r t x t y t 


,
2 2 2

r x y  
 
                                    


 0,3

      0 3 2 0 3 3 9   

       0 0 , 0r x y 


 4,0
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จาก                          

     

ดังนั้น  

วิธีท่ี 3 สมมติวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีและหาฟงกชันศักดิ์  ไมได  

เลือก  กําหนดโดย  เปนเสนตรง ท่ีมีผานจุด  และ  ดังภาพ 5.4.7 

 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.7 เสนโคง 1C กําหนดโดย  1r t  เปนเสนตรง ท่ีมีผานจุด  4,0  และ 0,3  

  

 เพราะวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถี จากจุด ไปยังจุด   

สวนโคง  กําหนดโดย    

จาก                       

                               

 

จาก        

                                   

พิจารณา        

 

 
                                 

 

 

      4 0 2 4 3 0 8   

  0
2C

F dr r r
 
          



  

   9 8 1    

1
C

F dr 




F




1C  1r t  4,0  0,3

F


 4,0A  0,3B

1C    1 4 4 3r t t i tj  
 



     , 2 3F x y y i x j   


 

     1 4 4 ,3F r t F t t 
 



     3 2 4 4 3t i t j    
 

   3 2 1 4t i t j   
 

   1 4 4 3r t t i tj  
 



   1 4 4 3d dr t t i tj
dt dt

   
 



 4 3i j  
 

          1 1 3 2 1 4 4 3F r t r t dt t i t j i j                


   

 

     3 2 4 1 4 3t t    

12 8 3 12 11 24t t t     

1

1
C C

F dr F dr   
 

 

    
1

1 1
0

F r t r t dt 


 

11 2

0 0

2411 24 11
2
ttdt t

        
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ดังนั้น  

สัญลักษณท่ีใชแทนปริพันธตามเสนของ  บนวถีิปด  คือ  หรอื  

โดยท่ีทิศทางการเคลื่อนท่ีทวนเข็มนาฬิกา  
 
ทฤษฎีบท 5.4.3 กําหนดให F



 เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีมีความตอเนื่องบน S  ซ่ึงเปนเซตเปดท่ี
เชื่อมโยงไดและเปนเซตยอยของ nR  จะไดขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

  1. ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน S  
  2. F



 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน S  
  3.ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีปดใน S  มีคาเปนศูนย 
 

พิสูจน  จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 1 แลวเกิดขอความ 2 
จาก ทฤษฎีบท 5.4.1  
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 1 แลวเกิดขอความ 2   

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความ 1  
จาก ทฤษฎีบท 5.4.2  
ดังนี้ ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความ 1     

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความท่ี 3 
สมมติ F



 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน S   
ให เสนโคง C  กําหนดโดย  r t  บนชวง  ,a b  เปนเสนโคงปด  

ซ่ึงมีจุดเริ่มตนท่ีจุด A  และสิ้นสุดท่ีจุด B  
จึงไดวา    A r a r b B  

 

  

เนื่องจาก F


 เปนฟงกชันเกรเดียนต 
ดังนั้น มีฟงกชันศักดิ์    ท่ีทําให F



 

และ                        
B

C A

F dr F dr   
 

 



  

       B A    

       B B   เพราะวา    A r a r b B  
 

 

    0  
จึงได ปริพันธตามเสนของ F



 บนวิถีปด C  ใน S  มีคาเปนศูนย 
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 2 แลวเกิดขอความท่ี 3    
 

จะแสดงวา ถาเกิดขอความ 3 แลว เกิดขอความ 1 

 
 224 1

11 1 1
2

       

1
C

F dr 




F


r

r

F dr








C

F dr






 ............ 1

 ............ 2

 ............ 3
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ให เสนโคง  กําหนดโดย  และเสนโคง  กําหนดโดย  

เปนวิถีใด ๆ ใน  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  ดังภาพท่ี 5.4.8 
จึงได  และ  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.8 สวนโคง  มีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  

 

ใ ห   เ ป น เ ส น โ ค ง ท่ี กํ า หนด โ ดย วิ ถี   1 2C C   จึ ง ไ ด ว า   เ ป น วิ ถี ท่ี เ ริ่ ม ต น ท่ี จุ ด 

 ตามวิถี  จนถึงจุด  ตอจากนั้นจึงเคลื่อนท่ียอนกลับใน

ทิศทาง  จนมาสิ้นสุดท่ีจุด  ดังภาพท่ี 5.4.9  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.4.9 สวนโคง  1 2C C C     

  
จึงไดวา C  เปนเสนโคงปด โดยมีวิถี  r t  ท่ีกําหนดโดย 

         

ดังนั้น  

จึงไดวา            

 

1C  1 : ,r a b S


2C  2 : ,r c d S


S A B
   1 2r a r c A 
     1 2r b r d B 

 

1 2,C C A B

C C

   1 2A r a r c 
 

1C    1 2B r b r d 
 

2C A

 
 
 

1

2

;

;

r t a t b
r t

r b d t b t b d c

        







 1 2C C C  

 1 2C C C

F dr F dr
 

   
 

 



1 2

1 2
C C

F dr F dr


    
 

 
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เพราะวา  เปนเสนโคงปด 

จึงได           

              

                             

จึงไดวา ปริพันธตามเสนของ F


 เปนอิสระจากวิถีใน  
ดังนั้น ถาเกิดขอความ 3 แลว เกิดขอความ 1    

จาก และ  จึงไดวา ขอความ 1, 2 และ 3 สมมูลกัน 

 
ทฤษฎีบท 5.4.4 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได  ใน  โดยท่ี  ถา F


 เปนฟงกชัน   

เกรเดียนตบน  แลว  

 

พิสูจน ให F


 เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   
โดยท่ี  

จึงไดวา จะมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

พิจารณา  
     

 

 

 

จึงได             

และ             

จาก                    

จาก                    

เพราะวา  และ  ตอเนื่องบน  

จึงได                       

1 2

1 2
C C

F dr F dr    
 

 

C

0
C

F dr 






1 2

1 2 0
C C

F dr F dr    
 

 

 

1 2

1 2
C C

F dr F dr   
 

 

 

S
 ............ 4

     1 , 2 , 3  4

2:F S R


S 2R      , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

S    , ,P x y Q x y
y x
 


 

S
     , , ,F x y P x y i Q x y j 


 

: S R  F 


S

   , ,x y i x y j
x y

  
 

  
 

 

 ,F x y


   , ,P x y i Q x y j 
 

   , ,x y P x y
x






 ............ 1

   , ,x y Q x y
y






 ............ 2

 1 ;    , ,x y P x y
y x y


   
  
    

 ............ 3

 2 ;    , ,x y Q x y
x y x


         

 ............ 4

 ,x y
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ดังนั้น                           

 จากทฤษฎีบท 5.4.4 สามารถใชแนวคิดเก่ียวกับการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธแบบ
แมนตรงในการหาฟงกชันศักดิ์  ของ F



 ในกรณีท่ี F


เปนฟงกชันเกรเดียนต ดังนี้ 

วิธีท่ี 1 จากสมการ ของทฤษฎีบท 5.4.4 

                                       

        

เพราะวา             

                            

 
     

  

จัดรูปสมการหาเทอม   

 โดยท่ี   เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคา  ในสมการ  

จะไดคา  

วิธีท่ี 2 จากสมการ ของทฤษฎีบท 5.3.4 

            

จึงได                    

เพราะวา                                             

        

 

จัดรูปสมการหาเทอม   

 โดยท่ี   เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคา  ในสมการ  

จะไดคา  
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วิธีท่ี 3   

3.1 จาก  

จึงได               

3.2 จาก  

จึงได               

3.3 เลือก  จากสมการ และ  โดยพิจารณา ดังนี้ 

 ถามีพจนซํ้าหันใหเลือกมาเพียงพจนเดียว 
 ถาไมมีพจนซํ้าใหนํามาท้ังหมด 
3.4 ตรวจสอบความถูกตองโดยพิจารณา  

         

 
ตัวอยาง 5.4.6 ให  และเสนโคง  ท่ีกําหนด

โดย  เม่ือ  จงหา   

 

วิธีทํา จากสวนโคง  ท่ีกําหนดโดย  เม่ือ   

พิจารณา       

    

จึงไดมีจุดเริ่มตนท่ี  

และ            

จึงไดวามีจุดสิ้นสุดท่ี  

จาก  

จึงได  

และ  

                   

และ                       

ดังนั้น                     
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หา  

จาก                       

จึงได                          

 

    

จาก        

    

จากสมการ        

    

ให                          สมการ สมการ  

                

                

                                   

 

แทนคา  แทนคา ในสมการ  

                                

เลือก                          

พิจารณา                   

 

 

จึงไดวา  เปนอิสระจากวิถี  
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594  
ดังนั้น  

หาคา  แบบท่ี 3 

                      

    

                      

     

เพราะฉะนั้น เลือก  

จะได            

    

 
ทฤษฎีบท 5.4.5 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยง

ได  ใน  โดยท่ี  

ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว  

     

                                      
 

 

 

พิสูจน ให  เปนฟงกชันเกรเดียนต บน  
โดยท่ี  

จะมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

                          

     

     

จึงไดวา                         
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จากสมการ         

และ                      

จากสมการ        

และ                     

จากสมการ        

และ                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                     

จากสมการ  และสมการ  จะไดวา  

                       

จึงได                    

จึงสรุปไดวา ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว 

                        
 

                        
 

และ       

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 5.4.5 จะพบวา สําหรับ  ถา  

สําหรับบางคา  และ  แลว  ไมเปนฟงกชันเกรเดียนตบน   
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ตัวอยาง 5.4.7 ให  

เปนฟงกชันนิยามบน  จงพิจารณาวา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบนเซตยอย
ของ  หรือไม 

 

วิธีทํา ให  เปนเซตเปดใด ๆ ใน  และให  

 

จึงไดวา  และ  

พิจารณา       

พิจารณา               

จากสมการ  และ สมการ  2 ;  

จึงไดวา   ไมเปนฟงกชันเกรเดียนต 
การหาฟงกชันศักดิ์ของฟงกชัน  ใน  

จากเง่ือนไข                  

 

และ               

การหา  ในกรณีท่ี  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   

ให  และ  เปนฟงกชันศักด์ิ

ของ  
จึงไดวา          

จึงไดวา                  

                          

                          

วิธีท่ี 1 มีข้ันตอนการหา  ดังนี้ 

1. หา  จากสมการ  หรือ สมการ หรือ สมการ โดยการปริพันธ 

สมมติหา  จากสมการ  

เนื่องจากการหา  จะคิดวา และ เปนคาคงตัว 
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จึงได            

เม่ือ  เปนคาคงตัว ในพจนของตัวแปร  และ  

2. เพราะว า   ได มาจากการปริ พันธ เ ที ยบ กับ  จึ งสามารถหาอนุ พันธ ของ 

 เทียบกับ  หรือ  สมมติเลือกหาอนุพันธเทียบกับ  

จึงได        

จากสมการ                    

 

 

จัดรูปสมการเพ่ือหา  

3. เนื่องจาก  ถือวา  เปนคาคงตัว 

จึงไดวา การปริพันธ  เทียบกับ  คาคงตัวท่ีไดจะเปนฟงกชันของ   

นั่นคือ                แทนคาในสมการ  

          

4. หา  

    

 

จาก  

จึงไดวา  

จัดรูปเพ่ือหา   

เนื่องจาก  เม่ือ  เปนคาคงตัวแทนคาในสมการ  

จึงได  
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วิธีที 2 มีข้ันตอนการหา  ดังนี้ 

 1. จาก  

         

 2. จาก  

         

3. จาก            

        

4. เลือก  จากสมการ  สมการ  และสมการ  โดยพิจารณา  

ถามีพจนท่ีซํ้านํามาเพียงพจนเดียว  
ถาไมมีพจนซํ้าใหนํามาท้ังหมด 

5. ตรวจสอบความถูกตองโดยพิจารณา  

      

 
ตัวอยาง 5.4.8 ให 

และเสนโคง  ท่ีกําหนดโดย  เม่ือ 

 จงหา  

 

วิธีทํา จาก         

จึงไดวา    

                      

และ        

พิจารณา         
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จากสมการ  และสมการ   

จากสมการ  และสมการ   

จากสมการ  และสมการ   

จากทฤษฎีบท จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียนต  

หาฟงกชันศักดิ์   

จาก  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

จึงไดวา                 

                                        

 

  

จากสมการ               

 

เนื่องจาก                        

                       

                                

                                          

แทนคา  ในสมการ  

จากสมการ                      

 

จากสมการ                 

 

เนื่องจาก                        
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             เม่ือ  เปนคาคงตัว แทนคาในสมการ  

จากสมการ                    

จึงไดฟงกชันศักดิ์                  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 

                    

                  

จึงไดวา  เปนฟงกชันเกรเดียตและปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถี 

พิจารณาเสนโคง  กําหนดโดย  เม่ือ  

เม่ือ  

จึงไดจุดเริ่มตนคือ  

เม่ือ  

จึงไดจุดสิ้นสุดคือ  

พิจารณา         

 

         

 

ดังนั้น  

 จากทฤษฎีบท 5.4.5 สําหรับ  ท่ีเปนอนุพันธท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซต
เปดท่ีเชื่อมโยงได  ใน  โดยท่ี  

 

ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว  
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จึงไดวา   ทุกคา  และทุกคา  

 
ทฤษฎีบท 5.4.6 กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยาง

ตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  ใน  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
แลว  ทุกคา , 1, 2,...,i j n  และ  

 

พิสูจน ให เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  

จึงมีฟงกชันคาจริง  ซ่ึง  บน  

จึงไดวา                           เม่ือ  

โดยการหาอนุพันธยอยเทียบกับ  ท้ังสองขาง 

จะได                      

นั่นคือ         

ในทํานองเดียวกันจะไดวา   

เพราะวา  และ  ตอเนื่องบน  

จึงไดวา                 บน  

นั่นคือ                                   ทุกคา และ  

การหาฟงกชันศักยของฟงกชัน  ใน  
ในกรณีท่ี  เปนฟงกชันเกรเดียนต 

พิจารณา            เม่ือ  

สมมติ  เปนฟงกชันศักดิ์ของ  

จึงไดวา    ซ่ึงจะไดวา  ทุก  

   

     

นั่นคือ  

คาเชิงอนุพันธรวมของฟงกชัน  คือ  

และ  
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หมายเหตุ  
1.สํ า ห รั บ ฟ ง ก ชั น    โ ด ย ท่ี    ก ล า ว ว า 

  เ ป น ค า เ ชิ ง อ นุ พั น ธ แ ม น ต ร ง  ถ า มี ฟ ง ก ชั น    ซ่ึ ง 

 แลว  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  และฟงกชันศักดิ์ของ 

 คือ  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

2. จากทฤษฎีบท 5.4.6 จะไดวา สําหรับฟงกชัน  ถา  

สําหรับบางคา  และ  แลว  จะไมเปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
3. บทกลับของทฤษฎีบท 5.4.4 ทฤษฎีบท 5.4.5 และทฤษฎีบท 5.4.6 ไมเปนจริง 

 
ทฤษฎีบท 5.4.7 ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  เม่ือ  

และ   ถ า   

แลว  จะมีฟงกชันศักดิ์บน  
 

พิสูจน ให  ให  

จึงไดวา                 

 

 

 โดยทฤษฎีบทหลกัมูลของแคลคูลัสบทท่ีหนึ่ง 

                           

 

 

โดยทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหนึ่งของแคลคูลัส 
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 เพราะ  

 

 

จึงไดวา  

ดังนั้น  มีฟงกชันศักดิ์บน  
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  

เ ม่ื อ    แ ล ะ    ทุ ก 

 และทุก  แลว  จะมีฟงกชันศักยบน  
 
นิยาม 5.4.4 เซต  ใน  ท่ีมีสมบัติวา สองจุด  ใด ๆ ใน  สวนของเสนตรง AB  ตองอยู

ใน เรียกเซต  วาเซตนูน (convex set)   
 

ตัวอยาง 5.4.9 จงพิจารณาวา  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
 เปนเซตนูนหรือไม 

 

วิธีทํา พิจารณากราฟ  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
 

 
 
 

 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.10 กราฟ  
2 2

, | 1
9 16
x yS x y

         
  

จากภาพท่ี 5.4.10 พบวาจุด A  และ B  อยูในเซต S  จะไดวาสวนของเสนตรง AB  อยู
ใน เซต S  ดังนั้น เซต  เปนเซตนูน 
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ตัวอยาง 5.4.10 จงพิจารณาวา   2 2, | 4 25S x y x y     เปนเซตนูนหรือไม 
 

วิธีทํา พิจารณากราฟ   2 2, | 4 25S x y x y     

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.4.11 กราฟ   2 2, | 4 25S x y x y     
 

จากภาพท่ี 5.4.11 พบวาจุด A  และ B  อยูในเซต S  แตเสนตรง AB  ไมอยูในเซต S   
ดังนั้น เซต  ไมเปนเซตนูน 
 
ทฤษฎีบท 5.4.9 ถา  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตนูน  แลว ขอความ

ตอไปนี้สมมูลกัน 
 1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
 2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  

3. 0CurlF F 
 

 บน  
 
ตัวอยาง 5.4.11 ให และ

สําหรับสวนโคง  ซ่ึงกําหนดโดย  บนชวง 

จงหา  

 

วิธีทํา จาก  

จึงไดวา    

 

 

พิจารณา  

S
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โดยทฤษฎีบท จึงไดวา  
 เปนฟงกชันเกรเดียนต 

หาฟงกชันศักดิ์  

จาก       

                

 

   

จากสมการ           

จาก                   

                    

                                

 แทนคาในสมการ  
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จากสมการ           

  

จากสมการ     

 

จาก                    

                

                              

                                  เม่ือ  เปนคาคงตัว   

แทนคา ในสมการ  

จาก สมการ        

 

เลือก          เปนฟงกชันศักดิ์ 

จึงไดวา ปริพันธจากเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
พิจารณาเสนโคง  ซ่ึงกําหนดโดย  บนชวง  

เม่ือ                       

 

จึงไดจุดเริ่มตนคือ  

เม่ือ                      

 

 

จึงไดจุดสิ้นสุดคือ  

พิจารณา  

จาก   
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z z


          

 6 3x y g z
z


  


   , , , ,x y z R x y z
z







 6 3 3 6 4x y g z y x
z


    


  4g z
z





  4 4g z dz z c   c

  4g z z c   2

 2 ;    , , 2 6 2 3 3x y z xy xz x yz y g z      

2 6 2 3 3 4xy xz x yz y z c      

 , , 2 6 2 3 3 4x y z xy xz x yz y z      

F


3R
C   4cos 4sin 8r t ti tj tk  



 

 0 t  

0;t         0 4cos 0 4sin 0 8 0r i j k  


 



     4 1 4 0 0i j k  


 

4 0 0i j k  


 

 4,0,0

;t         4cos 4sin 8r i j k     


 



   4 1 4 0 8i j k   


 

4 0 8i j k  


 

 4,0,8

   4,0,8 4,0,0
C

F dr      




 , , 2 6 2 3 3 4x y z xy xz x yz y z      

                4,0,8 2 4 0 6 4 8 2 4 3 0 8 3 0 4 8             

      6 4 8 2 4 4 8
192 8 32
160 8

 

 


    

  
 

                4,0,0 2 4 0 6 4 0 2 4 3 0 0 3 0 4 0       8
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ดังนั้น  

 

5.5 ทฤษฎีบทของกรีน  
 
นิยาม 5.5.1 กําหนดให เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

(simply connected region) ก็ตอเม่ือบริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียวใน 
เปนเซตยอยของ  

 
ตัวอยาง 5.5.1 จงพิจารณาเซต  ตอไปนี้วาเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียวหรือไม   
 
                                
 
 
 
 
 จากภาพพบวา บริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียว  ในเซต  เปนเซตยอยของ  ดังนั้น 
เซต  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 
 
 
 
 
 
 
 

จากภาพพบวา มีเสนโคงปดเชิงเดียว  ในเซต  ท่ีบริเวณภายในของเสนโคง ไมเปนเซตยอย
ของ  ดังนั้น เซต  ไมเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 
 

หมายเหตุ ถา  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียวแลวภายใน  จะไมมีชองโหว 
 

นิยาม 5.5.2 กําหนดให  เปนเซตเปดเชื่อมโยงไดใน  จะไดวา เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง 
(multiply connected region) ก็ตอเม่ือ มีเสนโคงปดเชิงเดียวใน  ท่ีบริเวณภายในเสน
โคงปดนั้นไมเปนเซตยอยของ  

   4,0,8 4,0,0
C

F dr      




   160 8 8
160 16





   

 
160 16

C

F dr   




S 2R S
S

S

S

C S S
S

C S C
S S

S S

S 2R S
S

S



ตัว
อย
่าง

 305 

ตัวอยาง 5.5.2 จงพิจารณาเซต ท่ีกําหนดให เซตใดเปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว หรือเปนบริเวณ
เชื่อมโยงหลายเชิง 

 
 
 
 
 
 
 
 
จากภาพ จึงไดวา เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว และ และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง 

 
ทฤษฎีบท 5.5.1 ทฤษฎีบทของกรีน(Green’s theorem)สําหรับบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

ให D  เปนเซตเปดใน 2R และ C  เปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และเปนเสนโคง
ปดเชิงเดียวใน D  สําหรับ P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน 

R  จะได  
C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

 เม่ือ R  เปนบริเวณซ่ึงผล

ผนวกของ C  และบริเวณภายใน C  โดยท่ีปริพันธตามเสนบน C  กระทําใน
ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

  

พิสูจน ให บริเวณ  กําหนดเง่ือนไขได 2 แบบคือ  
แบบท่ี 1 บริเวณ  ดังภาพ 5.5.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.1 บริเวณ  

 
เม่ือ  ตอเนื่องบน  และอนุพันธของ  ตอเนื่องบน  

 
 

S

1S 2S 3S

R
      1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

      1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

1 2,g g  ,a b 1 2,g g  ,a b



ตัว
อย
่าง

 306 

แบบท่ี 2 บริเวณ  ดังภาพ 5.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.2 บริเวณ  

 
เม่ือ  ตอเนื่องบน  และอนุพันธของ  ตอเนื่องบน  

การหาความสัมพันธของ  และ  

โดยพิจารณา  ตามรูปแบบท่ี 1 
เม่ือ  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ซ่ึงกําหนดโดย  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  ดังภาพท่ี 5.53 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ภาพท่ี 5.5.3 เสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  และเสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  

                         

     

  

      1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

      1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

1 2,h h  ,c d 1 2,h h  ,c d

R

PdA
y


  ,

C

P x y dx
R

1 2C C C 

1C  1y g x a x b  A B

2C  2y g x a x b  B A

1C A B 2C B A

     
1 2

, , ,
C C C

P x y dx P x y dx P x y dx   

     1 2, ,
b a

a b

P x g x dx P x g x dx  

     1 2, ,
b b

a a

P x g x dx P x g x dx    ............ 1
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พิจารณา  เม่ือ  

                 

 

  
 

 

     

จากสมการ  และสมการ  

              
     

หาความสัมพันธของคา  และ  

โดยพิจารณา  ตามแบบท่ี 2 
เม่ือ  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ซ่ึงกําหนดโดย  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด  ไปยังจุด  

 เปนเสนโคง  และ  จากจุด   ไปยังจุด  ดังภาพท่ี 5.5.4  

 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.4 เสนโคง จากจุด  ไปยังจุด และเสนโคง จากจุด  ไปยังจุด  

                        

     

  

R

P dA
y


       1 2, | ;R x y a x b g x y g x    

 

 2

1

g xb

R a g x

P PdA dydx
y y

 


   

 
 

 1

2
,

b
y g x

y g x
a

P x y dx



   

     2 1, ,
b

a

P x g x P x g x dx    

     1 2, ,
b b

a a

P x g x dx P x g x dx    ............ 2

 1  2

 ,
C R

PP x y dx dA
y




 

 ............ 3

R

QdA
x


  ,

C

Q x y dy
R

1 2C C C 

1C  1x h y c y d  A B

2C  2x h y c y d  B A

1C A B 2C B A

     
1 2

, , ,
C C C

Q x y dy Q x y dy Q x y dy   

     2 1, ,
d c

c d

Q h y y dx Q h y y dy  

     2 1, ,
d d

c c

Q h y y dy Q h y y dy    ............ 4



ตัว
อย
่าง

 308 

พิจารณา  เม่ือ  

               

 

   
 

 

       ........... 5  

จากสมการ และสมการ                    

 ........ 6  

จากสมการ และสมการ  

       

       

     

ดังนั้น   

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบทของกรีน 

                        

เม่ือ  เปนเสนรอบรูปของบริเวณ  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  

ถา      แลว    

จึงไดวา                                

นั่นคือ                            

ดังนั้น ถา  แลว ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีปดมีคาเปนศูนย  

R

P dA
x


       1 2, | ;R x y c y d h y x h y    

 

 2

1

h yd

R c h y

Q QdA dxdy
x x

 


   

 
 

 1

2
,

d
x h y

x h y
c

Q x y dy



   

     2 1, ,
d

c

Q h y y Q h y y dy    

     2 1, ,
d d

c c

Q h y y dy Q h y y dy  

 4  5  ,
C R

QQ x y dy dA
x




 

 3  6

   , ,
C C R R

P QP x y dx Q x y dy dA dA
y x

 
  

     

   , ,
C R R

Q PP x y dx Q x y dy dA dA
x y

 
  

   

R

Q P dA
x y

          

C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

C R
P Q
y x

 


 
0Q P

x y
 

 
 

0
R

Q P dA
x y

           

0
C

Pdx Qdy 
P Q
y x

 


 
F Pi Qj 


 
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ทฤษฎีบท 5.5.2 กําหนดให F Pi Qj 


 

 เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน S ซ่ึงเปนเซต
ปดท่ีเชื่อมโยงเชิงเดียวใน 2R  จะได  F



 เปนฟงกชันเกรเดียนต ก็ตอเ ม่ือ  
P Q
y x

 


 
บน S  

 

ตัวอยาง 5.5.3 จงใชทฤษฎีบทของกรีนหาคาปริพันธ  เม่ือ  เปน

วงรีซ่ึงกําหนดโดย  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 

วิธีทํา ให  และ   

พิจารณา                                     

และ                                              

จึงไดวา   และ  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน   

ให  เปนบริเวณภายในวงรี   รวมเสนโคง  โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

              

 

     

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.5.4 จงใชทฤษฎีบทของกรีนหาคาปริพันธ  เม่ือ  เปนวงรีซ่ึง

กําหนดโดย  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

วิธีทํา ให   และ   

พิจารณา        

และ                                

จึงไดวา   และ   มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน   

ให  เปนบริเวณภายในวงร ี   รวมเสนโคง  โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

 2 24 4 8
C

x y dx xydy   C

2 2

1
16 9
x y

 

  2 2, 4 4P x y x y    , 8Q x y xy

 2 24 4P x y
y y

 
  

 
8y

 8Q xy
x x

 
 

 
8y

  2 2, 4 4P x y x y    , 8Q x y xy R

R
2 2

1
16 9
x y

  C

 2 24 4 8
C R

Q Px y dx xydy dA
x y

              

  8 8
R

y y dA   
0

R

dA  0

 2 24 4 8 0
C

x y dx xydy   

 2 2 2
C

x y dx xydy  C

2 24 16x y 

  2 2,P x y x y   , 2Q x y xy

   2 2,P x y x y
y y
 

 
 

2y

   , 2Q x y xy
x x
 

 
 

2y

  2 2,P x y x y   , 2Q x y xy R

R 2 24 16x y  C
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ดังนั้น  

 
ตัวอยาง 5.5.5 อะตอมเคลื่อนท่ีไปบนวงกลม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดวยแรง 

 ใชทฤษฎีบทของกรีนหางานท่ีเกิดจาก

การเคลื่อนท่ีของอะตอมนี้ 
 

วิธีทํา ให  แทนงานท่ีเกิดจากการเคลื่อนท่ีของอะตอมไปบนวงกลม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา
ดวยแรง   

จะได        

เม่ือ  เปนวงกลมท่ีกําหนดโดย  และปริพันธตามเสนการทําในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกา ให  เปนบริเวณภายในวงกลม  รวมเสนโคง   

จากสมการ  ให      และ           

พิจารณา                 

และ                      

โดยทฤษฎีบทของกรีน จะไดวา  

 

 

เปลี่ยนตัวแปรเปนระบบพิกัดเชิงข้ัวดวยการแทนคา  
  จะได และ  

จะได                     

  
   

2

0
3 4

 







  

24  
ดังนั้น งานท่ีไดจากการเคลื่อนท่ีของอะตอมคือ 24  

 2 2 2
C R

Q Px y dx xydy dA
x y

             

 2 2
R

y y dxdy     
0 0

R

dxdy 

 2 2 2 0
C

x y dx xydy  

2 2 4x y 

     3 3, cosxF x y e y i y x j   


 

W C

     3 3, cosxF x y e y i y x j   


 

   3 3cosx

C

W e y dx y x dy     ............ 1

C 2 2 4x y 

R 2 2 4x y  C

 1 ;   3, xP x y e y    3, cosQ x y y x 

   3, xP x y e y
y y
 

 
 

23y

   3, cosQ x y y x
x x
 

 
 

23x

   3 3cosx

C

W e y dx y x dy   

R

Q P dA
x y

            2 23 3
R

x y dxdy 

 2 23
R

x y dxdy 

cos , sinx r y r   0 2r  0 2  

 
2 2

2

0 0

3W r rdrd


  
22 4

0 0

3
4

r

r

r d







 
    


2

0

3 4d


 
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ทฤษฎีบท 5.5.3 ให C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียว ใน 2R  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา R  เปนบริเวณใน 
C  ดวยจะได   
1. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ  

C

y dx  

2. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ 
C

xdy  

3. พ้ืนท่ีของบริเวณ R  มีคาเทากับ  1
2 C

y dx xdy    

 

พิสูจน  เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณ R  คือ 
R

dxdy  

และจากทฤษฎีบทของกรีน
C R

Q PPdx Qdy dA
x y

            

 เปนปริพันธตามเสนกระทําใน

ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
1. ให        ,P x y y  และ  , 0Q x y   

จึงไดวา  ,P x y  และ  ,Q x y มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน R  

และ                   , 1P x y y
y y
 

  
 

 และ  , 0Q x y
x





 

จะได                    0 1
C R

y dx dxdy      

 

    
R

dxdy   

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ  
C

R y dx   เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2. ให        , 0P x y     และ  ,Q x y x  

จึงไดวา  ,P x y  และ  ,Q x y มีอนุพันธอยางตอเนื่องบน R  

และ       , 0P x y
y





  และ  , 1Q x y
x





 

จะได                        1 0
C R

xdy dxdy  

 

    
R

dxdy   

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ 
C

R xdy   เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
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3. พ้ืนท่ีของ 1
2

R  (พ้ืนท่ีของ R พ้ืนท่ีของ R ) 

จากขอ 1 และ 2 ;                พ้ืนท่ีของ 1
2

R  (พ้ืนท่ีของ R พ้ืนท่ีของ R ) 

      1
2 C C

y dx xdy
 
    
  
  

 

      1
2 C

y dx xdy    

ดังนั้น พ้ืนท่ีของ  1
2 C

R y dx xdy    เม่ือการหาปริพันธกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 

ตัวอยาง 5.5.6 จงคํานวณหาพ้ืนท่ีวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

    
 

วิธีทํา ให C  เปนวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

    

กําหนด r  เปนวิถีกําหนด C  โดยท่ี   cos sinr t a ti b tj 
 



 เม่ือ 0 2t    

พิจารณา sindx a t
dt

   และ cosdy b t
dt

   

แบบท่ี 1                      พ้ืนท่ีวงรี  
C

y dx   

       
2

0

sin sinb t a t dt


    

     
2 2

2

0 0

1 cos 2sin
2

tab tdt ab dt
  

    

     
2

0

sin 2
2 4

t

t

t tab ab







 
   
  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 

แบบท่ี 2                     พ้ืนท่ีวงรี 
C

xdy    

       
2

0

cos cosa t b t dt


   

     
2 2

2

0 0

1 cos 2cos
2

tab tdt ab dt
  

    

     
2

0

sin 2
2 2

t

t

t tab ab







 
   
  

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 
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แบบท่ี 3                    พ้ืนท่ีวงรี  1
2 C

y dx xdy     

     
2

0

1 sin sin cos cos
2

b t a t dt a t b t dt


     

     
2

2 2

0

1 sin cos
2

ab t ab t dt


   

     
2

2 2

0

1 sin cos
2

ab t t dt


       

     
2

2

0
0

1 11
2 2

t

t
ab dt ab t ab


 


    

ดังนั้น พ้ืนท่ีวงรี คือ ab  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 5.5.7 จงหางานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาคดวยแรง  

     , 3 2F x y y x i y x j   


 

  ไ ป ต า ม เ ส น โ ค ง รู ป ว ง รี  
2

2 1
4
yx               

ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา โดยใชทฤษฎีบทของกรีน 
 

วิธีทํา ให W  แทนงานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาคดวยแรง             

     , 3 2F x y y x i y x j   


 

 ไปตาม เสนโคงรูปวงรี 
2

2 1
4
yx     

จึงได       3 2
C

W y x dx y x dy     

เม่ือ C  เปนวงรี 
2

2 1
4
yx    และการหาปริพันธตามเสนกระทําตามทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

ให    , 3P x y y x     และ  , 2Q x y y x   

พิจารณา   3 1P y x
y y

 
  

 
  และ  2 1Q y x

x x
 

  
 

 

       
C

W F dr 






 

 
R

Q P dA
x y

            1 1
R

dA      

2
R

dA  2 (พ้ืนท่ีของวงรี 
2

2 1
4
yx   ) 

พ้ืนท่ีวงรี หาไดจาก ab  จาก 
2

2 1
4
yx    ได 1a   และ 2b   

จึงได พ้ืนท่ีวงรี 
2

2 1
4
yx    คือ   1 2 2   



ตัว
อย
่าง

 314 

จาก           2W  (พ้ืนท่ีของวงรี 
2

2 1
4
yx   ) 

      2 2 4    

ดังนั้น งานท่ีเกิดจากการเคลื่อนอนุภาค คือ 4  
 
ทฤษฎีบท 5.5.4 ให 1 2,C C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวและเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และ 

1 2C C    และบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2C  เปนเซตยอยของบริเวณปด

ลอมดวยเสนโคง 1C  ซ่ึง R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายใน

ของ 1C  ซ่ึงไมอยูภายใน 2C  ให P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยาง

ตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  ( R S ) จะไดวา  

                                 
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

 

พิสูจน 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.5 เสนโคง 1 2,C C  และบริเวณ R   

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.6 บริเวณ 1R  และ 2R  

จากภาพท่ี 5.5.6 ให  1K  เปนสวนของเสนตรงจากจุด D  ไปยังจุด E  

2K  เปนสวนของเสนตรงจากจุด O  ไปยังจุด H  

1aC  เปนสวนของเสนโคง 1C  ไปยังจุด H  ไปยังจุด D  

1bC  เปนสวนของเสนโคง 1C  จากจุด D  ไปยังจุด H  

2aC  เปนสวนของเสนโคง 2C  จากจุด E  ไปยังจุด O  
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2bC  เปนสวนของเสนโคง 2C  จากจุด O  ไปยังจุด E  

ให  1 1 2 2 1a aC K C K C      

และ   2 1 1 2 2b bC K C K C       

จึงไดวา 1C  และ 2C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 1R  เปนบริเวณภายในของ 1C  และรวมดวยจุดบนเสนโคง 1C   

2R เปนบริเวณภายในของ 2C  และรวมดวยจุดบนเสนโคง 2C   

โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได 

                       
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 5.5.4 ถา P Q
y x

 


 
  บน R  แลว  

จะได                    
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

เม่ือการหาปรพัินธตามเสนกระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

ตัวอยาง 5.5.8 จงหาคา 
   2 22 2 2 2

C

x ydx dy
x y x y


 

  เม่ือ C  เปนวงรี 
2 2

1
16 9
x y

        

ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
 

วิธีทํา ให  
 22 2

, xP x y
x y




 และ  
 22 2

, yQ x y
x y




 

เพราะวา
 32 2

4P xy
y x y

 


 
 และ 

 32 2

4Q xy
x x y

 


 
  

และ P  และ Q  ไมนิยามท่ีจุด 0,0   

เลือก 1C  เปนเสนโคงปดรูปวงกลม 2 2 1x y   ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดังภาพท่ี 5.5.7 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.7 สวนโคง 
2 2

: 1
16 9
x yC    และสวนโคง 2 2

1 : 1C x y   
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จากภาพท่ี 5.5.7 จะพบวา 1C  กําหนดโดย  1 cos sinr t ti tj 
 



 เม่ือ 0 2t    

ให R  เปนบริเวณท่ีประกอบดวย C  และบริเวณภายในของ C  ซ่ึงไมอยูภายใน 1C  เพราะฉะนั้น 

 0,0  ไมอยูใน R   

เนื่องจาก P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซต R  โดยทฤษฎีบทจะได 

                        
1R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

เพราะวา                                  P Q
y x

 


 
 

จึงไดวา                 0
R

Q P dA
x y

             

ซ่ึงทําให                      
1C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

     
1 1C C

Pdx Qdy   

 

                                 
   1 1

2 22 2 2 2
C C

x ydx dx
x y x y

 
 

  

 

จาก  ,x y  อยูบนเสนโคง 2 2 1;x y    
   

1 1

2 21 1C C

x ydx dx   

 

     
1 1C C

xdx ydy    

ให cosx t  และ sin ;y       
2 2

0 0

cos cos sin sintd t td t
 

    

     

2 22 2

0 0

cos sin
2 2

t t

t t

t t
  

 

   
          

 

            1 1cos 2 cos 0 sin 2 sin 0
2 2

            

        1 11 1 0 0
2 2
0

   



 

ดังนั้น 
   2 22 2 2 2

0
C

x ydx dy
x y x y

 
 

  
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ทฤษฎีบท 5.5.5 ให 1C  และ 2C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ให P  และ

Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  เปนบริเวณ

ซ่ึงครอบคลุม บริเวณภายในของ 1C  และบริเวณภายในของ 2C  ฟงกชัน P  และ

Q  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตปด S  ซ่ึงครอบคลุม R  ยกเวนท่ีจุด A  ถา 
P Q
y x

 


 
 แลว 

1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

 

พิสูจน ให 2C  เล็กกวา  1C  แบงการพิจารณาออกเปน 2 กรณี 

กรณีท่ี 1 2C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  

พิจารณาภาพท่ี 5.5.8 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.8  2C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  

 ให R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายในของ 1C  ซ่ึงไมอยูใน 2C   

จากทฤษฎีบท  5.5.4 จะได  
1 2R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

เพราะวา                                           P Q
y x

 


 
 

จึงไดวา                         0
R

Q P dA
x y

             

ดังนั้น                                 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   

กรณีท่ี 2 2C  มีสวนตัดกับ 1C  ดังภาพท่ี 5.5.9 

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.9  2C  มีสวนตัดกับ 1C   
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ให 3C เปนเสนโคงปดท่ีลอมรอบจุด A  และอยูท้ังในบริเวณภายในของ 1C  และ 2C  ดังภาพท่ี 

5.5.10 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.10 เสนโคงปด 3C  ท่ีลอมรอบจุด A  

 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.11 3C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 1C  
 

จากภาพท่ี 5.5.11 ให 1R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 1C  และบริเวณภายในของ 1C  ซ่ึงไมอยู

ภายใน 3C  

จากทฤษฎีบท 5.5.4 จะได 
1 1 3R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

 

เพราะวา                                         P Q
y y

 


 
  

จึงได                         
1

0
R

Q P dA
x y

             

                                     
1 3C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   ............ 1  

ให 2R  เปนบริเวณซ่ึงประกอบดวย 2C  และบริเวณภายในของ 2C  ซ่ึงไมอยูภายใน 3C  ดังภาพท่ี 

5.5.12 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.5.12 3C  อยูภายในบริเวณท่ีปดลอมดวย 2C  
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จากทฤษฎีบท 5.5.4 จะได
1 2 3R C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

                 

  

เพราะวา                                        P Q
y y

 


 
  

จึงได                         
1

0
R

Q P dA
x y

             

                                      
2 3C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

   ............ 2  

จากสมการ  1  และ สมการ 2 ; จึงได 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

 

ดังนั้น จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2 จึงได 
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

 

 
ทฤษฎีบท 5.5.6 ให C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ,P Q  เปนฟงกชันซ่ึง  

P Q
y x

 


 
คาของ 

C

Pdx Qdy  มีไดเพียง 2 คาเทานั้นคือ 0  หรือ คาคงตัว k  

เม่ือ P  และ Q  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด S  ซ่ึงครบคลุม 
R  ยกเวนท่ีจุด A   

 

พิสูจน ให R  เปนบริเวณซ่ึงครอบคลุมบริเวณภายในของเสนโคงปด C  และจุดบน C  
กรณีท่ี 1 จุด A  ไมอยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C   

เพราะวา            P Q
y x

 


 
  

นั่นคือ               F Pi Qj 


 

 

เนื่องจาก C  เปนเสนโคงปด ดังนั้น 0
C

Pdx Qdy    

กรณีท่ี 2 จุด A  อยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C  เพราะวา เสนโคง 
1C  และ 

2C  ใด ๆ ท่ีเปน

เสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ  

จากทฤษฎีบท 5.5.5 จะได  
1 2C C

Pdx Qdy Pdx Qdy    

  

ให k  เปนคาตงตัว และมีคาเทากับ 
C

Pdx Qdy   

เพราะวา C  เปนเสนโคงท่ีมีจุด A  อยูในบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง C  

นั่นคือ 
1C C

Pdx Qdy Pdx Qdy k     

 

ดังนั้น ถา P Q
y x

 


 
 แลว 

C

Pdx Qdy   เพียง 2 คาเทานั้นคือ 0  หรือ k  

 



ตัว
อย
่าง

 320 

ทฤษฎีบท 5.5.7 ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง  
 กําหนดให 1 2 3, , ,..., nC C C C  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทาง           

ทวนเข็มนาฬิกาและมีสมบัติดังนี้ 
1. i jC C    ถา i j  

2. iC  อยูในบริเวณภายใน 1C   ทุก 2,3,...,i n  

3. iC อยูในบริเวณภายนอกของ jC  ทุก 1, 1i j   ถา  
 

ให   เปนบริ เวณซ่ึงประกอบดวย  และบริ เวณภายในของ  ซ่ึ งไมอยู ใน 

 ให  และ  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  

จะได  

           

 
 

พิสูจน ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา     

ดังภาพท่ี 5.5.13 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.13 เสนโคงปดเชิงเดียว  
 

กําหนดเสนโคงตางๆ ดังภาพท่ี 5.5.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.5.14 บริเวณ  และบริเวณ  

 

i j

R 1C 1C

2 3, ,..., nC C C P Q S R

1
2

k

n

kR C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy
x y 

                  

1 2 3, , ,..., nC C C C

1 2 3, , ,..., nC C C C

1R 2R
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จากภาพท่ี 5.5.14 ให  
  

          
 

จึงไดวา   และ  เปนสวนโคงปดเรียบเชิงเดียว ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

ให   เปนบริเวณภายใน  และรวมจุดเปนเสนโคง  ดวย 

และ   เปนบริเวณภายใน  และรวมจุดเปนเสนโคง  ดวย 

โดยทฤษฎีบทของกรีนจะได  

      

 

 

5.6 สมการเวกเตอรของผิว 
 

นิยาม 5.6.1 ใหฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ โดย  
 เรียกสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว และ

มีสมการอิงตัวแปรเสริมคือ 
 

 

 

 เม่ือ  เปนสมาชิกของ   

 
นิยาม 5.6.2 กราฟของ  ในปริภูมิสามมิติ เรียกพ้ืนผิวของสมการเวกเตอร  ใชสัญลักษณแทนดวย 

 
 

ตัวอยาง 5.6.1 กําหนด  เปนสมการเวกเตอร

ของพ้ืนผิว  เ ม่ือ  โดยท่ี และ       

จงพิจารณาวา  เปนพ้ืนผิวของรูปทรงใด 
 

วิธีทํา จาก  

เม่ือ  โดยท่ี และ  

ให  

พิจารณา              

 

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1...a a a n na n nC K C K C K C K K C K C
           

     
   

2 1 1 1 4

4 3 3 2 2

...a n nb n

b b b

C K C K C K K

C K C K C


          

     

1C
2C

1R 1C
1C

2R 2C
2C

1 2

...
nR C C C

Q P dA Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy
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ดังนั้น พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวทรงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ี  รัศมี  หนวย 

 
ตัวอยาง 5.6.2 กําหนด  เปนสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว เม่ือ 

 โดยท่ี และ  จงพิจารณาวา  

เปนพ้ืนผิวของรูปทรงใด 
 

วิธีทํา จาก  

เม่ือ  โดยท่ี และ  

ให           

พิจารณา                    

 
 

ดังนั้น พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวรูปกรวย 
 

หมายเหตุ สรุปพ้ืนผิวของรูปทรงตางๆ ดังนี้ 
1. ทรงกลม  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  

  

เม่ือ และ  

2. พ้ืนผิวครึ่งทรงกลมเหนือระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  
  

เม่ือ และ  

3. พ้ืนผิวทรงกลมใตระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 
  

เม่ือ และ  

4. รูปแบบอ่ืนๆ ของพ้ืนผิวครึ่งทรงกลมเหนือระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี  เม่ือ  

5. รูปแบบอ่ืนๆ ของพ้ืนท่ีผิวครึ่งทรงกลมใตระนาบ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  
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 โดยท่ี  เม่ือ  

5. พาราโบลอยด  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน  

  เม่ือ  

 โดยท่ี  และ  

7. พาราโบลอยด  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี   

8. ทรงกระบอก  เม่ือ  มีสมการเวกเตอรของพ้ืนผิวเปน 

  เม่ือ  

 โดยท่ี  และ  

 

5.7 การหาพ้ืนที่ของผิวโคง 
 

นิยาม 5.7.1 กําหนดให  เปนพ้ืนผิวในปริภูมิสามมิติ  
ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

ภาพฉายของพ้ืนผิว  บนระนาบ   
หมายถึงเซต มี  ท่ีทําให    

 
ตัวอยาง 5.7.1 ให  และ  จงพิจารณา  
 

วิธีทํา    คือ จุดภายในวงกลมซ่ึงมีจุดศูนยกลางท่ี  และมี

รัศมี  หนวย บนระนาบ  ดังภาพท่ี 5.7.1 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 5.7.1  

 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนสับเซตของ  
โดยกําหนด  
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สิ่งท่ีควรทราบ 
 1. เม่ือ  เปนคาคงตัว จะไดวา  คือเสนโคง  บนพ้ืนผิว  

และ  เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  

 2. เม่ือ  เปนคาตงตัว จะไดวา  คือเสนโคง  บนพ้ืนผิว  

และ  เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  

 3.  เรียกวา เวกเตอรแนวฉากของพ้ืนผิวและ  

เรียกวา เวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว 

 4.  เรียกวาเวกเตอรแนวฉากของพ้ืนผิวท่ี  

 5. ภาพท่ีใชแสดงความหมายของจุด  ซ่ึง  

  เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

 เปนเวกเตอรสัมผัสเสนโคง  แสดงดังภาพท่ี 5.7.2 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.7.2  

 

นิยาม 5.7.2 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  
 เม่ือ  เปนจุดบนพ้ืนผิว ถา 

 และ  ตอเนื่ อง ท่ีจุด   และ  แลว 

 เรียกจุดปกติ ถา  ไมตอเนื่องท่ีจุด  หรือ  ไมตอเนื่องท่ีจุด 

และ  แลว  เรียกจุดเอกฐาน 
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ตัวอยาง 5.7.2 ให  เปนผิวรูปครึ่งทรงกลม กําหนดโดย  

เม่ือ  จงหาจุดเอกฐานและจุดปกติของผิว  
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา        

                           

 

 

 

 

 เพราะวาทุกจุดบนขอบของครึ่งทรงกลมมีคา  จึงไดวา จุดบนขอบของครึ่งทรง
กลมเปนจุดเอกฐานสวนจุดอ่ืนๆ บนพ้ืนผิวครึ่งวงกลมจะเปนจุดปกติ 
 
นิยาม 5.7.3 พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  

ถา  เปนจุดปกติทุก  ใน  แลวพ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบ ถา พ้ืนผิว 

 ไมเปนพ้ืนผิวเรียบแต  ประกอบดวยพ้ืนผิวเรียบแลว พ้ืนผิว เปนพ้ืนผิวเรียบ
เปนสวนๆ  

ขอสังเกต 
1. พ้ืนผิว  ในปริภูมิสามมิติ อาจไดมาจากฟงกชันคาเวกเตอร  ท่ีมีโดเมน  และ 

 และ  ท่ีมีโดนเมน  และ  โดยท่ี  และ  ตางกัน เพราะฉะนั้น 

เปนไปไดท่ีจุด  บนพ้ืนผิว  
ถาพิจารณาโดยใช  ท่ีมีโดเมน  แลว จะไดวาจุด  เปนจุดปกติ แต ถา

พิจารณาโดยใช  ท่ีมีโดเมน  แลว จะไดวาจุด  เปนจุดเอกฐาน  
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2. ถา   และ  เปนฟ งกชันตอเนื่ องแลว   เปนฟ งกชันตอเนื่ อง

เพราะฉะนั้น ระนาบสัมผัสจะเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องดังนั้น พ้ืนผิวเรียบจะไมมีการหักมุม 
3. สําหรับฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  เม่ือ เปนสวนเสนตรง 

 ในโดเมน  บนระนาบ  จะไดวา  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว   

 คือความเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  

การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  ในชวงเวลา  มีคาประมาณ  ความเร็ว  เวลา 

               

เม่ือ  เปนสวนของเสนตรง  ในโดเมน  บนระนาบ  

จะไดวา  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว  

 คือ ความเร็วของการเคลื่อนท่ีบนเสนโคง  

 
ทฤษฎีบท 5.7.1 ฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนาน

ท่ีมีดานประชิดเปนเวกเตอร   และ คือ 

 
 

พิสูจน  ให  เปนเสนโคงบนพ้ืนผิว  

การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง ในชวงเวลา มีคาประมาณ ความเร็ว  เวลา  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี 5.7.3 การเคลื่อนท่ีบนเสนโคง 
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จากภาพท่ี 5.7.3 บริเวณสี่เหลี่ยมผืนผา  ท่ีมีพ้ืนท่ี  เม่ือสงคาไปยังพ้ืนผิว  จะ

สงไปยังบริเวณพ้ืนผิวมีคาประมาณเทากับ   พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิดเปนเวกเตอร 

               และ  

              

 

 

ดังนั้น บริเวณสี่เหลี่ยมพ้ืนผา  บนโดเมน  บนระนาบ  จะสงดวย  ไปยังพ้ืนผิว 

 ในปริภูมิสามมิติจะมีพ้ืนท่ีประมาณเทากับ  

 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพท่ี 5.7.4 พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิดเปน  และ
 

                      

 
ทฤษฎีบท 5.7.2 สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซต

ยอยของระนาบ   

พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  

 

พิสูจน  ให ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของระนาบ  

ให  เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  
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ให เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 5.7.5 ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  

สําหรับคา  และ  

ให  

 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

สี่เหลี่ยมดานขนาน  คือบริเวณ  บนระนาบ  

ให  เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

เสนโคง  บนพ้ืนผิว  

ดังนั้น  พ้ืนท่ีผิว  บนพ้ืนผิว  

ให        

     

เพราะวา  เปนฟงกชันตอเนื่อง ตองมี  เปนสมาชิกของ   

ท่ีทําให           

จึงไดวา                         
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ให                              

เพราะวา  เปนฟงกชันตอเนื่อง ตองมี  เปนสมาชิกของ   

ท่ีทําให           

จึงไดวา                         

              พ้ืนท่ีพ้ืนผิว  

 

 

 

 

                 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

เม่ือ  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขีดจํากัด คือ  และ  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

จะไดวา พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

เนื่องจาก  เปนพ้ืนผิวเรียบ 

จึงได  ตอเนื่องบน  

และ  ปริพันธไดบนโดเมน  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  
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ตัวอยาง 5.7.3 กําหนดใหเปนพ้ืนผิวโดย มี  ฟงกชันเวกเตอรของพ้ืนผิวโดย 

 และ  จงหาพ้ืนท่ี

ของ  
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา                

 

 

และ         

 

 

จาก             

     

 

 

พิจารณา           

 

จาก                                   

     

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีของผิว  คือ  
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ทฤษฎีบท 5.7.3 สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตซ่ึงเปน

เซตยอยของระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ   

เม่ือ  

 
พิสูจน  ให ฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตดังภาพท่ี 5.7.6 

 
ภาพท่ี 5.7.6 แสดงขอบเขตของเซต  

 

เนื่องจาก  เปนเซตท่ีมีขอบเขต จึงไดวาตองมี  เปนจํานวนจริง 

ท่ีทําให  ดังภาพท่ี 5.7.6 

ให  เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  

ให เปนผลแบงกันของชวง  

นั่นคือ   แบงชวง  ออกเปน  ชวงยอยดวยจุด  

โดยท่ี  

และ  ทุกคา  
 

สําหรับคา  และ  

ให  

จึงไดวา  หรือ  

 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  

ในทํานองเดียวกับการพิสูจน ทฤษฎีบท 5.7.2 
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            พ้ืนท่ีพ้ืนผิว  

 

 

 

                 พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

เม่ือ  มีคาเพ่ิมข้ึนอยางไมมีขีดจํากัด คือ  และ  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

และ     มีคาเขาใกล  ทุกคา  

จะไดวา พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

เนื่องจาก  เปนพ้ืนผิวเรียบ 

จึงได  ตอเนื่องบน  

และ  ปริพันธไดบนโดเมน  

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  เม่ือ  

 
ตัวอยาง 5.7.4 จงหาพ้ืนท่ีของพ้ืนผิวของระนาบ  เฉพาะสวนท่ีอยูภายใน

ทรงกระบอก  
 

วิธีทํา ให  เปนพ้ืนท่ีของพ้ืนผิวท่ีตองการ ซ่ึงกําหนดโดยสมการเวกเตอร  
                                       เม่ือ  

โดยท่ี  

พิจารณา                         

และ                               

จาก                                  
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และ                    

จาก  เปลี่ยนเปนพิกัดเชิงข้ัว 

โดยให  และ  
จึงได   

จาก               พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  

     

     

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีของพ้ืนผิว  คือ  ตารางหนวย 
 
ตัวอยาง 5.7.5 ใหสมการเวกเตอรของทรงกลม  เปน  

  เ ม่ื อ    โ ด ย ท่ี  

 และ  จงหาพ้ืนท่ีผิงของทรงกลม 
 

วิธีทํา จาก  

พิจารณา       

 

และ             
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พิจารณา         

 

      พ้ืนท่ีผิวของทรงกลม  

    

 

 

 

ดังนั้น พ้ืนท่ีผิวของทรงกลมตัน คือ  
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5.8 ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
 

นิยาม 5.8.1 ให  เปนพ้ืนผิวสองหนา ซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  และ  เปน

ฟงกชันคาเวกเตอร ท่ีนิยามบนพ้ืนผิว และ  เปนฟงกชันท่ีมีความตอเนื่องบน 

เรียก  วาปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร   บน  เม่ือ  

เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  
 

ในการหาคา   

กรณีท่ี 1  เม่ือ  มีทิศทางเดียวกับ  จึงไดวา   

จึงได                    

              

ดังนั้น   

กรณีท่ี 2 เม่ือ  มีทิศทางตรงขามกับ   

ดังนั้น   

 
จากกรณีท่ี 1 และ กรณีท่ี 2 จะพบวาในการหาคาของปริพันธตามพ้ืนผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  
บนพ้ืนผิว   ตองระบุทิศทางของเวกเตอร  วามีทิศทางเดียวกับ  หรือตรงขาม 

 
หมายเหตุ  
1. จุดทุกจุดบนพ้ืนผิว  มีเวกเตอรตําแหนง คือ โดยท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด ดังนั้น 

เวกเตอร มีทิศทางพุงออกจากจุดกําเนิดเสมอ 
2. ทิศทางของเวกเตอร  หรือ  หมายถึง ทิศทางของเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยูท่ีจุดบนพ้ืนผิว  
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ตัวอยาง 5.8.1 จงหาคาปรพัินธตามพ้ืนผิว  เม่ือ   กําหนดโดย  

 เม่ือ  และ   

ให   
 

วิธีทํา ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของ  ท่ีมีทิศทางเดียวกับ  

จาก  

พิจารณา      

 

และ            

จาก               

    

 

 

                 

เนื่องจาก  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ  

                

 

 

 

 

ดังนั้น ปริพันธตามพ้ืนผิวคือ   
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5.9 ทฤษฎีบทของสโตกส 
  

ทฤษฎีบทของสโตกสเปนการกลาวถึงความสัมพันธของปริพันธบนผิวโคงกับปริพันธบนเสน
ขอบ เปนเชนเดียวกับทฤษฎีบทของกรีน แตขยายจากการปริพันธบนระนาบเปนปรพัินธบนผิวโคง 
  

ทฤษฎีบท 5.9.1 (ทฤษฎีบทของสโตกส Stokes’s Theorem) กําหนดให  เปนอาณาบริเวณแบบ
เชื่อมโยงเชิงเดียวในระนาบ   และ  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปน
ชวง ๆ และลอมรอบบริเวณ  มีเซตเปด  ซ่ึง   ให  
เปนฟงกชัน  ซ่ึงมีอนุพันธยอยอันดับท่ีสองตอเนื่องและ  บน 

 ถา คือพ้ืนผิว  และ  คือ เสนโคง  สําหรับ  และ  

เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีอนุพันธยอยตอเนื่องบน  จะไดวา  

 

       

โดยท่ีการปริพันธบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  ภายใตการสงคา
ของ   

ถา   และ  สามารถเขียนสมการ  ได อีก

รูปแบบคือ    

เม่ือ  โดยท่ี  นิยาม  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจะได 

  ถา  เปนพ้ืนผิวในระนาบ และเวกเตอร   

แลว        

 

ตัวอยาง 5.9.1 จงหาคาของปริพันธตามพ้ืนผิว   

เ ม่ือ  และ  เปนสวนของพ้ืนผิวพาราโบลอยด 

 ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยซ่ึงมีสวนประกอบท่ี
สามเปนบวก 

 

วิธีทํา ใหพ้ืนผิว โดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ   

เม่ือ   

พิจารณา                
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และ                      

จาก                        

 

 

 

จึงได  มีทิศทางเดียวกับ  และ  

จากทฤษฎีบทของสโตกส   

หาคาโดยการปริพันธตามพ้ืนผิว ใหเสนโคง  ลอมบริเวณ  

กําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  ดังนี้ 

 เม่ือ  

ให                 

 

 

 ทุกคา  

จะไดเสนโคง เปนขอบของพ้ืนผิวพาราโบลอยด  กําหนดโดยฟงกชัน  และมีทิศทาง

สืบเนื่องจากทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  

จาก                           

ได                                   

 

จึงได                                   
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จาก                       

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.9.2 จงหาคาของปริพันธตามผิว  เม่ือกําหนดให  

                   และ  เปนพ้ืนผิวครึ่งทรงกลม  

เม่ือ  ให  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของ  ซ่ึง  
 
วิธีทํา จาก  เม่ือ  

จัดรูป           

    

ให  เปนสวนโคงกําหนดโดย  

จึงได  สําหรับ  

และ  

ใชการปริพันธตามเสน ให  เปนขอบเขตของ  

 เม่ือ  

จะได  มีทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
ให  เปนภาพฉายของ ภายใตการสง ดังนี้ 

                             

     

     

     เม่ือ  

และ           

     
และ                           

พิจารณา          
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จาก                         

     

     

     

     

     

จาก  

ดังนั้น  

 

5.10 ทฤษฎีบทของไดเวอรเจนส (Divergence Theorem) 
 

ทฤษฎีบท 5.10.1 กําหนดให  เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวนๆ ซ่ึงปดลอมรูปทรงสามมิติ  และ  
เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  ซ่ึงมีทิศทางพุงออกจาก  ให  

 

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีความตอเนื่องและอนุพันธอันดับหนึ่งของ  มีความ

ตอเนื่องท่ีจุด จะได  หรือ  

 

 

พิสูจน ให  แทนดวย  โดยท่ี  อยูบน  ซ่ึงเปนภาพฉายของ 

 บนระนาบ  
ให   แทนดวย  

  แทนดวย  

ให   คือพ้ืนผิวทรงกระบอกซ่ึงนิยามดวยขอบของ  

ให   เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยสําหรับทุกๆ พ้ืนผิว 
พิจารณา  
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สําหรับพ้ืนผิว  เพราะวา  ตั้งไดฉากกับ  

ดังนั้น  

ดังนั้น  

เพราะวาเวกเตอร  ของ  มีทิศทางตรงขามกับเวกเตอรปกติของ  ดังนั้น 

               

แต               

 

 

ดังนั้น        

 

ในการพิสูจนทํานองเดียวกันจึงไดวา 

                      

และ                          

นําสมการ  สมการ สมการ  

 

ดังนั้น    

 
ตัวอยาง 5.10.1 กําหนดให  , , 3F x y z xi yj zk  
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วิธีทํา พิจารณา                        
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จาก                               

 

ปริมาตรของทรงกลมหนึ่งหนวย 

 

ดังนั้น  

 

ตัวอยาง 5.10.2 จงหาปริพันธตามผิว  เม่ือ  เปนพ้ืนผิวหาหนาของรูปปริซึม ซ่ึง

ประกอบดวยระนาบ  ระนาบ  ระนาบ  ระนาบ  และ

ระนาบ ให  และ  เปนเวกเตอรแนวฉาก

หนวยซ่ึงพุงออกจากรูปปริซึม 
 

วิธีทํา  ให  เปนปริมาตรของปริซึม และใหภาพฉายของ  อยูบนระนาบ   

 
เม่ือ   เพราะวา  

พิจารณา        

 

 
โดยทฤษฎีบทไดเวอรเจนส    

      

       

      

ดังนั้น  
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5.11 สรุป 
 

 บทนี้เปนการศึกษาถึง ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง ปริพันธตามเสนของฟงกชันคา
เวกเตอร งาน การปริพันธตามเสนและวิถีอิสระจากวิถี ทฤษฎีบทของกรีน สมการเวกเตอรของผิว 
การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร  ทฤษฎีบทของสโตกส และ ทฤษฎีบท
ไดเวอรเจนส โดนลายละเอียดสรุปไดดังนี้ 
ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 

ให  เปนเสนโคงซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  สําหรับ 

 ซ่ึง เปนวิถีเรียบหรือ วิถีเรียบเปนชวง ๆ  เปนฟงกชันความยาวของสวนโคง 

กําหนดโดย  เม่ือ  ให  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมีโดเมนครอบคลุม

ทุ ก จุ ด บ น เ ส น โ ค ง    ใ ห    เ ป น ผ ล แ บ ง ก้ั น ข อ ง    โ ด ย ท่ี  

 เลือก  ถา  มี

คาแลว ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง  บน  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  

หรือ  หรือ กําหนดโดย  เม่ือลิมิตมีคา 

เสนโคง มีสมการ  หรือเขียนในรูปฟงกชันคาเวกเตอร 

 เ ม่ือ  ถา  และ  เปนฟงกชัน

ในชวงดังกลาว ปริพันธตามเสนจะหาคาไดโดย 
 

 

สมบัติของปริพันธตามเสนของฟงกชันคาจริง 
เสนโคง  ซ่ึงเชื่อมจุด  และ  ประกอบดวยเสนโคง  ตอกันโดยท่ีแตละ

เสนโคงยอยเปนเสนโคงเรียบ แลวกําหนดปริพันธตามเสนโคง  จาก  ถึงจุด  โดย 
 

ให  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนครอบคลุมทุกจุดบนเสนโคง  บนชวง  จะไดวา 

 

ให  เปนวิถีความโคงบนชวงปด  และ  เปนฟงกชันท่ัวถึงซ่ึงมี

อนุพันธและ  บนชวง   เปนวิถีท่ีกําหนดโดย  บนชวง  จะได 

 และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน ให  เปนเสนโคงกําหนดโดย  และ  เปนเสนโคงกําหนดโดย  

ถา  บนชวง  แลว กราฟของ  และ  มีทิศทางเดียวกัน 
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ถา  บนชวง  แลว กราฟของ  และ  มีทิศทางตรงขามกัน 

 ให  เปนวิถีเชิงเดียวและเปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  และ  เปนวิถีเชิงเดียวและ

เปนวิถีท่ีตอเนื่องบนชวงปด  และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกันแลว    

ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร 
        ปริพันธตามเสนของฟงกชันคาเวกเตอร  บนเสนโคง  หรือปริพันธตามเสนของ  บน

วิถี  เม่ือ  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  

 หรือ  เม่ือ  และ  โดย  

 

งาน 
งานท่ีไดจากแรง  ในการเคลื่อนวัตถุจากจุด  ไปยังจุด  ตามเสนโคง  

กําหนดโดย  เม่ือ  และ  เปนวิถีเรียบหรือวิถีเรียบเปนชวง ๆ และ  เปนวิถี

เชิงเดียวกําหนดโดย  งาน  

งาน  

สมบัติของ  ให  และ  เปนวิถีท่ีสมมูลกัน 

ถา  และ  มีทิศทางเดียวกันแลว  

ถา  และ  มีทิศตรงขามกันแลว   

ให เปนสวนโคงในปริภูมิสองมิติ โดย  เม่ือ   เปน

ฟ งก ชั นค าจริ งบนช ว ง   และ  เ ม่ื อ   และ 

 เปนฟงกชันคาจริงแลว   

เม่ือ  และ  

ให  เปนสวนโคงในปริภูมิสามมิติ กําหนดโดย  เม่ือ 

และ  เปนฟงกชันคาจริ งบนชวง  และ 

 เม่ือ  และ  เปนฟงกชันคาจริง

แลว  เม่ือ 
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  และ        

ใ ห    เ ม่ื อ    เ ป น ฟ ง ก ชั น ค า จ ริ ง  บ น ช ว ง    โ ด ย ท่ี  

 และ   เม่ือ  เปนฟงกชันคาจริงนิยามบนเสนโคง  

โดยท่ี  จะได  

การปริพันธตามเสนและวิถีอิสระจากวิถี 
ให  เปนเซตเปดใน  เรากลาววา  เปน เซตเปดท่ีเชื่อมโยงได ก็ตอเม่ือ สําหรับจุด

สองจุด  ใน  จะมีวิถีใน  ท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  
ให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  ซ่ึง  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบน  

1. จุด  และ  เปนจุดอยูใน  ถา ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีใดก็ตามท่ีมี
จุดเริ่มตนท่ีจุด  และจุดสิ้นสุดท่ีจุด  มีคาคงตัวแลวเรียกวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระ
จากวิถีจากจุด  ถึงจุด  

2. ถาทุกคูของจุด  ใน  ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีจากจุด 

 ถึงจุด  แลว เรียกวา ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
ให  เปนเซตเปดใน  และ  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีตอเนื่องบน  

ฟงกชันศักดิ์ของ  คือ ฟงกชันคาจริง  ซ่ึงมีสมบัติวา  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน  

และ  เรียกฟงกชัน  ท่ีมีฟงกชันศักดิ์วา ฟงกชันเกรเดียนต 
ทฤษฎีบทหลักมูลสําหรับการปริพันธตามเสน บทท่ีหนึ่ง 

กําหนดให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนฟงกชันตอเนื่องแลว 
ถาปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  โดยท่ี  เปนจุดใด ๆ ใน  และ  เปนฟงกชัน

คาจริง โดย  จะได  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธบน  และ  

ทุก  ดังนั้น   ทุก  

ทฤษฎีบทหลักมูลสําหรับการปริพันธตามเสนบทท่ีสอง 
กําหนดให  เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  ถา  เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยมี

ฟงกชันศักดิ์ มีสมบัติวา  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธบน  และ  แลว ปริพันธ

ตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน และ  ทุกคา และ  เปนจุด

ใน  
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สมบัติการปริพันธตามเสนของ  
กําหนดให  เปนฟงกชันคาเวกเตอรท่ีมีความตอเนื่องบน  ซ่ึงเปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได

และเปนเซตยอยของ  จะไดขอความตอไปนี้สมมูลกัน 
1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  
3.ปริพันธตามเสนของ  บนวิถีปดใน  มีคาเปนศูนย 
กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  

ใน  โดยท่ี  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน  แลว 

 

กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงได  

ใน  โดยท่ี  ถา  เปนฟงกชันเกร

เดียนตบน  แลว  

              

     

กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด

ท่ีเชื่อมโยงได  ใน  ถา  เปนฟงกชันเกรเดียนต บน  แลว  ทุกคา 

 และ  

ให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน  เม่ือ  

และ  ถา  แลว  จะมีฟงกชัน

ศักดิ์บน  
ให   เปนฟงกชันท่ีมีอนุ พันธอยางตอเนื่องบน  เ ม่ือ 

  แ ล ะ    ทุ ก    แ ล ะ ทุ ก 

 แลว  จะมีฟงกชันศักดิ์บน  

เซต  ใน  ท่ีมีสมบัติวา สองจุด  ใด ๆ ใน สวนของเสนตรง  ตองอยูใน 
เรียกเซต  วาเซตนูน   

ถา  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตนูน แลว ขอความตอไปนี้
สมมูลกัน 

 1. ปริพันธตามเสนของ  เปนอิสระจากวิถีใน  
 2.  เปนฟงกชันเกรเดียนตบน   

3.  บน  
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ทฤษฎีบทของกรีน 
กําหนดให เปนเซตเปดท่ีเชื่อมโยงไดใน  และ  เปนบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว ก็

ตอเม่ือบริเวณภายในของทุกเสนโคงปดเชิงเดียวใน  เปนเซตยอยของ  
กําหนดให เปนเซตเปดเชื่อมโยงไดใน  จะไดวา  เปนบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง ก็

ตอเม่ือ มีเสนโคงปดเชิงเดียวใน  ท่ีบริเวณภายในเสนโคงปดนั้นไมเปนเซตยอยของ   
ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงเชิงเดียว 

ให  เปนเซตเปดใน และ  เปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และเปนเสนโคงปดเชิงเดียว
ใ น    สํ า ห รั บ    แ ล ะ    เ ป น ฟ ง ก ชั น ท่ี มี อ นุ พั น ธ อ ย า ง ต อ เ นื่ อ ง บ น    จ ะ ไ ด   

 เม่ือ  เปนบริเวณซ่ึงผลผนวกของ  และบริเวณภายใน 

 โดยท่ีปรพัินธตามเสนบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
กําหนดให  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบน ซ่ึงเปนเซตปดท่ี

เชื่อมโยงเชิงเดียวใน  จะได  เปนฟงกชันเกรเดียนต ก็ตอเม่ือ  บน  

ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียว ใน  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  เปนบริเวณใน  ดวย
จะได   

1. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

2. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

3. พ้ืนท่ีของบริเวณ  มีคาเทากับ  

ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวและเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ และ  

และบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง  เปนเซตยอยของบริเวณปดลอมดวยเสนโคง  ซ่ึง  เปน

บริเวณซ่ึงประกอบดวย  และบริเวณภายในของ  ซ่ึงไมอยูภายใน  ให  และ  เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  ( ) จะไดวา  

 

ให  และ  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ ให  และ  เปน

ฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  เปนบริเวณซ่ึงครอบคลุม บริเวณภายใน
ของ  และ บริเวณภายในของ  ฟงกชัน  และ  มีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตปด  ซ่ึง

ครอบคลุม  ยกเวนท่ีจุด  ถา  แลว  
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ให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเปนเสนโคงเรียบเปนชวง ๆ  เปนฟงกชันซ่ึง 

 คาของ  มีไดเพียง 2 คาเทานั้นคือ  หรือ คาคงตัว  เม่ือ  และ 

 เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครบคลุม  ยกเวนท่ีจุด   
ทฤษฎีบทของกรีนสําหรับบริเวณเชื่อมโยงหลายเชิง  

กําหนดให  เปนเสนโคงปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ ทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาและมีสมบัติดังนี้  
1.  ถา  

2.  อยูในบริเวณภายใน  ทุก  

3. อยูในบริเวณภายนอกของ  ทุก  ถา  

ให   เปนบริ เวณซ่ึงประกอบดวย  และบริ เวณภายในของ  ซ่ึ ง ไมอยู ใน 

 ให  และ  เปนฟงกชันท่ีมีอนุพันธอยางตอเนื่องบนเซตเปด  ซ่ึงครอบคลุม  

จะได  

สมการเวกเตอรของผิว 
ใหฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  โดย  

 เรียกสมการเวกเตอรของพ้ืนผิว และมี

สมการอิงตัวแปรเสริมคือ  เม่ือ  เปนสมาชิกของ   

กราฟ   ในปริภูมิสามมิติ เรียกพ้ืนผิวของสมการเวกเตอร  ใชสัญลักษณแทนดวย  

การหาพ้ืนท่ีของผิวโคง  
พ้ืนผิว  ท่ีกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  ถา 
 เปนจุดปกติทุก  ใน  แลวพ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบ ถา พ้ืนผิว  ไมเปนพ้ืนผิว

เรียบแต  ประกอบดวยพ้ืนผิวเรียบแลว พ้ืนผิว  เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวนๆ  
ฟงกชัน  เม่ือ  เปนเซตยอยของ  พ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานประชิด

เปนเวกเตอร  และ  คือ  

สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตยอยของ

ระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  

สําหรับพ้ืนผิวเรียบ กําหนดโดย  เม่ือ  เปนเซตท่ีมีขอบเขตซ่ึงเปนเซตยอย

ของระนาบ  พ้ืนท่ีผิวของ  เม่ือ  
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ปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร 
ให  เปนพ้ืนผิวสองหนา ซ่ึงกําหนดโดยฟงกชันคาเวกเตอร  และ  เปนฟงกชันคา

เวกเตอร ท่ีนิยามบนพ้ืนผิว และ  เปนฟงกชันท่ีมีความตอเนื่องบน เรียก              

วาปริพันธตามผิวของฟงกชันคาเวกเตอร   บน  เม่ือ  เปนเวกเตอรแนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  
ทฤษฎีบทของสโตกส 

กําหนดให เปนอาณาบริเวณแบบเชื่อมโยงเชิงเดียวในระนาบ   และ  เปนเสนโคง
ปดเชิงเดียวซ่ึงเรียบเปนชวง ๆ และลอมรอบบริเวณ  มีเซตเปด  ซ่ึง   ให 

 เปนฟงกชัน  ซ่ึงมีอนุพันธยอยอันดับท่ีสองตอเนื่องและ  บน  

ถา คือพ้ืนผิว  และ  คือ เสนโคง  สําหรับ  และ  เปนฟงกชันคาจริง ซ่ึงมี

อนุพันธยอยตอเนื่องบน  จะไดวา  

 

โดยท่ีการปริพันธบน  กระทําในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาของ  ภายใตการสงคาของ   

ถา  และ  สามารถเขียนสมการ  ไดอีกรูปแบบคือ

 เม่ือ  โดยท่ี  นิยาม  ในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาจะได  ถา  เปนพ้ืนผิวในระนาบ และเวกเตอร   

แลว    

ทฤษฎีบทไดเวอรเจนส 
กําหนดให เปนพ้ืนผิวเรียบเปนสวยๆ ซ่ึงปดลอมรูปทรงสามมิติ  และ  เปนเวกเตอร

แนวฉากหนวยของพ้ืนผิว  ซ่ึงมีทิศทางพุงออกจาก  ให  
 

เปนฟงกชันคาเวกเตอรซ่ึงมีความตอเนื่องและอนุพันธอันดับหนึ่งของ  มีความตอเนื่องท่ี

จุด จะได  หรือ  
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แบบฝกหัด 5 
 

1.  จงหาคาปริพันธตามเสนตอไปนี้ 

1.1  ตามเสนโคง  จากจุด  ถึง  

1.2  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.3  ตามเสนโคง  เปนสวนของวงกลมมีจุดศูนยกลางท่ีจุด   และรัศมี  

ในจตุภาคท่ีหนึ่งจากจุด  ถึง  

1.4  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.5  ตามเสนโคง  บนชวง  

1.6   เม่ือ  เปนเสนโคงท่ีประกอบดวย   บนชวง  และ 

 บนชวง  

1.7  ตามเสนโคง  บนชวง  และ  เปน

สวนของเสนตรงจากจุด ไปยัง  

1.8  ตามเสนโคง  บนชวง และ  เปนสวน

ของเสนตรงจากจุด ไปยัง  และ  เปนสวนของเสนตรงจากจุด ไปยัง 

 

2. จงหาปริพันธตามเสน  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

2.1    เม่ือ  เม่ือ   

2.2   เม่ือ  เม่ือ  

 2.3   

      เม่ือ เปนเสนโคงพาราโบลา  จากจุด  ไปยังจุด  เม่ือ  

2.4    

เม่ือ  เม่ือ  

2.5    

เม่ือ  เม่ือ   
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3. จงหางานของการเคลื่อนท่ีไปตามเสนโคง  ดวยแรง  ตอไปนี้ 
3.1   

เม่ือ  เปนสวนของเสนตรงจากจุดเริ่มตน  และจุดสิ้นสุด   

3.2   

เม่ือ  เปนเสนโคง   

3.3   

เม่ือ  เปนเสนโคงวงรี  จากจุด ไปยังจุด  ในจตุภาค

ท่ีหนึ่ง  
3.4   

เม่ือ  ในชวง   

3.5   

เม่ือ  ในชวง  เม่ือ  เปนจํานวนจริง  

4. จงพิจารณาวาฟงกชัน  ท่ีกําหนดใหเปนฟงกชันเกรเดียนตหรือไม 
4.1   

4.2  

4.3  

4.4  

4.5  

5. จงหาฟงกชันศักยของฟงกชันเกรเดียนต  ตอไปนี้ 

 5.1   

5.2   

5.3  

5.4   

5.5  

6. จงแสดงวาปริพันธตามเสนท่ีกําหนดใหในแตละขอเปนอิสระจากวิถี และหาคาปริพันธ 

 6.1   

 6.2   
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 6.3   

 6.4  

 6.5  

7. จงหาคาปรพัินธตามเสนท่ีกําหนดใหตอไปนี้ 

 7.1  เม่ือ  เปนเสนโคง  จากจุด  ไปยังจุด 

 

 7.2  เม่ือ  เปนวงรี  ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 7.3   

เม่ือ  จากจุด  ไปจุด  

7.4  เม่ือ  เปนรอยตัดของระนาบ  และ 

จากจุด ไปจุด  

7.5 เม่ือ  เปนรอยตัดของ 

 จากจุด ไปจุด   

8. จงใชทฤษฎีบทของกรีนคํานวณคาปริพันธตามเสนโคงท่ีกําหนดใหตอไปนี้ ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา 

 8.1   

เม่ือ  เปนครึ่งวงกลม  และ  

 8.2   

เม่ือ  เปนสี่เหลี่ยมซ่ึงมีจุดตอไปนี้เปนจุดยอด  

 8.3   

  เม่ือ  เปนสามเหลี่ยมซ่ึงมีจุดตอไปนี้เปนจุดยอด  

 8.3   

  เม่ือ  เปนวงกลม   

 

 4,0,8

0,1,4

sin cosydx x ydy dz 

   
 

 4,2,3
2 2 2 3

1,0,0

2 3 2 2x z dx y z dy zy xz dz   

 

 1,4,2

1,1,2

3 3 3yzdx xzdy xydz 

   2 4 2 3
C

x dx y dy   C 4xy   4,1

 2,2

   2 24 4
C

x dx y dy   C
2 2

1
4 9
x y

 

     2 2 22 2 2
C

xz y dx xy z dy yz x dz    

     2 2: 1 2C r t t i t j t k    


 

  1,0, 2  3,4,6

  22 2 6 3
C

ydx x yz dy y dz   C 2 6x y 

3x z   0,3,3  4,1, 1

     cos sin cos
C

y x xy x dx x x dy       C

2 2, 4x y z    2,0,4  2,2,4

   2 4 2 4

C

y x dx x y dy  
C 2 2 9x y  0y 

   2sin y

C

x xy dx e x x dy   
C        0,0 , 2,0 , 2,2 , 0,2

   2 33 ln 2x

C

e y y dx y x x dy    
C      0, 4 , 4,0 , 0,4

   2 2 24 2
C

x dx x y dy 
C  2 22 4x y  



ตัว
อย
่าง

 353 

 8.5   

  เม่ือ  เปนเสนโคงปด ท่ีประกอบดวย  และเสนตรง  

9. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคงท่ีเกิดจากการตัดกันระหวางพาราโบลอยด  และระนาบ 

 
10. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง  ท่ีอยูเหนือสามเหลี่ยมท่ีลอมดวยเสนตรง 

และ  ในระนาบ  

11. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง  ท่ีอยูเหนือบริเวณสี่เหลี่ยม และ 

 ในระนาบ  

12. จงหาพ้ืนท่ีผิวสวนหนึ่งของกรวยกลม  ซ่ึงอยู เหนือบริเวณระหวางวงกลม 

 และวงรี  ในระนาบ  

13. จงหาพ้ืนท่ีผิวโคง ในจตุภาคท่ีหนึ่งซ่ึงตัดจากทรงกระบอก  โดยระนาบ  และ 

 

14. จงหาคาปรพัินธตามผิว  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

 14.1   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และดานลางดวยระนาบ  

14.2   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย  และอยูภายในทรงกระบอก  

14.3   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   

14.4   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   และ  

14.5   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย เม่ือ   และ  

15. จงหาคาปรพัินธตามผิว  เม่ือกําหนด  และ  ตอไปนี้ 

15.1   

      เ ม่ือ  เปน พ้ืนผิว กําหนดโดย  ซ่ึ งอยู เหนือบริ เวณสี่ เหลี่ยม
 

15.2   

      เม่ือ เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และอยูภายในทรงกระบอก  

   3 2 2x

C

xy e dx x y dy  
C 2 2 1x y  2x 

2 2 0x y z  

2z 
2 2 2 0x y z   2, 0x y 

3y x XY
2 2 ln 15 0x x y z    1 2x 

0 1y  XY
2 2z x y 

2 2 1x y  2 29 4 36x y  XY
3
22

3
y z 1x 

16
3

y 

S

fdS f S

  2 2,f x y x y 

S 2 21z x y   0z 

  2 2 2, ,f x y z x y z  

S 1z x  2 2 1x y 

  2 2, ,f x y z x y 

S 2 24z x y   2 20 4x y  

  2 2, ,f x y z x y z  

S z x y  0 1x  0 1y 

 , ,f x y z xy

S 24z x  0 2x  0 1y 

S

F NdS
 

F


S

 , , 2 3F x y z xi yj zk  



 

S 15 12 3 6x y z  
0 1,0 1x y   

 , ,F x y z xi yj 


 

S 2 21z x y   2 2 1x y 
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15.3   

      เม่ือ เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย ภายในทรงกระบอก  

15.4   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย และ   

15.5   

      เม่ือ  เปนพ้ืนผิวกําหนดโดย  เหนือบริเวณสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 

  

15.จงใชผลของทฤษฎีบทของสโตกสคํานวณคา  

15.1  เหนือครึ่งวงกลม  

15.2  เ ห นื อ ส า ม เ ห ลี่ ย ม ท่ี ล อ ม ด ว ย ร ะ น า บ 

 และแกนพิกัดท้ังสาม 

15.3  เหนือพาราโบลอยด   และเหนือระนาบ  
ดวยเวกเตอรตั้งฉากท่ีพุงออก 

15.4  เ หนื อ ผิ ว โ ค ง ท่ี เ ป น ส ว นหนึ่ ง ข อ ง ร ะ น า บ 

 ในจตุภาคท่ี 1 

15.5  เหนือผิวโคงครึ่งทรงกลม  

16. จงใชทฤษฎีไดเวอรเจนสคํานวณคา  เม่ือ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีตั้งฉากท่ีชี้

ออกนอกผิวโคง 

16.1  เปนผิวโคงของรูปทรงลูกบาศกท่ีลอมดวยระนาบพิกัดท้ัง

สามและระนาบ  และ  

16.2  เปนผิวโคงของกระบอกท่ีลอมดวย 

 และ  

16.3 เปนผิวโคงของกระบอกท่ีลอมดวย  
และ  

16.4 เปนผิวโคงรูปทรงหาเหลี่ยมในจตุภาคท่ี 1 ท่ี

ลอมดวยระนาบ  และระนาบพิกัดท้ังสาม 

16.5 เปนเสนโคงของกรวยกลม  และ  
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
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 
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3 3 3 ;F x i y j z k  
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