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บทท่ี 1 
บททวน 

 
 การนับจํานวนตาง ๆ มีมาต้ังแตสมัยโบราณ มนุษยสามารถนับจํานวนตาง ๆ โดยมีความคิด
วาเม่ือเพ่ิมสิ่งใดสิ่งหนึ่ง ก็จะไดสิ่งนั้น“มากข้ึน” และถาเอาสิ่งนั้นออกไปจะทําใหสิ่งนั้น“ลดลง” ซ่ึงตอมา   
มีการใชนิ้วมือแทนสิ่งท่ีตองการนับ เชน หนึ่งนิ้วแทนสัตวหนึ่งตัวหรืออาจใชสิ่งของแทนจํานวนสิ่งท่ี
ตองการนับ เชน จํานวนกอนหินในถุง เทากับจํานวนแกะ ท่ีเอาออกจากคอก และยังพบวา ใชการขีด
เขียนบนพ้ืนดิน การสลักบนตนไม แทนจํานวน เม่ือสังคมมีความเจริญข้ึน มีการ ใชสัญลักษณ        
แทนจํานวน ซ่ึงพบวาในสมัยโบราณยงัไมพบการใชสัญลักษณใดแทนจํานวน “ศูนย”  
 

1.1 ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวน 
 

ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวนอาจแบงไดเปน 4 ลักษณะดังนี้ 
1. ระบบการรวมพวกอยางงาย (simple grouping system) ซ่ึงแบงออกเปน 4 แบบ 

1.1 ตัวเลขอียิปตโบราณ (egyptian hieroglyphics) เปนตัวเลขท่ีใชราว 3,400 ป
กอน คริสตศักราช ซ่ึงชาวอียิปตในลุมน้ําไนล ทําบันทึกลงบนหินและเขียนลงบนกระดาษชนิดหนึ่งท่ี
เรียกวา พาไพรัส สัญลักษณท่ีใชเรียกวา hieroglyphics ซ่ึงใชฐานสิบ แตไมมีคาประจําตําแหนงและ
ไมมีศูนย สัญลักษณท่ีใช ดังตารางท่ี1.1.1 
 

ตารางท่ี 1.1.1 ตัวเลขอียิปตโบราณ 
 

จํานวน สัญลักษณ แทนดวย 

1 
 

ขีดหรือเสา 

10  เกือกมา 

100  เชือกขดเปนวง 

1,000 
 

ดอกบัว 

10,000 
 

นิ้วชี ้

100,000 
 

กบ 

1,000,000 
 

เทพเจายกมือ 
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 2 

ชาวอียิปตเขียนจํานวน โดยนําสัญลักษณตาง ๆ มารวมกันโดยเขียนจํานวนนอยไวดานซายดังตัวอยาง 
 

ตัวอยาง 1.1.1  
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 1 1  2  

 
10 10 10   30  

 
1,000 1,000  2,000  

 200 20 5   225  

 
3,000 200 40 4    3,244  

  

1.2 ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน (sumer and babylon) อักษรซูเมอรและบาบิโลน
เปนอักษรท่ีจัดวาเกามาก ใชในเมโสโปเตเมีย  ตอนใต ตั้งแตราว 4,457 ปกอนพุทธศักราช พัฒนาจาก
การบันทึกบนดินเหนียวท่ีเริ่มมีมาตั้งแต 7,457 ปกอนพุทธศักราช มาเปนอักษรรูปลิ่ม อักษรนี้เกิดจาก
แนวคิดของชาวซูเมอรและบาบิโลน ในการเก็บรักษาแผนดินเหนียวท่ีใชนับผลผลิตทางเกษตรกรรม
และอุตสาหกรรมไมใหสูญหาย และสามารถจดจําไดวา มีจํานวนเทาใดและใชนับอะไร โดยการกดรอย
ใหเปนสัญลักษณลงบนแผนดินเหนียวท่ีใชเก็บขณะยังเปยกอยู ตอมาจึงเลิกใชแผนดินเหนียว หันมา
เขียนเครื่องหมายลงบนดินเหนียวท่ียังเปยกอยูแทน รวมท้ังพัฒนาสัญลักษณในการนับข้ึนใชแทน   
การวาดภาพหรือเครื่องหมายซํ้า ๆ กันหลายอัน การบันทึกแบบนี้พบในเมืองของชาว ซูเมอร เชน     
อูรุก จัมคัต นาสร เม่ือราว 2,757 ปกอนพุทธศักราช การเขียนครั้งแรกเขียนจากบนลงลาง ตอมา
เปลี่ยนเปนจากซายไปขวา (คาดวาเม่ือราว 2,457 ปกอนพุทธศักราช) โดยหมุนรูปอักษรไป 90 องศา 
ทวนเข็มนาฬิกา และรูปอักษรเริ่มเปลี่ยนจากเสนตรงและเสนโคงเปนรูปลิ่ม ตอมา เม่ือ 2,257 ปกอน
พุทธศักราช เริ่มมีการพัฒนาระบบการเขียนเพ่ือใชแทนหนวยเสียง มีคําพองเสียงท่ีใชแทนคําท่ีออก
เสียงเหมือนกัน แตมีความหมายตางกันมาก ท้ังนี้เพราะในภาษาซูเมอรมีคําท่ีเปนคําโดดมาก 
ตัวอยางเชน อักษรท่ีใชแทนเสียง “ti” (ลูกศร) เหมือนกับท่ีใชแทนเสียง “til” (ชีวิต) เม่ือระบบการ
เขียนพัฒนามากข้ึน การจําแนกระหวางอักษรท่ีใชแทนคํากับอักษรท่ีใชแทนพยางคทําไดยากข้ึน มี
การพัฒนาอักษรท่ีเปนศัพทกําหนด ใชนําหนาหรือตามหลังสัญลักษณ ท่ีแทนเสียงของคําเพ่ือบอก
ความหมาย ระบบการนับในภาษาซูเมอรและอักษรรูปลิ่มอ่ืน ๆ เปนท้ังเลขฐาน 10 และเลขฐาน 60 
โดยมีสัญลักษณเฉพาะของเลขแตละฐาน รวมท้ังการรวมกัน และการยกกําลังของตัวเลขเหลานั้น เชน 
เลข 9 ใชสัญลักษณของเลข 1 จํานวน 9 ตัว เลข 10 ใชสัญลักษณของ เลข 10 ตัวเดียว เลข 60      
ใชสัญลักษณของเลข 60 และเลข 70 ใชสัญลักษณของเลข 60 กับเลข 10 เลขฐาน 60 ในปจจุบัน    
ยังใชเปนหนวยของเวลาและมุมในวงกลม ชาวเมโสโปเตเมียรุนหลัง ๆ ไดแกชาวบาบิโลเนีย           
ชาวอัสซีเรีย และชาวเปอรเซีย ปรับปรุงระบบเลขของชาวซูเมอร มาเปนระบบท่ีข้ึนกับตําแหนง    
แบบเดียวกับระบบท่ีใชอยูในปจจุบัน ซ่ึงลดจํานวนสัญลักษณลงมาก ชาวแอกแคดไดพัฒนาอักษร    ซู

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%A3
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B9%82%E0%B8%AA%E0%B9%82%E0%B8%9B%E0%B9%80%E0%B8%95%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%B5%E0%B8%A2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E%E0%B8%B8%E0%B8%97%E0%B8%98%E0%B8%A8%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B8%8A
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%B9%E0%B8%9B%E0%B8%A5%E0%B8%B4%E0%B9%88%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%8A%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B8%8B%E0%B8%B9%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%AD%E0%B8%A3%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%81%E0%B8%A9%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B8%E0%B8%95%E0%B8%AA%E0%B8%B2%E0%B8%AB%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%A3%E0%B8%A1
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%84%E0%B8%B3%E0%B8%9E%E0%B9%89%E0%B8%AD%E0%B8%87%E0%B9%80%E0%B8%AA%E0%B8%B5%E0%B8%A2%E0%B8%87&action=edit&redlink=1
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%A9%E0%B8%B2%E0%B8%8B%E0%B8%B9%E0%B9%80%E0%B8%A1%E0%B8%AD%E0%B8%A3%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B8%82%E0%B8%90%E0%B8%B2%E0%B8%99_10
http://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B8%82%E0%B8%90%E0%B8%B2%E0%B8%99_60&action=edit&redlink=1
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เมอรมาใชเขียนภาษาของตน ท่ีจริงแลวภาษาซูเมอรเลิกใชพูดตั้งแต 1,257 ปกอนพุทธศักราช     แต
ยังคงใชเปนภาษาเขียน เชนเดียวกับการใชภาษาละตินในยุโรปยุคกลาง ทําใหมีการใชภาษาซูเมอร
ตอมาจนถึงราว  พ.ศ. 643 ดังตารางท่ี 1.1.2 

 

ตารางท่ี 1.1.2 ตัวเลขบาบิโลเนีย 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 

1 หรือ60  8 หรือ608 
 

2 หรือ602 
 9 หรือ609 

 
3 หรือ603 

 10 หรือ10×60  

4 หรือ604 
 

20 หรือ10×602 
 

5 หรือ605 
 

30 หรือ10×603 
 

6 หรือ606 
 

40 หรือ10×604 

 

7 หรือ607 
 

100 หรือ60100 
 

  
  ชาวบาบิโลนเปนผูเริ่มตนแนวคิดเก่ียวกับคาประจําหลัก คือ ใชสัญลักษณตัวเดียวกับ
ตัวแทนจํานวนท่ีตางกัน ท้ังนี้ ข้ึนอยูกับตําแหนงของตัวเลขนั้น  
 

ตัวอยาง 1.1.2 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

  

20 9  หรือ 

 2 910 60 60   
29  หรือ 

161.01 10  

  

100 40 6   หรือ 

 100 4 660 10 60 60    
146หรือ 

1776.53 10  

 
 
 
 

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%A9%E0%B8%B2%E0%B8%A5%E0%B8%B0%E0%B8%95%E0%B8%B4%E0%B8%99
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1.3 ตัวเลขกรีกโบราณ (herodianic greek) เปนตัวเลขท่ีเขียนแบบรวมพวกอยางงาย 
โดยใชระบบเลขฐาน ในสมัยตน ๆ ชาวกรีกใชสัญลักษณแทนจํานวนดังตารางท่ี 1.1.3 
 
ตารางท่ี 1.1.3 ตัวเลขกรีกโบราณ 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 
1 | 10  
2  50  
3  100  
4  500  
5  1,000  
6  5,000  
7  10,000  
8  50,000  
9    

 
ตัวอยาง 1.1.3 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 100 100 10 5 2     217 

 
1,000 100 10 10 5 3      1,128 

 1,000 1,000 1,000 500 300 7      3,807 

 50,000 5,000 500 50 5     55,555 
 

1.4 ตัวเลขของชาวโรมัน เปนตัวเลขท่ียังพบอยูในปจจุบัน สัญลักษณท่ีชาวโรมันประดิษฐ
ดังตารางท่ี 1.1.4 
 

ตารางท่ี 1.1.4 ตัวเลขโรมัน 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 
1 I  6 VI  15 XV  90 XC  
2 II  7 VII  20 XX  100 C  
3 III  8 VIII  40 XL  500 D  
4 IV  9 VIIII  50 L  900 CM  
5 V  10 X  60 LX  1,000 M  
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ชาวโรมันนําสัญลักษณ มาเขียนเรียงกัน หลักการเขียนตัวท่ีมีคานอยเขียนตามหลัง
หมายความวานําไปบวกกับตัวหนา  ตัวท่ีมีคานอยเขียนขางหนาหมายความวานําไปลบออกจากตัว    
ท่ีตามหลัง  ตัวเลขท่ีมีคาเทากันมาเขียนเรียงกัน หมายถึงเอาจํานวนนั้นมาบวกกัน ตัวอยางเชน  
 

ตัวอยาง 1.1.4  
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

IIV  5 – 2 3 

VII  5 + 2 7 

XIV  10 + (5 – 1)  14 

LXIX  50+10+(10 – 1 ) 69 

DXXX  500+10+10+10 530 

DCCVII  500+100+100+7 707 

MDCCC  1,000+500+100+100+100 1,800 
   
 2 ระบบการรวมพวกโดยการคูณ (multiplicative grouping system) 
 

 เปนระบบท่ีเขียนโดยเลือกฐานกอน เชน ฐาน a  จะไดเลขโดดเปน 1,2,3,..., 1a  จากนั้น 

จะมีสัญลักษณท่ีแทน 2 3, , ,...a a a  แลวเขียนสัญลักษณเหลานี้ผสมกันแบบคูณกัน ตัวอยางของการ
เขียนตัวเลขนี้ ไดแก ตัวเลขจีน และญี่ปุน ซ่ึงมี 10 ฐาน สัญลักษณท่ีใชมี 12 ตัว ดังตารางท่ี 1.1.5 
 

ตารางท่ี 1.1.5 ตัวเลขจีน 
 

จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ จํานวน สัญลักษณ 

1  5   9   

2   6   10   

3   7   100   
4   8   1,000   

 

ตัวอยาง 1.1.5 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน  สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 9 
9 10 90    

5 5×1,000 = 5,000 

 10  
1,000 

 4 4 1 4    2 2×100 = 200 

รวมเปนจํานวน 94  
 

100 

รวมเปนจํานวน 5,200 
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1.3 ระบบไซเฟอร (cyphered numeral system) 
 

เปนระบบท่ีใชสัญลักษณเปนจํานวนมากโดยเลือกฐานข้ึนมากอน เชน ฐาน b โดยมีเลข
โดด ไดตัวเลข 1,2,3,..., 1b  ไดสัญลักษณโดยแทนดวย   2 2 2, 2 ,3 ,..., 1 , , 2 ,3 ,b b b b b b b b  

 2 24 ,..., 1b b b  เชน ตัวเลขแบบพราหมณฮินดู แบบยิว ไอโอนิกกรีก เรียกตัวเลขในระบบนี้วา 

ตัวเลขแบบไอโอนิกกรีก ดังตารางท่ี 1.1.6 
 
ตารางท่ี 1.1.6 ตัวเลขแบบไอโอนิกกรีก 
 

จํานวน สัญลักษณ คําอาน  จํานวน สัญลักษณ คําอาน 

1   หรือ  Alpha 50    หรือ  Nu 

2    หรือ  Beta 60    หรือ   Xi 

3    หรือ  Gamma 70    หรือ  Omcron 

4    หรือ  Delta 80    หรือ  Pi 

5    หรือ  Epsilon 90    หรือ  Iota 

6     Obsolete digamma 100  P  หรือ  Rho 

7    หรือ  Zeta 200    หรือ  Siggma 

8    หรือ  Eta 300    หรือ  Tau 

9    หรือ  Theta 400    หรือ  Upsilon 

10    หรือ  Iota 500    หรือ  หรือ   Psi 

20    หรือ  Kappa 600    หรือ  chi 

30    หรือ  Lambda 700    หรือ  Psi 

40    หรือ  Mu 800    หรือ   Omega 

 
ตัวอยาง 1.1.6 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

  10 4  14  
  10 7  17  
  600 40 4   644   
  800 50 6   856   
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1.4 ระบบตําแหนง (positional numeral system) 
 

เปนระบบท่ีใชกันอยูในปจจุบัน ท่ีเรียกวา ระบบฮินดูอารบิก(Hindu Arabic system ) 
เปนตัวเลขซ่ึงอยูในระบบตําแหนง พบวาแตละตัวมีคาไดหลายคาข้ึนอยู กับตําแหนงท่ีอยูนั้น  
โดยท่ัวไปจะเลือกฐานกอน เชน ฐาน b  จะมีตัวเลขอยู b  ตัว จากนั้นก็มีสัญลักษณแทนตัวเลข
0,1,2,..., 1b  สวนจํานวนอ่ืน ๆ จะใชสัญลักษณ b  ตัวนี้ โดยเขียนในรูปผลบวกของกําลังของ b  
 

 1 1 1 1 0...n n n nN a b a b a b a       โดยท่ี 0 ia b   ซ่ึง 1,2,3,...,i n    
 

ระบบท่ีใชหลักการนี้คือ 
 1. แบบ summer และBabylon ซ่ึงไดกลาวมาขางตน ซ่ึงเม่ือ ตองการจะเขียนจํานวนท่ี 
มากกวา 60 ใชการเขียนในรูปแบบจํานวนท่ีอยูในรูปการคูณของจํานวนกับกําลังของ 60 
 2. แบบมายัน (mayan numeral system) ในสมัยกอนท่ีโคลัมบัสพบซีกโลกตะวันตกนั้น 
ชนเผามายันไดอาศัยอยูในอเมริกากลาง และแม็กซิโก เปนชาติท่ีมีความเจริญรุงเรืองมาแลว ชาวมา
ยันใชตัวเลขท่ีมีคาประจําตําแหนง เปนระบบเลขฐาน 20 และเปนชาติแรกท่ีมีสัญลักษณแทนจํานวน
ศูนย สัญลักษณท่ีใชแทนจํานวนของชาวมายัน มีดังนี้ 
             การเขียนตัวเลขแทนจํานวนใหญ ๆ  ของชาวมายันใชวิธีการเดียวกันกับของจีน คือ เขียน
ในแนวตั้ง เรียงจากมากลงมาหานอย  
           เขียนตัวเลขหลักหนวยไวตําแหนงลางสุด 
            เขียนตัวเลขหลักท่ีสองเหนือหลักหนวย หลักท่ีสองมีคาประจําตําแหนงเปน 20 เทาของ
จํานวนในหลักนี้ 
            เขียนตัวเลขหลักท่ีสามเหนือหลักท่ีสอง หลักท่ีสามมีคาประจําตําแหนงเปน 18 X 20 เทา
ของจํานวนในหลักนี้ 
          เขียนตัวเลขหลักท่ีสี่ ท่ีหา ท่ีหก,... เหนือหลักท่ีตํ่ากวาไปตามลําดับ คาประจําตําแหนง      
จะเปน 18 X 202, 18 X  203, 18 X 204,... เทาของจํานวน ในแตละหลักตามลําดับ สัญลักษณ       
20 ตัว ดังตารางท่ี 1.1.7    
 

ตารางท่ี 1.1.7 ตัวเลขมายัน 
 

จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน จํานวน ตัวเลขมายัน 

1  6   11  16   

2   7   12   17   

3   8   13   18   

4   9   14   19   

5   10   15   0   
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ตัวอยาง 1.1.7 
 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 

สัญลักษณ ความหมาย จํานวน 

 
27 18 20   50,400 

 
29 18 20   64,800 

 10 18 20   3,600  16 18 20   5,760 

 18 20  360  3 20  60 

 7  7 
 

17 17 

รวมเปนจํานวน 54,356 รวมเปนจํานวน 70,632 

  
 1.5 ระบบฮินดูอารบิก (hindu arabic system) 
 

 เลขระบบนี้เปนตัวเลขท่ีใชแพรหลายในปจจุบัน สัญลักษณท่ีใชท้ังหมดมี 10 ตัว คือ 
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ใชระบบเลขฐานสิบ หรือเรียกอีกอยางวาเลขระบบทิศนิยมนําสัญลักษณตาง ๆ     
นี้มาเขียนในแนวราบและตําแหนงของตัวเลขมีความสําคัญดังนี้ 

ตัวขวาสุดแทนหลักหนวย     มีคาประจําตําแหนงคือ 010  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหนึ่งตําแหนง เรียกวาหลักสิบ  มีคาประจําตําแหนงคือ 110  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสองตําแหนง เรียกวาหลักรอย มีคาประจําตําแหนงคือ 210  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสามตําแหนง เรียกวาหลักพัน    มีคาประจําตําแหนงคือ 310  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือสี่ตําแหนง เรียกวาหลักหม่ืน     มีคาประจําตําแหนงคือ 410  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหาตําแหนง เรียกวาหลักแสน    มีคาประจําตําแหนงคือ 510  
ตําแหนงถัดมาทางซายมือหกตําแหนง เรียกวาหลักลาน   มีคาประจําตําแหนงคือ 610  
ตอไปเรื่อย ๆ  

 
ตัวอยาง 1.1.8  
 
สัญลักษณ แทนจํานวนท่ีมาจาก 

8,230         3 2 1 08 10 2 10 3 10 0 10        

71,825           4 3 2 1 07 10 1 10 8 10 2 10 5 10          

234,529             5 4 3 2 1 02 10 3 10 4 10 5 10 2 10 9 10            

1,623,862               6 5 4 3 2 1 01 10 6 10 2 10 3 10 8 10 6 10 2 10              
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1.2 โครงสรางของคณิตศาสตร  
 

โครงสรางของวิชาคณิตศาสตร มีสวนประกอบสําคัญ 4 ประการ คือ 
1. อนิยาม (undefined terms) หมายถึง คําท่ีไมตองใหความหมายหรือ คําจํากัดความ 

แตเม่ือกลาวถึงตองมีความเขาใจตรงกัน เนื่องจากมีความหมายชัดเจนอยูในตัวเอง เปนคําท่ีทุกคน
เขาใจตรงกันวาหมายถึงสิ่งใด โดยอาจจะใชวิธีการยกตัวอยางหรือใชความเขาใจดวยปฏิภาณ ตัวอยาง
ของ อนิยามในคณิตศาสตร เชน จุด เสนตรง เทากัน มากกวา นอยกวา คาคงท่ี เซต ระนาบ 

2. นิยาม (definition or defined terms) หมายถึง คําหรือขอความท่ีมีการใหความหมาย 
หรือคําจํากัดความไวชัดเจน โดยการนําอนิยามมาอธิบายหรือกําหนดคุณลักษณะของสิ่งเหลานั้น เชน 
มุมฉาก หมายถึง มุมท่ีมีขนาด 90 องศา หรือคําวา “ เสน ” ไปนิยามคําวาเสนตรง เสนขนาน 

3. สัจพจน (axioms) หรือกติกา (postulate) หรือขอตกลงเบื้องตน (assumption) 
หมายถึง ขอความท่ีตกลงหรือยอมรับวาเปนจริง โดยไมตองพิสูจน มักจะแสดงความสัมพันธของนิยาม
หรืออนิยาม ท่ีเปนพ้ืนฐานมากจนไมจําเปนตองพิสูจน เชน เสนขนานยอมไมตัดกันเลย 

4. ทฤษฎีบท (theorems) หมายถึง ผลสรุปท่ีไดจากขอมูลชุดหนึ่ง สามารถพิสูจนไดวาเปน
จริง ทุกกรณี การพิสูจนทฤษฎีจะใชวิธีการใหเหตุผลทางตรรกศาสตร โดยการนําเอานิยาม สัจพจน 
หรือทฤษฎีบทท่ีไดพิสูจนแลวไปสนับสนุนใหเปนเหตุเปนผล เพ่ือแสดงวาทฤษฎีเปนจริง ความเปนจริง
ในทุกกรณีของทฤษฎีทางคณิตศาสตร หมายถึง ความสมเหตุสมผล ไมไดหมายถึงขอเท็จจริง แตความ
สมเหตุ สมผล อาจจะตรงกับขอเท็จจริงทุกกรณีก็ได ข้ึนอยูกับกติกาท่ีใชเปนฐานของทฤษฎีนั้น       
ถากติกาตรงกับขอเท็จจริง ทฤษฎีท่ีพิสูจนโดยใชกติกานั้นอางอิงเปนเหตุเปนผลยอมเปนจริง ตรงกับ
ขอเท็จจริงดวย เชน เสนตรง สองเสนตัดกัน มุมตรงขามยอมเทากัน 

 

1.3 โครงสรางของระบบจํานวน 
 

ในการศึกษาวิชาคณิตศาสตร การศึกษาระบบจํานวนเปนสิ่งท่ีสําคัญ เพราะระบบจํานวน
จะเปนการศึกษาถึงสัญลักษณท่ีใชแทนจํานวนตาง ๆ   ตลอดจนการดําเนินการทางคณิตศาสตร เชน 
การบวก ลบ คูณ และหาร จํานวนตาง ๆ  ซ่ึงกระบวนการนี้ เรียกวา การดําเนินการทางพีชคณิตของ
ระบบจํานวนและยังเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญตอการเรียนในวิชาคอมพิวเตอรในการเขียนอัลกอริทึมอีกดวย 
กอนท่ีจะศึกษาระบบจํานวนจึงตองมาทําความเขาใจถึงสัญลักษณท่ีใชกอนดังตอไปนี้ 

จํานวนธรรมชาติ (natural number) หรือจํานวนนับ หรือจํานวนเต็มบวก (positive 
integers) คือ จํานวนท่ีประกอบดวยสมาชิก 1,2,3,... ใชสัญลักษณแทนดวย N  (จํานวนธรรมชาติ) 
หรือ Z + (จํานวนเต็มบวก) สามารถเขียนเซตจํานวนนับไดดังนี้  1,2,3,...N    

จํานวนเต็มศูนย (zero integer) หรือจํานวนศูนย คือ จํานวนท่ีมีสมาชิกเพียงตัวเดียว คือ 0 
ใชสัญลักษณแทนดวย 0Z  สามารถเขียนเซตจํานวนศูนยไดดังนี้  0 0Z   

จํ านวน เต็ มลบ  (negative integers) คื อ  จํ านวน ท่ี มี สมาชิ ก  คื อ  1, 2, 3,...                  

ใชสัญลักษณแทนดวย Z สามารถเขียนเซตจํานวนเต็มลบไดดังนี้  1, 2, 3,...Z      
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จํานวนเต็ม (integers) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนจํานวนเต็มบวก จํานวนเต็มศูนย และ
จํานวนเต็มลบ ใชสัญลักษณแทนดวย Z  สามารถเขียนเซตจํานวนเต็มไดดังนี้ 

 

    
 

0

..., 3, 2, 1,0,1, 2,3,...
Z Z Z Z
Z

   

   
 

จํานวนตรรกยะ (rational number) คือ จํานวนท่ีสมาชิกสามารถเขียนในรูปเศษสวน p
q

 

โดยท่ี p  และ q  เปนสมาชิกของจํานวนเต็ม และ q  ไมเทากับศูนย ใชสัญลักษณแทนดวย Q  
สามารถเขียนเซตจํานวนตรรกยะไดดังนี้  

| pQ x x
q

 
ซ่ึง p  และ q  เปนจํานวนเต็มโดยท่ี 0q   

 

 จํานวนอตรรกยะ (Irrational number) คือ จํานวนท่ีไมใชจํานวนตรรกยะหรือ จํานวนท่ีไม
สามารถเขียนในรูปเศษสวนของจํานวนเต็มได เชน , 2, 3,e  เปนตน ใชสัญลักษณแทนดวย Q   

 

จํานวนจริง (real number) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนตรรกยะกับจํานวนอตรรกยะ              
ใชสัญลักษณ แทนดวย R  จึงไดวา R Q Q   

จํานวนเชิงซอน (complex number) คือ จํานวนท่ีรวมจํานวนจริงกับเซตของจํานวน      
จินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย C  ซ่ึงเขียนสมาชิกของจํานวนเชิงซอนในรูป a bi  เม่ือ a  และb
เปนจํานวนจริง โดยท่ี 1i     

 
ภาพท่ี 1.3.1 โครงสรางระบบจํานวน 

จํานวนเชิงซอน

จํานวนจินตภาพ จํานวนจริง

จํานวนตรรกยะ

เศษสวนแท จํานวนเต็ม

จํานวนเต็มลบ จํานวนศูนย จํานวนเต็มบวก

จํานวนอตรรกยะ
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1.4 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 

 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร เปนเนื้อหาทางคณิตศาสตร ท่ีมีความสําคัญใชประกอบการพิสูจน
ทฤษฎีบทตาง ๆ  ซ่ึงมีเนื้อหาดังนี้ 
 
นิยาม 1.4.1 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร คือ ขอความท่ีวา 

ถา S  เปนเซตยอยของจํานวนธรรมชาติ ท่ีมีสมบัติดังนี้ 
  1. 1 S  และ 
  2. ถา n S  แลว 1n S   

แลวจะสรุปไดวา S  เปนเซตจํานวนธรรมชาต ิ
 

จากหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ถาตองการพิสูจนขอความท่ีมีตัวบงปริมาณ “สําหรับ
ทุก”  “for all” หรือ“  ” ท่ีอยูในรูป  n N P n      เปนจริง ตองใชทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 1.4.1 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1 (1st principle of mathematical induction)   

สําหรับจํานวนนับ n  ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวของกับ n  

 ถา  1.  1P เปนจริง  

 และ 2. ถา  P k  เปนจริง เม่ือ 1k   แลว  1P k   เปนจริงดวย 

  แลว  P n  เปนจริง ทุกจํานวนนับ n  
 

พิสูจน  ให   |S n N P n  เปนจริง  

 1. กําหนดให  1P  เปนจริง ดังนั้น 1 S  

 2. กําหนดใหขอ 2 ถา  P n  เปนจริง แลว  1P n  เปนจริง 

 จึงไดวา  ถา n S  แลว 1n S   ดวย 
ดังนั้น โดยขอความของหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรจะไดวา S  คือ เซตของจํานวนธรรมชาติ 
ซ่ึงแสดงวา  P n  เปนจริงสําหรบัทุกจํานวนธรรมชาติ n  

 
ตัวอยาง 1.4.1 จงพิสูจนวา   21 3 5 7 ... 2 1n n        สําหรับ n N   
 

วิธีทํา   ให   P n   แทนขอความ   21 3 5 7 ... 2 1n n         

1. พิจารณา   1P  แทนคา 1n   จะได 

       22 1 1 1   

    1 1  
แสดงวา  1P เปนจริง 
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2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา   21 3 5 7 ... 2 1k k        

 จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  

 โดยแสดงวา      21 3 5 7 ... 2 1 2 1 1 1k k k              

 พิจารณา         21 3 5 7 ... 2 1 2 1 1 2 1 1k k k k                    

                  22 2 1 1k k k       

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ   21 3 5 7 ... 2 1n n        
 

ตัวอยาง  1.4.2 จงพิสูจนวา 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
       สําหรับ n N     

 

วิธีทํา   ให   P n   แทนขอความ 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
       

1. พิจารณา  1P  แทนคา 1n   จะได  

 
     2 1 1 1 2 1 1

1
6

         

   1 1  
แสดงวา  1P เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

k k k
k

 
      

 จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  

 โดยแสดงวา  
     22 2 2 2 1 1 1 2 1 1

1 2 3 ... 1
6

k k k
k k

                  

 พิจารณา  
  

 2 22 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ... 1 1

6
k k k

k k k
 

           

         

 
 

 

 
  

   

     

2 1
1 1

6

2 2 3
1

6

1 2 2 3
6

1 1 1 2 1 1
6

k k
k k

k k
k

k k k

k k k

      
 
      
 

  


          

    

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ  n  ใด ๆ 
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
      
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ตัวอยาง 1.4.3 จงพิสูจน 3n n  หารดวย 3  ลงตัว  สําหรับ n N    
 

วิธีทํา  ให   P n   แทนขอความ 3n n  หารดวย 3 ลงตัว 

1. พิจารณา   1P  แทนคา 1n   จะได   

  31 1 0   ซ่ึงหารดวย 3 ลงตัว   
แสดงวา  1P   เปนจริง  

2.  ให  P k  เปนจริง นั่นคือ 3k k  หารดวย 3 ลงตัว 

จะแสดงวา  1P k  เปนจริง กลาวคือ ตองแสดงวา    31 1k k    หารดวย 3 ลงตัว 

เนื่องจาก 3k k   หารดวย 3 ลงตัว 
ดังนั้น  ให 3 3k k a   เม่ือ a  เปนจํานวนธรรมชาติ 

เพราะวา                         3 3 21 1 3 3 1 1k k k k k k          
3 2

3 2

3 2
3 3

k k k
k k k k

  

   
 

      

   
 

 

3 2

2

2

3

3 3

3

k k k k

a k k

a k k

   

  

  

   

เนื่องจาก 2a k k   เปนจํานวนธรรมชาติ จะไดวา    31 1k k    หารดวย 3 ลงตัว 

แสดงวา   1P k   เปนจริง 

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ  3n n  หารดวย 3  ลงตัว 
 
ตัวอยาง 1.4.4 จงพิสูจนวา 3 1 2n n   สําหรับทุก ๆ จํานวนธรรมชาติ n   
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  43 1 2n        

1. พิจารณา   1P  แทนคา  1n   จะไดวา 

    13 1 2 1   

     3 3   เปนจริง 
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. ให  P k เปนจริง นั่นคือ 3 1 2k k   

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือ  จะพิสูจนวา   13 1 2 1k k      

เนื่องจาก     13 3 3 3 1 2 3 6 3 2 1 2 1k k k k k k             

จะไดวา   13 1 2 1k k     

แสดงวา   1P k   เปนจริง 

ดังนั้น 3 1 2n n   สําหรับทุก ๆ จํานวนธรรมชาติ n  
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ทฤษฎีบท 1.4.2  ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม n  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็ม  และมี

คุณสมบัติดังตอไปนี้ 
1.  P a  เปนจริง และ 

2.  สําหรับจํานวนเต็ม  k  ซ่ึง k a   
    ถา  P k เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย 

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม n  ท่ี n a  
 

พิสูจน  เนื่องจาก n a  ดังนั้น , 1, 2, 3,...n a a a a     

 ถาให 1m n a    จะได 1,2,3,4,...m   

 และจะได  P n  ขอความ  1P m a   

 ในการพิสูจนวาขอความ  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

เปนการเพียงพอท่ีจะพิสูจนวาขอความ  1P m a   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m

 ให        Q m  แทน  1P m a   

จะไดวา  1Q   แทน  1 1P a   คือ  P a  

  Q k  แทน  1P k a    

และ  1Q k   แทน  1 1P k a    

 1   1Q  เปนจริงเพราะ  P a  เปนจริงตามกําหนดใหขอ  1  

 2  ถา  Q k เปนจริงจะได  1P k a   เปนจริงโดยท่ี 1k   

 จะได 1k a a    เม่ือ  1P k a   เปนจริง 

 จากท่ีกําหนดให ขอ  2  จะได  1 1P k a    เปนจริง 

 นั่นคือ  1Q k   เปนจริง  

จาก  1 และ  2  สรุปวา  Q m  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m  

ดังนั้น  1P k a   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m  ท่ี 1m  

แต 1n m a    เม่ือ 1m  จะไดวา n a  
จึงไดวา  P n   เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

 
ตัวอยาง 1.4.7 ถาให x  เปนจํานวนจริงบวกแลว จงพิสูจนวา  1 1nx nx    สําหรับทุก ๆ  

จํานวนเต็ม 2n  
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  1 1nx nx     

1. พิจารณา   2P  แทนคา 2n   จะได   

 2 21 1 2x x x     เนื่องจาก 0x และ 2 0x    

จะไดวา       21 2 1 2x x x      
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นั่นคือ    21 1 2x x                    

แสดงวา  2P  เปนจริง 

2. ให   P k  เปนจริง สําหรับจํานวนเต็ม 2k   นั่นคือ   1 1kx xk    เปนจริง 

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือจะพิสูจนวา    11 1 1kx x k
     

พิจารณา            1 21 1 1 1 1 1 1k kx x x kx x k x kx
             

 เนื่องจาก k  เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวา 2 และ 0x  และ 2 0x   

 จะไดวา     11 1 1kx x k
      

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น  1 1nx nx    สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม 2n  

 
ตัวอยาง 1.4.8 จงพิสูจน 33n n เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 4n  
 

วิธีทํา ให  P n แทนขอความ 33n n   

1. พิจารณา  4P  เม่ือ 4n   จะได  
4 33 4 เปนจริง 

แสดงวา  4P  เปนจริง 

2. ให  P k  เปนจริง สําหรับจํานวนเต็ม 4k   นั่นคือ 33k k เปนจริง 

จะแสดงวา  1P k   เปนจริง  กลาวคือจะพิสูจนวา  313 1k k   เปนจริง 

 จากสมบัติของจํานวนเต็ม นํา 3 คูณท้ังสองขาง จะไดวา 
1 3 3 3 3 23 3 3 1k k k k k k k         

ดังนั้น  313 1k k    

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น 33n n   เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 4n   
 

อาจจะแสดงวา  ขอความ  P n  ท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  เปนจริง สําหรับทุก ๆ 

จํานวนเต็มบวก n  ไดอีกวิธีหนึ่ง  โดยใชทฤษฎีบทตอไปนี้  

 
ทฤษฎีบท 1.4.3 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 (2nd principle of mathematical induction)    

ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  และมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 

1.  1P  เปนจริง และ 

2. ถา  P k  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก k   

ท่ี k m  เม่ือ m  เปนจํานวนเต็มบวก แลว  P m  เปนจริงดวย 

จะไดวา   P n   เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n  
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พิสูจน  ให   |S n N P n  เปนเท็จ   

 สมมติวา S   โดยมีการจัดอันดับท่ีดี จะมี m S  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดใน S  

 ดังนั้น  1P  เปนจริง ดังนั้น 1m  

 แสดงวา  P k  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนจริงบวก k  ท่ี k m  

 โดยสมมติฐานขอ 2 จะไดวา  P m  เปนจริง ซ่ึงผลท่ีได ขัดแยงกับ m S  

 ดังนั้น ท่ีสมมติวา S   เปนเท็จ แสดงวา S   

 นั่นคือ  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

หมายเหตุ  1. โดยท่ัวไปนิยมเรียกการพิสูจนหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 วาหลักอุปนัยอยาง
เขม (strong mathematical induction) 

    2. สามารถแสดงไดวาการพิสูจนใชทฤษฎีบท 1.3 อาจนําไปพิสูจนขอความท่ีเก่ียวกับ
จํานวนเต็ม n  ใด ๆ ท่ี n a  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
 
หลักอุปนัยอยางเขม (strong mathematical induction) 
 ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนเต็ม n  และ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึง 

  1.  P a  เปนจริง และ 

  2. ถา        , 1 , 2 ,..., 1P a P a P a P m    เปนจริง แลว  P m  เปนจริง 

จะไดวา  P n  เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

 
ตัวอยาง 1.4.9 พิจารณาลําดับ 1,3,4,7,11,18,29,47,76,... เรียกลําดับนี้วา ลําดับคูลัส (lucas 

sequence)  โดยท่ี 1 21, 3a a   และ 1 2n n na a a    สําหรับจํานวนเต็มบวก 

n  ท่ี 3n  จงพิสูจนวา 
7
4

n

na
    

 เปนจริง สําหรับจํานวนเต็มบวก n  

 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ 
7
4

n

na
    

 

1. พิจารณา  1P และ  2P  แทนคา 1n   และ 2n   จะได 

ถา 1n   จะได 
1

1
71
4

a
     

 

     ถา 2n   จะได 
2

2
73
4

a
     

 

แสดงวา  1P และ  2P  เปนจริง 

2. ให  P k  เปนจริงสําหรับทุก k m  เม่ือ 3m  

 ดังนั้น 
1

1
7
4

m

ma




    
 และ

2

2
7
4

m

ma




    
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 แต 
1 2 2

1 2
7 7 7 7 1
4 4 4 4

m m m

m m ma a a
  

 

                                     
  

 จึงไดวา 
2 27 11 7 7 7

4 4 4 4 4

m m m m

ma
                                             

 เปนจริง 

แสดงวา  P m  เปนจริง 

ดังนั้น 
7
4

n

na
    

เปนจริง สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

1.5 สรุป  
1. ระบบการเขียนตัวเลขแทนจํานวน สามารถแบงไดเปน 4 ลักษณะคือ ระบบการรวมพวก

อยางงาย ซ่ึงแบงออกเปน 4 แบบ คือ ตัวเลขอียิปตโบราณ ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน ตัวเลข
กรีกโบราณ และตัวเลขของชาวโรมัน ระบบการรวมพวกโดยการคูณ ระบบไซเฟอร และระบบ
ตําแหนง ระบบนี้ใชหลักการนี้คือ แบบ summer และbabylon  แบบมายัน และระบบฮินดูอารบิก 
 2. โครงสรางของคณิตศาสตร ประกอบดวย อนิยาม นิยาม สัจพจน และทฤษฎีบท  

3. โครงสรางของระบบจํานวน 

3.1 จํานวนธรรมชาติ ใชสัญลกัษณ N ซ่ึง  1,2,3,...N   

3.2 จํานวนเต็มศูนย ใชสัญลักษณ 0Z  ซ่ึง  0 0Z   

3.3 จํานวนเต็มลบ ใชสัญลักษณ Z ซ่ึง  1, 2, 3,...Z      

3.4 จํานวนเต็ม ใชสัญลักษณ Z ซ่ึง  ..., 3, 2, 1,0,1, 2,3,...Z       

3.5 จํานวนตรรกยะใชสัญลักษณ Q  ซ่ึง  | pQ x x
q

  ซ่ึง ,p q Z และ 0q   

3.6 จํานวนอตรรกยะใชสัญลักษณ Q   เชน , 2, 3,e  เปนตน  

3.7 จํานวนจริง ใชสัญลักษณ R  ซ่ึง R Q Q   

3.8 จํานวนเชิงซอน ใชสัญลักษณ C  ซ่ึงสามารถเขียนในรูป a bi  เม่ือ ,a b  เปน

จํานวนจริง และ 1i    
 4. หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร คือขอความท่ีวา ถา S  เปนเซตยอยของจํานวนธรรมชาติ 
ท่ีมีสมบัติดังนี้   

4.1 1 S   
4.2 ถา n S  แลว 1n S  แลว จะสรุปไดวา S  เปนเซตจํานวนธรรมชาติ  

 5. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1   
     ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนธรรมชาติ n  ถา                       

    5.1  1P เปนจริง และ 

    5.2 ถา  P k  เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย 

 แลวจะสรุปไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
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6. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ีใชพิสูจนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม โดย 
    ให  P n  แทนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็ม n  เม่ือ a  เปนจํานวนเต็ม  และมี

คุณสมบัติดังตอไปนี้ 
    6.1  P a  เปนจริง และ        

    6.2 สําหรับจํานวนเต็ม  k  ซ่ึง k a  ถา  P k เปนจริง แลว  1P k   เปนจริงดวย  

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็ม n  ท่ี n a  

   7. หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2  
     ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวกับจํานวนเต็มบวก n  และมีคุณสมบัติดังตอไปนี้ 

     7.1  1P  เปนจริง และ 

     7.2 ถา  P k  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก k  ท่ี k m  เม่ือ m เปน

จํานวนเต็มบวก แลว  P m  เปนจริงดวย จะไดวา   P n  เปนจริง สําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก n  

8. หลักอุปนัยอยางเขม  
     ให  P n  เปนขอความท่ีเก่ียวของกับจํานวนเต็ม n  และ a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ซ่ึง 

     8.1  P a  เปนจริง และ 

     8.2 ถา        , 1 , 2 ,..., 1P a P a P a P m    เปนจริง แลว  P m  เปนจริง 

จะไดวา  P n  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็ม n  ท่ี n a  
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แบบฝกหัด 1 
 

1. จงเปลี่ยนตัวเลขอียิปตโบราณท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 

1.1 
 

1.2  
 

1.2 
 

2. จงเปลี่ยนตัวเลขบาบิโลเนียท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
2.1 

 
2.2 

 
2.3 

   
3. จงเปลี่ยนตัวเลขกรีกโบราณท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 

3.1    
3.2  
3.3  

4. จงเปลี่ยนตัวเลขโรมันท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
4.1  XXVII  
4.2 CLII  
4.3 CMLVII  

5. จงเปลี่ยนตัวเลขไอโอนิกกรีกท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
5.1  TZB  
5.2 M  
5.3 K  

6. จงเปลี่ยนตัวเลขมายันท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
6.1  6.2  6.3 
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7. จงเปลี่ยนตัวเลขจีนท่ีกําหนดใหเปนเลขฮินดูอารบิก 
7.1  7.2  7.3 

     

 
 

 
 

 

  
 

 
 

 
 

 
 

 
    

 
    

 
    

 
 

8. จงพิสูจนวาขอความตอไปนี้เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก โดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 8.1  2 4 6 ... 2 1n n n       

 8.2  11 2 3 ... 1
2

n n n       

 8.3    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        

8.4  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

8.5     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            
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บทท่ี 2  
จํานวนธรรมชาต ิ

 
 บทนี้ศึกษาถึงสัจพจนของเปอาโน ความสัมพันธเทากับของจํานวนธรรมชาติ การบวกจํานวน
ธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการบวกจํานวนธรรมชาติ กาลบจํานวนธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการ
ลบจํานวนธรรมชาติ การคูณจํานวนธรรมชาติ ทฤษฎีบทสําหรับการคูณจํานวนธรรมชาติ ลําดับของ
จํานวนธรรมชาติ และทฤษฎีบทสําหรับลําดับจํานวนธรรมชาติ 
 

2.1 สัจพจนของเปอาโน 
 

 เซตของจํานวนธรรมชาติ N  เปนเซตท่ีสอดคลองกับสัจพจนท่ีมีชื่อวา สัจพจนของเปอาโน
(Peano’s axioms) ดังตอไปนี้ 

1. 1 เปนสมาชิกของจํานวนธรรมชาติ  1 N  

2. สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ จะมีพจนตามหลัง (successor) เพียงตัวเดียว พจน
ตามหลังของ n  ใชสัญลักษณแทนดวย n  

3. สําหรับทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ 1 ไมใชพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  1 n   

4. สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ m  ใด ๆ ถา m n  แลว m n   หรือในทางตรง
ขาม ถา m n  แลว m n   

5. หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา S  เปนเซตท่ีมีสมบัติ ดังนี้ 
  1. 1 S   

2. ถา n S  แลว n S   จากขอ 1 และ2 จะไดวา S N  
 
ตัวอยาง 2.1.1 จํานวนธรรมชาติ คือ 1,2,3,... สอดคลองกับสัจพจนของ เปอาโน ท้ัง 5 ขอ 

1. โดยสัจพจนขอ 1 ไดวา  1 N  
2. โดยสัจพจนขอ 2 มี 1 N    โดย  

   1 2   (1 มีพจนตามหลังคือ 2 ) 
   2 3  ( 2 มีพจนตามหลังคือ3 ) เปนตน 

3. โดยสัจพจนขอ 3 พบวา 1 ไมเปนพจนตามหลังของจํานวนใด  
4. โดยสัจพจนขอ 4 จาก  1 2  แลว 1 2   
5. หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร สมมติเซต S เปนเซตของจํานวนธรรมชาต ิ 

แลว แสดงใหไดวา S N  โดยการพิสูจนแบงออกเปน 2 ข้ันตอน คือ 
   1. แสดงใหไดวา 1 S   

2. ให n S  แลวตองแสดงใหไดวา n S   
ถาเปนจริงท้ัง 2 ขอ จะสรุปไดวา S N   
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2.2 ความสัมพันธเทากับ 
 

ความสัมพันธเทากับ เปนความสัมพันธระหวางสิ่งของสองสิ่งท่ีเปนสิ่งเดียวกัน ถาจํานวน
ธรรมชาติ m  เทากับจํานวนธรรมชาติ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  เม่ือสองจํานวนนั้นเปน
จํานวนเดียวกันโดยท่ีความสัมพันธเทากับมีสมบัติท่ีเรียกวา ความสัมพันธสมมูล 
 ความสัมพันธสมมูล (equivalent relation) คือ ความสัมพันธท่ีมีสมบัติดังนี้ เม่ือ ,m n  และ
p  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  
 1. สมบัติสะทอน (reflexive): m m  
 2. สมบัติสมมาตร (symmetric); ถา m n  แลว n m  
 3. สมบัติถายทอด (transitive); ถา m n  และ n p  แลว m p   
 
ทฤษฎีบท 2.2.1 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ n n  
 

พิสูจน  ให  S N  ซ่ึง  |S n N n n     

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1   
  จากสัจพจนขอ 3 ท่ีวา 1 ไมเปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ    

จึงได             1 1     
ดังนั้น 1 S  

2. ให n S  ดังนั้น n n  ตองการ n S   ตองแสดงวา  n n
    

จากสัจพจนขอ 4  n n   แลว  

                              n n
   

ดังนั้น n S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ n n  
 

2.3 การบวกจํานวนธรรมชาต ิ
 

นิยาม 2.3.1 จํานวนธรรมชาติ m  ผลบวกของ m  กับ 1 ใชสัญลักษณแทนดวย 1m  โดย 

1m m   
และสําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ผลบวกของ m  กับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  

ท่ีสมบัติวา                   m n m n     

 
ตัวอยาง 2.3.1 จากนิยาม   *1 1 1    

 *2 1 2    
 *3 1 3    
 *4 1 4    เปนตน 
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และ  1 2 3 4      หรือ 1 2 1 2 1 3 4        

                7 9 16 17    หรือ  7 9 7 9 7 10 17         

 
ทฤษฎีบท 2.3.1 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
   

พิสูจน  จํานวนธรรมชาต ิm  ใด ๆ ให S N ซ่ึง  |S n N m n    เปนจํานวนธรรมชาติ  

  1. ตองการ 1 S   ตองแสดงวา 1m S    
พิจารณา          1m m        
เนื่องจาก  m

 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m   
นั่นคือ    m  เปนจํานวนธรรมชาติ 
จึงได  1m  เปนจํานวนธรรมชาติ 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
   ตองการ n S   ตองแสดงวา  m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
 เนื่องจาก  m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  

จึงได            m n 
  เปนจํานวนธรรมชาติ  

  จากนิยาม      m n m n      

จึงได m n  เปนจํานวนธรรมชาต ิ
ดังนั้น n S    

โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
นั่นคือ ทุกจํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
 
ทฤษฎีบท 2.3.2 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ  ให S N  ซ่ึง  
            |S n N m n   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา 1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จากนิยาม  1m m    
เนื่องจาก m

 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m              
โดยสัจพจนขอ 2   m

 มีเพียงจํานวนเดียว 
จึงได          1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
ตองการ n S   ตองแสดงวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

               เนื่องจาก  m n    มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จึงได   m n 

  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
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  จากนิยาม           m n m n       

จึงได     m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
ดังนั้น n S   โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 2.3.3 สมบัติการบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา 

m n  แลว m p n p       
 

พิสูจน  จาก m n  มีความหมายวา m  และ n  เปนจํานวนเดียวกัน 
โดยทฤษฎีบท 2.3.1 และ2.3.2 สําหรับ p  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

    m p  จึงเปนจํานวนเดียวกับ n p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n  แลว m p n p    
 
ทฤษฎีบท 2.3.4 สมบัติการเปลี่ยนกลุมสําหรับการบวกให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ  
                       m n p m n p       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  
    |S p N m n p m n p         

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา    1 1m n m n       

พิจารณา         1m n m n 
          

    
 1

m n
m n

 

  
 

ดังนั้น 1 S  
  2. ให p S ดังนั้น    m n p m n p       

ตองการ p S  ตองแสดงวา    m n p m n p        

พิจารณา     m n p m n p
         

    

 

 

 

m n p

m n p

m n p







    

  

  

 

ดังนั้น p S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ    m n p m n p       
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ทฤษฎีบท 2.3.5 จํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ 1 1m m    
 

พิสูจน ให S N  ซ่ึง  | 1 1S m N m m      

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1 1    
พิจารณา       *1 1 1     

1 1   
ดังนั้น 1 S   
2. ให m S  ดังนั้น 1 1m m    ตองการ m S   ตองแสดงวา 1 1m m      

  พิจารณา            1 1 1m m      

      1 1m    

      1 1m        

     1 m   
ดังนั้น m S    

โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ 1 1m m     
 
ทฤษฎีบท 2.3.6 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการบวก ให m และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ 

m n n m     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  |S n N m n n m       

 1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา     1 1m m    
จากทฤษฎีบท 2.3.5   1 1m m     เปนจริง 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n n m    ตองการ n S   ตองแสดงวา m n n m      

  พิจารณา            m n m n                 

      
 

1

1

n m
n m

n m

 

  

  

 
 1n m

n m

  

 
 

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n ใด ๆ  m n n m     
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ทฤษฎีบท 2.3.7 สมบัติการตัดออกสําหรับการบวก ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ   

ถา m n m p    แลว n p  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n และ p ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  

 |S m N m n m p      แลว n p  

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา ถา 1 1n p   แลว n p   

ให            1 1n p    
              1 1n p    
           n p   

โดยสัจพจนขอ 4               n p  
ดังนั้น 1 S   
2. ให m S   ดังนั้น ถา m n m p    แลว n p  
ตองการ m S  ตองแสดงวา ถา m n m p     แลว n p   

  ให         m n m p     

                n m p m     

                    n m p m 
    

                 n m p m    

            n p  

ดังนั้น m S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N    
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p   
  

2.4 การคูณจํานวนธรรมชาติ 
 

นิยาม 2.4.1 จํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ ผลคูณ m  กับ 1 ใชสัญลักษณแทนดวย 1m  หรือ 1m   
กําหนดโดย   1m m    

และจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ผลคูณระหวาง m  กับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  
ซ่ึงมีสมบัติวา                 m n m n m     

 

หมายเหตุ การเขียน m n m   หมายถึง  m n m    
 

ทฤษฎีบท 2.4.1 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
   

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใด ๆ  ให S N  ซ่ึง  |S n N m n    เปนจํานวนธรรมชาติ  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  เปนจํานวนธรรมชาติ 
พิจารณา   1m m   
เนื่องจาก  m      เปนจํานวนธรรมชาติ  
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จึงได   1m  เปนจํานวนธรรมชาติ  
ดังนั้น 1 S  
2. ให n S  ดังนั้น m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
ตองการ n S   ตองแสดงวา m n  เปนจํานวนธรรมชาติ  

พิจารณา  m n m n m     
เนื่องจาก m n เปนจํานวนธรรมชาติและผลบวกของจํานวนธรรมชาติไดผลลัพธเปนจํานวนธรรมชาติ  

จึงได   m n m   เปนจํานวนธรรมชาติ 
นั่นคือ    m n       เปนจํานวนธรรมชาติ  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N    
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ m n  เปนจํานวนธรรมชาติ   
 
ทฤษฎีบท 2.4.2 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  คา ของ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 2.4.3 สมบัติการคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ   ถา 

m n  แลว m p n p     
  

พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  
จาก   m n  มีความหมายวา m  และ n  เปนจํานวนเดียวกัน 
โดยทฤษฎีบท 2.4.1 และ2.4.2   m p  จึงเปนจํานวนเดียวกับ n p  

นั่นคือ  m p n p    
 
ทฤษฎีบท 2.4.4 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆจะไดวา 1 1n n      
 

พิสูจน ให S N  ซ่ึง  |1 1S n N n n       

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1 1    

พิจารณา        1 1 1    

   1 1   
ดังนั้น 1 S  
2. ให n S   ดังนั้น 1 1n n    ตองการ n S   ตองแสดงวา1 1n n     

พิจารณา              1 1 1n n        

    

 1 1
1

1

n
n
n
n





  

 



 
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ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ 1 1n n     
 
ทฤษฎีบท 2.4.5 จํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะไดวา n m n m m      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ให S N  ซ่ึง  |S m N n m n m m        

 1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1 1n n     
พิจารณา    1n n    

     
 

1
1 1

n
n

 

  
 

ดังนั้น 1 S   
2. ให m S   ดังนั้น n m n m m      
ตองการ m S   ตองแสดงวา n m n m m        

พิจารณา           n m n m n         

     

 

 

 

 

n m m n

n m m n

n m n m

n m n m

n m m









 

     
     
     

   

  

 

ดังนั้น m S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ n m n m m      
 

ทฤษฎีบท 2.4.6 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการคูณ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะไดวา 
m n n m     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 2.4.7 สมบัติการแจกแจง ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ จะไดวา  

     m n p m n m p        
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ p ใด ๆ S N ให  

      |S m N m n p m n m p         

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา      1 1 1n p n p       

พิจารณา         1 1n p n p      

n p   
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        1 1n p     

        1 1n p     

ดังนั้น 1 S   
2. ให m S  ดังนั้น      m n p m n m p        

ตองการ m S  ตองแสดงวา      m n p m n m p         

พิจารณา        m n p m n p n p        

   
   

   

m n m p n p

m n n m p p

m n m p 

     

     

   

 

ดังนั้น m S    โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใด ๆ      m n p m n m p        

 
ทฤษฎีบท 2.4.8 สมบัติการแจกจง ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ จะไดวา  

                        m n p m n p       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

2.5 ลําดับของจํานวนธรรมชาติ 
 

นิยาม 2.5.1 จํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ จะกลาววาจํานวน m  มากอนจํานวน n  หรือ m
นอยกวา n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให  
m p n   

และ กลาววา m  มากกวา n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ n m  
  กลาววา m  นอยกวาหรือเทากับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ 

m n   หรือ m n    
      กลาววา m  มากกวาหรือเทากับ n  ใชสัญลักษณแทนดวย m n  ก็ตอเม่ือ 
m n  หรือ m n    
ซ่ึงความสัมพันธ , ,    และ  เรียกวา ความสัมพันธลําดับ (ordered relations)  

 
ตัวอยาง 2.5.1 4 < 7 เพราะมีจํานวนธรรมชาติ  3 ซ่ึงทําให 4 + 3 = 7 

9 > 1 เพราะวา 1 < 9 ซ่ึงมีจํานวนธรรมชาติ 8 ซ่ึงทําให 1 + 9 = 10 

5 ≤ 10 เพราะวา 5 < 10 และ8 ≥ 8 เพราะวา 8 = 8  
 

ขอสังเกต  n n  เพราะวา 1n n n     
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ทฤษฎีบท 2.5.1 สมบัติการถายทอด ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n  และ

n p  แลว m p   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ  กําหนดให m n  และ n p   

ตองการ m p   ตองแสดงวา m  จํานวนธรรมชาติ p  

จาก m n   และ n p  โดยนิยาม 2.5.1 จะมีจํานวนธรรมชาติ a  และb  ซ่ึงทําให  

          m a n      ........... 1   

                         n b p      ........... 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;     m a n b n p       

            m a b n p n        

              m a b p                                                     

             m a b p     ( a b เปนจํานวนธรรมชาติ) 

        m p            

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n  และ n p  แลว m p   
 
ทฤษฎีบท 2.5.2 ให ,m n  และ p  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n   แลว m p n p    
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ กําหนดให m n   

ตองการ m p n p    ตองแสดงวา  m p  จํานวนธรรมชาติ n p    

ให m n  จากนิยาม 2.5.1 จะตองมีจํานวนธรรมชาติ a   ซ่ึงทําให              

                 m a n    
สําหรับจํานวนธรรมชาติ p ใด ๆ  m a p n p      

                      m p a n p                 

                  m p n p     

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n แลว m p n p     
 
ทฤษฎีบท 2.5.3 จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ ถา m n แลว m p n p     
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 
ทฤษฎีบท 2.5.4 จํานวนธรรมชาติใด ๆ 1 เปนจํานวนธรรมชาติท่ีนอยท่ีสุด กลาว คือ 1 n        ทุก

จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ  
   

พิสูจน  ให S N  ซ่ึง  |1S n N n    

1. ตองการ  1 S  ตองแสดงวา1 1  
  โดยนิยาม 2.5.1         1 1    

ดังนั้น 1 S   
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  2. ให n S  ดังนั้น 1 n  ตองการ n S   ตองแสดงวา 1 n  
เนื่องจาก   1 n  
และ   1n n n    
โดยสมบัติการถายทอด    1 n  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N   
นั่นคือ จํานวนธรรมชาติ  1 เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด  
 
ทฤษฎีบท 2.5.5 ให m  และ n เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ถา m n  แลว m n   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n   ใด ๆ ถา m n   
         ตองการ m n   ตองแสดงวา 1m n   

ถา          m n     
จากทฤษฎีบท 2.5.4 ท่ีวา 1 n    
จึงได     1m n    

ดังนั้น m n    
 
สมบัติไตรวิภาค (transitive law) 
 

จํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
 1. m n   
 2. m n  หรือกลาวไดวา บางคา p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ซ่ึง m n p   

 3. m n  หรือกลาวไดวา บางคา p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ซ่ึง n m p   
 

การพิสูจนแบงออกเปน 2 ตอนคือ 
1. พิสูจนวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคสองขอ

พรอมกันไมได 
2. พิสูจนวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวภิาคขอใดขอ

หนึ่งในสามขอ 
พิสูจน ตอนท่ี 1 จํานวนธรรมชาติ m และ n  จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคสองขอพรอมกันไมได 

1.1 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 2 คือ  m n  และ

m n  
จาก  m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึงทําให                  

            m n p            

จึงได            m n p     

แต ;m n        m m p     
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         m m p    

            1m m p     สมบัติการตัดออกสําหรับการบวก 

       1 p   
จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p  โดยสัจพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 2 
พรอมกันไมได  

1.2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ 
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 3 คือ m n  และm n  

จาก m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึง                     n m p    

จึงได                   n m p      

แต ;m n              n n p     

       n n p    
 1n n p    
       1 p      

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 และขอ 3 

พรอมกันไมได  
1.3 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และขอ 3  
     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาค ขอ 2 และขอ 3 

พรอมกันไมได  
ตอนท่ี 2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอ

หนึ่งในสามขอ ให m  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ สําหรับ S N ให  
 |S n N m n   หรือ m n หรือ m n  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  หรือ 1m  หรือ 1m  
ให 1m  ; แลว 1 1   หรือ m n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1  
ให 1m   แสดงวา m  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ p ใด ๆ       

             จึงได                m p  
 1m p    

                                1m   สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2  
จึงได 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น n  ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งในสามขอ คือ 
m n  หรือ m n หรือ m n  สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  ใด ๆ  
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ตองการ n S   ตองแสดงวา n  ตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งใน
สามขอ คือ m n  หรือ m n หรือ m n   

2.1 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 คือ    

m n  
    จึงได             m n             

              1m n    
                  m n     

ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  
2.2 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 คือ m n    
โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให      m n p    ...........   

ถา 1;p    1m n n    
ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 1 

ถา 1;p   แสดงวา p เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ r   

จึงได  p r แทนคาในสมการ          

         m n r   
          1n r    

          1n r    

         n r   
            m n  

ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2  
2.3 ให n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  

คือ   m n  โดยนิยามมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให   n m p   

                                  n m p     

                      n m p    

              n m      
ดังนั้น n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 3  

จาก 2.1 2.2 และ2.3 จึงได n S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
นั่นคือ ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่งใน

สามขอ 
จากขอ 1 และขอ 2 ทุกจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอ
หนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
 1. m n    2. m n    3. m n   



ตัว
อย
่าง

 
 

34 

ทฤษฎีบท 2.5.6 สมบัติการตัดออกสําหรับการคูณ ให ,m n  และ p เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ     

จะไดวา m n m p    แลว n p   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ให m n m p    แลว n p   

จาก n p  โดยสมบัติไตรวิภาค แสดงวา n p  หรือ n p  

 กรณีท่ี 1 ถา n p  หรือ p n  โดยนิยาม จะมีจํานวนธรรมชาติ a  ซ่ึงทําให  
     p a n   

 จากท่ีกําหนดให                            m n m p                     

 แทนคา  ;n p a            m p a m p     

         m p m a m p      

               m p m a m p
         

                  1m p m a m p
       

                  1m a 
   

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  m a โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p  ไมเปนจริง 

กรณีท่ี 2 ถา n p  โดยนิยาม จะมีจํานวนธรรมชาติ b  ซ่ึงทําให  
                 n b p   

 จากท่ีกําหนดให                   m n m p    

 แทนคา ;p n b                     m n m n b     

                m n m n m b      

                              m n m n m b
         

                           1m n m n m b 
       

                           1 m b 
   

จึงได 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  m b โดยสัจพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น จํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p   แลว n p  ไมเปนจริง 

จากกรณีท่ี 1 และ2 จึงขัดแยงท่ีวา สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p    

แลว n p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ ถา m n m p    แลว n p   
 
ทฤษฎีบท 2.5.7 หลักการอารคิมีเดียน สําหรับจํานวนธรรมชาติ (The Archimedean Principle for 

Natural Number) สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ จะมีจํานวนธรรมชาติ 
p  ท่ีมีสมบัติวา m n p    
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พิสูจน  สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ 
 จะไดวา 1n   หรือ 1n   
 กรณีท่ี 1 ถา 1n   ให p  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ m   

 ให             1p m m    

 จะได   m p  

 และ   1m p     

 จึงได           m p n      
 กรณีท่ี 2 ถา 1n   แสดงวา n  เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ 

ดังนั้น มีบางจํานวนธรรมชาติ q  ซ่ึงทําให n q  

ให      p m    

จะได           p n m n                                       

       
n q
m q m
m m q

 
  
  

 

 จึงได m p n    

ดังนั้น มีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให m n p     
 
บทแทรก 2.5.1  เซตจํานวนธรรมชาติไมมีขอบเขตดานบน คือ สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  จะมี  
                    จํานวนธรรมชาติ p  ท่ี n p  

 
ทฤษฎีบท 2.5.8 ให  n  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ไม มีจํานวนธรรมชาติ  x  ท่ี มีสมบั ติว า 

1n x n     
 

พิสูจน  ให x  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆและ 1n x n     
จาก                n x   
โดยทฤษฎีบท 2.5.5  n x   
จึงได                   1n x    

 ขัดแยงท่ีกําหนดให   1x n                       
นั่นคือ ไมมีจํานวนธรรมชาติ x  ท่ีมีสมบัติวา 1n x n     
 
นิยาม 2.5.2 ให A  เปนเซตยอยไมใชเซตวางของจํานวนธรรมชาติ จํานวนธรรมชาติ a A  จะเปน

จํานวนนอยท่ีสุดของ A  ถา a n  สําหรับทุกๆ n A   
 
ทฤษฎีบท 2.5.9 ให A  เปนเซตยอยของเซตจํานวนธรรมชาติ ถา A  มีจํานวนนอยท่ีสุดจะมีเพียง  

ตัวเดียว 
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พิสูจน ให ,m n  เปนจํานวนธรรมชาติ และเปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  
       จาก m  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  และ n A  จะไดวา m n  
 และ จาก n  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของเซต A  และ m A  จะไดวา n m   
 ไดวา     m n m    

ดังนั้น                 m n  
นั่นคือ จํานวนท่ีนอยท่ีสุดของ A  มีเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 2.5.10 หลักการเรียงลําดับอยางดี (the well – ordering principle) เซตยอยท่ีไมใช  

เซตวางใด ๆ ของจํานวนธรรมชาติ จะมีจํานวนท่ีนอยท่ีสุด 
 

พิสูจน ให A N  และ A  ไมเปนเซตวาง ซ่ึง  |S n N n x   ทุกๆ x A   

จาก    1 x ทุกคา x A     
ดังนั้น 1 S  
ไดวา S  ไมเปนเซตวาง 

ถามี n S A    จะไดวา n เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุดของ A  
สมมติวา ไมมีจํานวนนอยท่ีสุดของ A  คือ S A  เปนเซตวาง 
 ให n S จะไดวา n A  ดังนั้น n x  ทุกๆ x A  และไดวา n x   ทุกๆ x A   
ไดวา n S    
ดังนั้น S N  ซ่ึงไดวา S A N A A     ซ่ึงขัดแยงกับขอสมมติท่ีวา S A เปนเซตวาง 
นั่นคือ มีจํานวน n A  ท่ีมีสมบัติวา n x  ทุกๆ x A   
คือ n  เปนจํานวนนอยท่ีสุดของ A  
 
2.6 สรุป  

1. สัจพจนของปอาโนโดยมีสมบัติ ตอไปนี้ 
1.1  1 เปนสมาชิกของจํานวนธรรมชาติ  1 N  

1.2 สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ จะมีพจนตามหลังเพียงตัวเดียว โดยท่ีพจนตามหลัง
ของ n  ใชสัญลักษณแทนดวย n  

1.3 สําหรบัทุกจํานวนธรรมชาต ิn  ใด ๆ 1 ไมใชพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  1n   

1.4 สําหรับจํานวนธรรมชาติ n  และ m  ใด ๆ ถา m n  แลว m n   หรือในทาง    
     ตรงขาม ถา m n  แลว m n    
1.5 หลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา S  เปนเซตท่ีมีสมบัติ ดังนี้ 

  1. 1 S   
2. ถา n S  แลว n S   จากขอ 1 และขอ 2 จะไดวา S N  

2. การบวกจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n   
2.1 1m m    
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2.2  m n m n      

3. สมบัติการบวกจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p  ใด ๆ 
3.1 การปด ; m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 
3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว ; m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การเปลี่ยนหมู ;    m n p m n p      

3.4 การสลบัท่ี ; m n n m                   
3.5 การตัดออก ; ถา m n m p   แลว n p  

4. การคูณจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n   
   4.1 1m m   
   4.2 m n m n m      

5. สมบัติการคูณจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาต ิ ,m n  และ p ใด ๆ  
    5.1 การปด; m n  เปนจํานวนธรรมชาติ 

    5.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; m n  มีผลลัพธพียงจํานวนเดียว 

    5.3 การสลับท่ี; m n n m    

               5.4 การแจกแจง ;      m n p m n m p       

               5.5 การเปลี่ยนหมู ;    m n p m n p      

     5.6 การตัดออก; ถา m n m p    แลว n p   

6. ลําดับของจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ  m  และ n  ใด ๆ  
6.1 m n  ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีทําให m p n    
6.2 m n  ก็ตอเม่ือ n m    
6.3 m n ก็ตอเม่ือ m n  หรือ m n    
6.4 m n ก็ตอเม่ือ m n  หรือ m n    
6.5 ความสัมพันธ , ,   และ  เรียกวา ความสัมพันธลําดับ  

7. สมบัติลําดับของจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,m n  และ p ใด ๆ   
7.1 ความสัมพันธนอยกวา   มีสมบัติถายทอด ถา m n  และ n p แลว m p   

7.2  ถา m n แลว m p n p    

7.3 ถา m n  แลว m p n p      
7.4 1 เปนจํานวนธรรมชาติท่ีนอย  
7.5 ถา m n  แลว m n   
7.6 จํานวนธรรมชาติ n  ใด ๆ ไมมีจํานวนธรรมชาติ x  ท่ีมีสมบัติวา 1n x n     

8. สมบัติไตรวิภาค จํานวนธรรมชาติ m และ n  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่ง
ตอไปนี้ เพียงขอเดียว  1. m n   2. m n      3. m n   

9. หลักการอารคิมีเดียนสําหรับจํานวนธรรมชาติ สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n  ใด ๆ    
จะมีจํานวนธรรมชาติ p  ท่ีมีสมบัติวา m n p    
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แบบฝกหัด 2 
 

1. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.2 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

2. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.6 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n n m     

3. พิสูจนทฤษฎีบท 2.4.8 สําหรับ , ,m n p N  จะไดวา    m n p m n p      

4. พิสูจนทฤษฎีบท 2.5.3 สําหรับ , ,m n p N ใด ๆ ถา m n  แลว m p n p     
5. พิสูจนสมบัติไตรวิภาค ตอนท่ี 1 กรณีท่ี 1.3 ให ,m n N  และสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 

และขอ 3 พรอมกัน 
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บทท่ี 3 
จํานวนเต็ม 

 
ในบทนี้จะกลาวถึง ท่ีมาของการสรางจํานวนเต็ม เซตของจํานวนเต็ม การบวกและการลบ

จํานวนเต็ม ทฤษฎีบทและสมบัติตาง ๆ ของการบวกและการลบจํานวนเต็ม การคูณจํานวนเต็ม 
ทฤษฎีบทและสมบัติตาง ๆ ของการคูณจํานวนเต็ม 

 

3.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

พิจารณาสมการ p q x   สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,p q  และ x  ใด ๆ พบวา ไมสามารถ
หาคา x  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติ ท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได หรือจะกลาววาสมการจะเปนไปไมได 
เม่ือ p  มีคานอยกวาหรือเทากับ q  

ตัวอยางเชน 4 7 x  ไมสามารถหาคา x ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติท่ีทําใหสมการเปนจริงได 
 จากปญหาขางตนจึงจําเปนตองขยายจํานวนธรรมชาติออกไป โดยเพ่ิมจํานวนลบ และ
จํานวนศูนย ซ่ึงเรียกจํานวนใหมนี้วาจํานวนเต็มลบ และจํานวนศูนย ตามลําดับ เม่ือรวมจํานวน
ธรรมชาติ จํานวนศูนย และจํานวนเต็มลบ เรียกจํานวนดังกลาววา “จํานวนเต็ม” โดยใชสัญลักษณ
แทนดวย Z  
 ถาให  ,p q เปนคูอันดับ โดยท่ี p  และ q เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ และกําหนดใหคูอันดับ

นี้แทนการดําเนินการ “ p q ” แลวจะไดวา  ,p q  แทนจํานวนเต็มบางจํานวนได  

 
ตัวอยาง 3.1.1 พิจารณา คูอันดับ  3,5 แทนจํานวนเต็ม  3,5 3 5 2    

   คูอันดับ  5,2  แทนจํานวนเต็ม  5,2 5 2 3    

คูอันดับ  4,4  แทนจํานวนเต็ม  4,4 4 4 0    

   คูอันดับ  4,6  แทนจํานวนเต็ม  4,6 4 6 2    

   คูอันดับ  5,7  แทนจํานวนเต็ม  5,7 5 7 2    

เนื่องจาก คูอันดับ    3,5 , 4,6 และ  5,7 แทนจํานวนเต็ม 2 จึงกลาวไดวาคู อันดับท้ังสามมี

ความสัมพันธกันใชสัญลักษณแทนดวย   3,5 4,6R หรือ    4,6 5,7R  

เนื่องจากจํานวนเต็ม  ,p q p q   เปนการดําเนินการ“ลบ”ซ่ึงการดําเนินการลบในเซต

จํานวนธรรมชาติไมสอดคลองสมบัติปด ดังนั้นตองมีการจัดรูปแบบการดําเนินการใหม ดังนี้ 
พิจารณา       3,5 4,6R                              

ดังนั้น    3 5 4 6    
จัดรูปแบบใหม   3 6 4 5    
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นิยาม 3.1.1 กําหนดเซต   , |L m n เม่ือ m  และ n เปนจํานวนธรรมชาติ  และกําหนด

ความสัมพันธ “ ” บนเซต L  คือ    , ,m n p q  ก็ตอเม่ือ m q n p          

เม่ือ , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 
 
ทฤษฎีบท 3.1.1 ให , , , ,m n p q r  และ s  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ ความสัมพันธ “ ” มีสมบัติ

เปนความสัมพันธสมมูล (equivalence) คือ 
1. สมบัติสะทอน;    , ,m n m n  

2. สมบัติสมมาตร; ถา   , ,m n p q  แลว    , ,p q m n  

3. สมบัติถายทอด; ถา    , ,m n p q  และ   , ,p q r s  แลว     , ,m n r s  
 

พิสูจน  1. จํานวนธรรมชาต ิ m  และ n  ใด ๆ  
เนื่องจากจํานวนธรรมชาติสอดคลองสมบัติการสลับ  
จึงได      m n n m     
โดยนิยาม 3.1.1       , ,m n m n  
ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสะทอน 
 

 2. จํานวนธรรมชาติ , ,m n p และ q  ใด ๆ  

ให        , ,m n p q  

 จากนิยาม 3.1.1                     m q n p    

 สมบัติการสลับท่ี            q m p n      

          p n q m    

จากนิยาม 3.1.1                                   , ,p q m n  

จึงได  ถา   , ,m n p q  แลว    , ,p q m n  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสมมาตร 
 

3. จํานวนธรรมชาติ , , , ,m n p q r  และ s  ใด ๆ  

ให     , ,m n p q  และ   , ,p q r s  

 จาก         , ,m n p q    

จากนิยาม 3.1.1      ....... 1m q n p    
จาก         , ,p q r s  

จากนิยาม 3.1.1      ....... 2p s q r    

นําสมการ 1 สมการ 2 ;         m q p s n p q r        

สมบัติการเปลี่ยนหมู                  m s q p n r p q        
สมบัติการตัดออก            m s n r     
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โดยนิยาม 3.1.1                , ,m n r s  

จึงไดวา  ถา    , ,m n p q และ    , ,p q r s แลว   , ,m n r s  
ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติถายทอด 
 

ทฤษฎีบท 3.1.2 ให ,p q  และ r  เปนจํานวนธรรมชาติ ใด ๆ    , ,p r q r p q    
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนธรรมชาติ ,p q และ r ใด ๆ 

 เนื่องจาก     p q r p q r      

 สมบัติการเปลี่ยนหมู     p r q q r p      

 โดยนิยาม 3.1.1            , ,p r q r p q    

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,p q  และ r ใด ๆ    , ,p r q r p q    

 
ทฤษฎีบท 3.1.3 ให p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ    , ,p p q q 

  
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ 

 เนื่องจาก   p q p q    

 สมบัติการสลับท่ี  q p p q    

 สัจพจนขอ 4          q p p q 
    

                             q p p q     

 สมบัติการสลับท่ี         p q p q      

 โดยนิยาม 3.1.1           , ,p p q q 


 

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ    , ,p p q q 
  

 
ทฤษฎีบท 3.1.4 จํานวนธรรมชาติ p และ q  ใด ๆ    , ,p p q q  

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.1.5 จํานวนธรรมชาติ p  และ q  ใด ๆ    , ,1p q q p 

 
ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 ถา    , ,m n p q  จัดใหอยูในเซตเดียวกัน ซ่ึงเรียกวา ชั้นสมมูล (equivalent class) 

และ       , , |m n x y x และ y เปนจํานวนธรรมชาติซ่ึง    , ,x y m n  

จะไดวา        , ,m n p q  ก็ตอเม่ือ  m q n p    

ชั้นสมมูล  ,m n  จะมีสมบัติเปนจํานวนเต็ม 
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นิยาม 3.1.2 จํานวนเต็ม คือ เซตของคูอันดับท้ังหมดท่ีสมมูลกับ  ,m n โดยท่ี m และ n เปนจํานวน

ธรรมชาติใด ๆ ใชสัญลักษณแทนดวย  ,m n  

ให Z แทนเซตของ ,m n ท้ังหมดท่ีสมมูลกับ  ,m n เรียก Z วาเซตจํานวนเต็ม โดย 

  , |Z m n m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ  
 
3.2 การบวกและการคูณจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.2.1 ให Z แทนเซตของจํานวนเต็ม กําหนดการดําเนินการบวก และการคูณ ดังนี้  
การบวก      , , ,m n p q m p n q     

การคูณ       , , ,m n p q m p n q m q n p         

สําหรับ , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  
ใชสัญลักษณ a  แทนจํานวนเต็ม หรือกลาววา a Z  หมายความวา สามารถเขียนจํานวน a  ในรูป

 ,a m n  สําหรับ m และ n  เปนจํานวนธรรมชาติ 

สําหรับ จํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ การคูณจํานวนเต็ม a  ดวยจํานวนเต็ม b  ใชสัญลักษณ
แทนดวย a b  บางครั้งอาจจะเขียน a b หรือ ab  
 

ทฤษฎีบท 3.2.1 จํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ ถา    , ,p q r s และคูอันดับ ,x y  

ใด ๆ แลว        , , , ,x y p q x y r s   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ 

ให                     , ,p q r s  

                  p s q r      ........... 1  

นํา x  คูณสมการ 1 ;                        x p s x q r      

                 x p x s x q x r          ........... 2  

นํา y  คูณสมการ 1 ;                                 y p s y q r      

                           y p y s y q y r        

หรือ                      y q y r y p y s          ........... 3  

นําสมการ  2 สมการ 3 ;        x p x s y p y r x q x r y p y s                

                    x p y q x s y r x q y p x r y s                

                      x p y q x s y r x q y p x r y s                

                      , ,x p y q x q y p x r y s x s y r             

                                           , , , ,x y p q x y r s   

ดังนั้น ถา    , ,p q r s และสําหรับคูอันดับ  ,x y  ใด ๆ แลว        , , , ,x y p q x y r s   

สําหรับจํานวนธรรมชาติ , , , ,p q r s x  และ y  ใด ๆ 
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นิยาม 3.2.2 ให  ,a x y เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ โดยท่ี x และ y เปนจํานวนธรรมชาต ิ

กลาววา a  เปนสมาชิกจํานวนเตม็บวกก็ตอเม่ือ มีจํานวนธรรมชาติ u  ทําให 
 ,a y u y   

กําหนดเซตจํานวนเต็มบวก     , | 1, 2,3,...Z x y x y        
กลาววา a  เปนจํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือมีจํานวนธรรมชาติ v  ทําให  ,a x x v    

กําหนดเซตจํานวนเต็มลบ      , | 1, 2, 3,...Z x y x y        
กําหนดเซตจํานวนศูนย   0 , |Z x y x y   

 
ทฤษฎีบท 3.2.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ จํานวน a  จะสอดคลองเซตตอไปนี้เพียงเซตเดียว 
  1. a  เปนสมาชิกของจํานวนเต็มบวก  a Z  

  2. a  เปนสมาชิกของจํานวนศูนย  0a Z  

  3. a  เปนสมาชิกของจํานวนเต็มลบ  a Z  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให  ,a m n  สําหรับ m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

 กรณีท่ี 1 ถา m n  จึงไดวา  ,a m m     

 นั่นคือ a  เปนจํานวนศูนย หรือ 0a Z   
 

 กรณีท่ี 2 ถา m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึง m p n   

จึงไดวา    ,a m m p   

นั่นคือ a  เปนจํานวนเต็มลบ หรือ a Z   
 

กรณีท่ี 3 ถา m n  ก็ตอเม่ือ n m  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  ซ่ึง n p m   

จึงไดวา    ,a n p n   

นั่นคือ a  เปนจํานวนเต็มบวก หรือ a Z  
สําหรับ m  และ n  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ สอดคลองสมบัติไตรวิภาค จึงทําใหท้ัง 3 กรณี

ขางตนเกิดข้ึนเพียงกรณีเดียว  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  จะสอดคลองเซตจํานวนเต็มบวก หรือจํานวนเต็มศูนย หรือจํานวนเต็มลบ
เพียงเซตเดียว 
 
ทฤษฎีบท 3.2.3 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.2.4 ให a  และb เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q โดยท่ี , , ,m n p q N    

 พิจารณา      , ,a b m n p q    
นิยามการบวก   ,m p n q    

เนื่องจาก การบวก จํานวนธรรมชาติไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
จึงได m p  และ n q ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

นั่นคือจํานวนเต็ม  ,m p n q   มีเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น  ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
ทฤษฎีบท 3.2.5 สมบัติการสลับท่ีสําหรับการบวก ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ  

a b b a     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , , ,m n p q N   

พิจารณา                 , ,a b m n p q    

นิยามการบวก     ,m p n q    

 สมบัติการสลับท่ี     ,p m q n      

  b a   
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b b a     

 
ทฤษฎีบท 3.2.6 สมบัติการเปลี่ยนกลุมสําหรับการบวก ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ 

   a b c a b c      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c s t โดยท่ี , , , , ,m n p q s t N   

พิจารณา                        , , ,a b c m n p q s t      

   
   

   

, ,

,

,

m n p s q t

m p s n q t

m p s n q t

   

      
      

 

    , ,m p n q s t     

           , , ,m n p q s t    

 a b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ    a b c a b c      
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ทฤษฎีบท  3.2.7 เ ซตจํ านวน เ ต็ มจะ มี จํ านวน เ ต็ม b  และ มี เ พี ย งจํ านวน เดี ย ว ท่ี ทํ า ให    
a b b a a     สําหรับทุกจํานวนเต็ม a   

  

พิสูจน จํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b x x  สําหรับ , ,m n x N   

 จะแสดงวาวามีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงสอดคลองวา a b a    
พิจารณา        , ,a b m n x x    

     

 
 

,

,

m x n x

m n
a

  



  

จึงไดวา a b a    
เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b ซ่ึงมีสมบัติวา a b a    
จะแสดงวา b  เปนจํานวนเต็มเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ีมีสมบัติวา a b a    ให b มี

สมบัติวา a b a  ซ่ึง  ,b p q   สําหรับ ,p q N   

พิจารณา                      0a a      

                                     , , ,m n p q m n   

            , ,m p n q m n    

   m p n n q m      

 สมบัติการตัดออก              m n p m n q      

จึงได        p q    

จาก  ,b p q  แทนคา p q  
จึงไดวา    , ,b q q x x b     

ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b และมีเพียงจํานวนเดียวท่ีทําให a b b a a     แตละจํานวนเต็ม a  
 
นิยาม 3.2.3  จํานวนเต็ม  ,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 0  และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการบวก

สําหรับ x N   
 

จากทฤษฎีบท 3.2.7 และนิยาม 3.2.3 มี 0 Z ซ่ึงทําให 0 0a a a     สําหรับแตละ 
a Z   เรียก 0 และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการบวก 
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ทฤษฎีบท 3.2.8 ให a เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะมีจํานวนเต็ม b และมีเพียงจํานวนเดียวท่ีทําให 

0a b b a      
 

พิสูจน ใหจํานวนเต็ม    , , ,a m n b n m  และ  0 ,x x โดยท่ี , ,m n x N   

 จะแสดงวาสําหรับจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงมีสมบัติวา 0a b   
พิจารณา               , ,a a m n n m     

 
 

,

,
0

m n n m

x x

  





 

จึงไดวา 0a b    
เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึง 0a b   
จะแสดงวาสําหรับจํานวนเต็ม a  มีจํานวนเต็ม b เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 0a b   

สําหรับ a Z  สมมติวาb Z  อีกจํานวนซ่ึงมีสมบัติ 0a b   ให  ,b p q  โดยท่ี ,p q N  

จาก           0a b    

                     , , ,m n p q x x   

        , ,m p n q x x    

          m p x n q x      

     m p n q    

          p m q n    

         , ,p q n m   

จึงไดวา    , ,b p q n m b     

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  จะมีจํานวนเต็ม b เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา a b b a a      
 
นิยาม 3.2.4 จํานวนเต็ม  ,a m n จะมีจํานวนเต็ม  ,n m ใชสัญลักษณแทนดวย a  และเรียกวา

ตัวผกผันสําหรับการบวกของ a  โดยท่ี ,m n N  
 

จ าก  ทฤษฎี บท  3.2.8 และนิ ย าม  3.2.4 สํ า ห รั บ  a Z   มี  a Z    ซ่ึ ง ทํ า ใ ห     
    0a a a a      เรียก a  และเรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ a  
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ทฤษฎีบท 3.2.9 สมบัติการบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ ถา 

a b  แลว a c b c     
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N   

จาก                 a b      
                , ,m n p q  

          m q n p      

นํา r s บวกท้ังสองขาง;         m q r s n p r s        

                                         m r q s n s p r        

                      , ,m r n s p r q s      

                           , , , ,m n r s p q r s    

         a c b c           
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ ถา a b  แลว a c b c     
 
ทฤษฎีบท 3.2.10 สมบัติการจัดออกสําหรับการการ ให ,a b และ c  เปนจํานวนเต็มใด ๆ ถา 

a b c b    แลว a c   
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  เม่ือ  , , , , ,m n p q r s N  

a b c b    

                                      , , , ,m n p q r s p q    

            , ,m p n q r p s q      

                         m p s q n q r p        

       m p s q n q r p        

                  m s n r    

                     , ,m n r s  

                                                    a c  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c ใด ๆถา a b c b    แลว a c   
 
ทฤษฎีบท 3.2.11 ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใด ๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.2.12 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b  มีผลลัพธจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.2.13 สมบัติการสลับทีสําหรับการคูณ ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ a b b a     
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , , ,m n p q N   

                  , ,a b m n p q    

     ,m p n q m q n p      

 
 
   

,

, ,

p m q n p n q m

p q m n
b a

      

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ a b b a     
 
ทฤษฎีบท 3.2.14 สมบัติการเปลี่ยนหมูสําหรับการคูณ ให ,a b และ c  เปนจํานวนเต็ม  ใด ๆ

   a b c a b c      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q   และ  ,c r s  โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N  
 

                 , , ,a b c m n p q r s      

    
       

 

, ,

,

,

m n p r q s p s q r

m p r q s n p s q r m p s q r n p r q s

m p r m q s n p s n q r m p s m q r n p r n q s

      

                    
                      

 ,m p r n q r m q s n p s m p s n q s m q r n p r                      

       ,m p n q r m q n p s m p n q s m q n p r                      

   , ,m p n q m q n p r s        

      , , ,m n p q r s    

 a b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ    a b c a b c      

 
ทฤษฎีบท 3.2.15 เซตจํานวนเต็มมีจํานวนเต็ม b  และมีจํานวนเดียวท่ี a b b a a     สําหรับทุก

จํานวนเต็ม a   
 

พิสูจน จะแสดงวา มีจํานวนเต็มมี b  ท่ีมีสมบัติวา a b a   สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  
ให  ,a m n และ  1,b x x  เม่ือ , ,m n x N   

พิจารณา       , 1,a b m n x x     

   
   

 

1 , 1

,

m x n x n x m x

m x m n x n x n m x

          
        

 

 ,m x n x m m x n x n          
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  ,m n a   

ดังนั้น a b a     
เนื่องจาก จํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี a b b a a      
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม b  ซ่ึงมีสมบัติวา a b b a a      
จะแสดงวามี b  จํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา a b a   สมมติ มี b Z  มีสมบัติวา a b a    

ให  ,b p q   โดยท่ี ,p q N   

           a b a   
          , , ,m n p q m n   

       , ,m p n q n p m q m n        

                 m p n q n n p m q m          

                m p n q n n p m q m          

                   m p n q n p m q         
p m q n q m p n       

ใชวิธีการเทียบสัมประสิทธิ์ของ m และ n  
จึงได  1p q q    

จากท่ีกําหนดให  1 ,p q   แทนคา 1p q q    

จึงได      1 , 1, 1, 1p q q q x x        

ดังนั้น เซตจํานวนเต็มมี b Z  และมีจํานวนเดียวท่ี a b a   สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  
 
นิยาม 3.4.5 จํานวนเต็ม  1,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 1 เม่ือ x N  และเรียก 1 วาเอกลักษณ

สําหรับการคูณ 
 จากทฤษฎีบท 3.2.15 และนิยาม 3.4.5 มี 1 Z ซ่ึงทําให 1 1a a a     สําหรับทุกๆ
a Z  เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณ 
 
ทฤษฎีบท 3.2.16 สมบัติการกระจาย ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ 

 a b c a b a c       
 

พิสูจน สําหรับ , ,a b c Z  

ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  โดยท่ี , , , , ,m n p q r s N   

พิจารณา               , , ,a b c m n p q r s      

    
       

 

, ,

,

,

m n p r q s

m p r n q s m q s n p r

m p m r n q n s m q m s n p n r

   

            
              

 

 ,m p n q m r n s m q n p m s n r                
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   , ,m p n q m q m p m r n s m s n r               

       , , , ,m n p q m n r s
a b a c

   

   
 

ดังนั้นทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       

 
ทฤษฎีบท 3.2.17 สมบัติการตัดออกสํารับการคูณ ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ ถา a b c b    

และ 0b   แลว a c   
 

พิสูจน จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s  เม่ือ  , , , , ,m n p q r s N  โดยท่ี 0b   

เนื่องจาก 0b    ดังนั้น b Z  หรือb Z   
กรณีท่ี 1 ให b Z   โดยนิยาม มี y N  ซ่ึงทําให  ,b q y q   

ให         a b c b               
                  , , , ,m n q x q r s q x q    

                   , ,m q x n q m q n q x r q x s q r q s q x                        

            , ,m q m x n q m q n q n x r q r x s q r q s p s x                      

            m q m x n g r q s q s x m q n q n x r q r x s p                        

                                             m x s x n x r x        

                m s x n r x           

                                                    m s n r    

                            , ,m n r s  

                         a c     
กรณีท่ี 2 ให b Z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

จากกรณีท่ี 1 และ2 จึงไดวาทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b c b    และ 0b   แลว 

a c  
 
ทฤษฎีบท 3.2.18 สมบัติการคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,a b  และ c  เปนจํานวนเต็ม ใด ๆ          

ถา a b  แลว a c b c    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 3.2.19 ให a  เปนจํานวนเต็มบวก ใด ๆ a  ไมเปนจํานวนเต็มลบและจํานวนเต็มศูนย 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จากนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึง m n x   

โดยท่ี m และ n เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  จึงได  ,a n x n   

ให  ,p q เปนจํานวนเต็ม ซ่ึงแทนจํานวนเต็มบวก a  อีกจํานวนหนึ่งดังนั้น  
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        , ,m n p q  

m q n p    
        n x q n p     

สมบัติการตัดออก              n x q n p     

จึงได                      x q p     

หรือ          p q x   

แทนคา    , ,p q q x q  จึงได  ,p q เปนจํานวนเต็มบวก 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มบวก a  ใด ๆ a  ไมเปนจํานวนเต็มลบและจํานวนเต็มศูนย 
 
ทฤษฎีบท 3.2.20 ให a  และb  เปนจํานวนเต็ม  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็ม t  เพียงตัวเดียวซ่ึงb t a   
 

พิสูจน จํานวนเต็ม    , , ,a m n b p q  และ  ,t m q n p    สําหรับ , , ,m n p q N   

พิจารณา                   , ,b t p q m q n p      

    

 
 

,

,

m p q n p q

m n
a

    





 

จึงไดวา b t a    
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม t  ซ่ึง b t a   
จะแสดงวามีจํานวนเต็ม t  เพียงจํานวนจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา b t a   

ให  t Z  อีกจํานวนท่ีมีสมบัติวา b t a   โดย  ,t x y  สําหรับ ,x y N   

พิจารณา    b t a   

                  , , ,p q x y m n   

                                  , ,p x q y m n    

        p x n q y m      

               x n p y m q      

              , ,x y m q n p    

               t t   
จึงไดวา t t   
ดังนั้น มีจํานวนเต็ม t  จํานวนเดียวเทา b t a    สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ 
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ทฤษฎีบท 3.2.21 ผลบวกของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวกสําหรับ m  และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ  

โดยนิยามมีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b q y q   

พิจารณา        , ,a b m n p q    

    

   
   

 

, ,

,

,

n x n q y q

n x q y n q

n q x y n q

   

      
      

 

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆ เปนจํานวนเต็มบวก  
 
ทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฏีบท 3.2.23 ผลคูณของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆ เปนจํานวนเต็มบวก  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,m n N   

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,p q N  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b q y q   

พิจารณา        , ,a b m n p q    

       
 

,

,

n x q y n q n x q n q y

n q n y x q x y n q n q x q n q n y

            
                

 ,n q x q n q n y x y n q x q n q n y                    
จึงไดวา a b  เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนเต็มบวกสองจํานวนใด ๆเปนจํานวนเต็มบวก  
 
ทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฏีบท 3.2.25 ผลคูณระหวางจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และจํานวนเต็มลบ b  ใด ๆ 
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับ ,m n N  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  ซ่ึงทําให  ,a n x n   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ ,p q N   

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   

พิจารณา       , ,a b m n p q        

   , ,n x n p p y     

          ,n x p n p y n x p y n p              

 ,n p x p n p n y n p n y x p x y n p                  

    ,n p x p n p n y n p x p n p n y x y                    

 จึงไดวา a b  เปนจํานวนเต็มลบ 
ดังนั้นผลคูณของจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ 
 
ทฤษฎีบท 3.2.26 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 

2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ( 2a หมายถึง a a  ) 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n ใด ๆโดยท่ี ,m n N  

กรณีท่ี 1 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มบวก โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  
ซ่ึงทําให  ,a n x n   

พิจารณา      2a a a   
     , ,n x n n x n     

       ,n x n x n n n x n n n x              

    ,n n n x x n x x n n n n x n n n n x                  

    2 2 2 2 2,n x n n n x x n x n n n x                

 จึงไดวา 2a เปนจํานวนเต็มบวก 

กรณีท่ี 2 ให  ,a m n  เปนจํานวนศูนย โดยนิยาม  ,a m m   

พิจารณา      2a a a   

   
 
 

,

,
0

m m m m m m m m

m m

      





 

จึงไดวา 2a เปนจํานวนศูนย  

กรณีท่ี 3 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มลบ ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

จากกรณีท่ี 1 กรณีท่ี 2 และกรณีท่ี 3 จึงไดวาสําหรับจํานวนเต็ม a   ใด ๆ 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ  
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ทฤษฎีบท 3.2.27 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ ถา 0a b    แลว 0a   หรือ 0b    
 

พิสูจน  จํานวนเต็ม  ,a m n  และ  ,b p q ใด ๆ โดยท่ี , , ,m n p q N   

กรณีท่ี 1 ถา 0b    ดังนั้น 0b  หรือ 0b  
1.1 ถา 0b  จากนิยาม จะมี x N  ใด ๆ ซ่ึงทําให  ,b q x q   

ให                  0a b              
     , , ,m n q x q r r   สําหรับ r  เปนจํานวนธรรมชาติใด ๆ 

         , ,m q x n q m q n q x r r            

   , ,m q m x n q m q n q m x r r            

                       m q m x n q r m q n q n x r              

    m x n x    

       m n  
 ดังนั้น 0a    

1.2 ถา 0b  จากนิยาม จะมี x N  ใด ๆ ซ่ึงทําให  ,b p p x   

ให                              0a b    
     , , ,m n p p x r r      สําหรับ r N  

                  , ,m p n p x m p x n p r r            

             , ,m p n p n x m p m x n p r r            

                                 m p n p n x r m p m x n p r              

                                                         n x m x    

        n m  
 ดังนั้น 0a   

จาก 1.1 และ1.2 จึงไดวา ให 0a b   ถา 0b   แลว 0a    
กรณีท่ี 2 ถา 0a   ดังนั้น 0a   หรือ 0a     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2  ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ ถา 0a b   แลว 0a   หรือ 0b   
 
ทฤษฎีบท 3.2.28  จํานวนเต็ม a   ใด ๆ    1 1a a a        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  1 , 1p p    โดยท่ี , ,m n p N   

พิจารณา       1 , , 1a m n p p      

   
 

1 , 1

,

m p n p m p n p

m p n p n m p m n p

          
        

 

     , ,mp np n mp np m n m

a

       

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               1 , 1 ,a p p m n      

    1 , 1p m p n p n p m            

  ,p m p n n p n p m m          

      , ,p m p n n p m p n m n m             

 a  
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ    1 1a a a        

 
ทฤษฎีบท 3.2.29 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a a    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม    , , ,a m n a n m    และ  1 , 1p p    โดยท่ี , ,m n p N  

 พิจารณา       1a a       

    

   
   

 

, 1 ,

1 , 1

,

p p n m

p n p m p m p n

p n p m m p m p n n
a

  

          
        



 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a a    

 
ทฤษฎีบท 3.2.30 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 0 0a a      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม  ,a m n และ  0 ,x x  โดยท่ี , ,m n x N   

พิจารณา          0 , ,a m n x x    

    ,
0
m x n x m x n x      


 

          0 , ,a x x m n        

    ,
0
x m x n x m x n      


 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 0 0a a      
 
ทฤษฎีบท 3.2.31 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    a b a b      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ 
พิจารณา             1a b a b       

 
   

 
1 1a b

a b

     

  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    a b a b      
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ทฤษฎีบท 3.2.32 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ     a b a b a b        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ   
      1a b a b         

     1a b       

 a b      ............ 1  

      1a b a b         

       1 a b     

 a b     ............ 2  

จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      a b a b a b        

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ     a b a b a b        

 
ทฤษฎีบท 3.2.33 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ   a b a b      

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.2.34 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ  2 2 22a b a a b b      
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

3.3 การลบจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.3.1 ให a  และ b  เปนจํานวนเต็มใด ๆ กําหนดการลบของ a  และ b  ใชสัญลักษณแทน
ดวย a b โดยท่ี  a b a b     

จากนิยามพบวา a b  เปนจํานวนเต็ม  
 
ทฤษฎีบท 3.3.1 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a   ใด ๆ 
 พิจารณา      0 0a a      

 1 0a     

0a   
a  

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    
 
ทฤษฎีบท 3.3.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
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ทฤษฎีบท 3.3.3 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 a a    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 
 พิจารณา     0 0a a     

    a   เม่ือ 0 เปนเอกลักษณสําหรับการบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0 a a    
 
ทฤษฎีบท 3.3.4 จํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ a b c  ก็ตอเม่ือ a c b    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  
 ให       a b c                 
                      a b c    

                a b b c b        

               a b b c b        

                0a c b     

                    a c b   
จึงไดวา  ถา a b c    แลว a c b    

 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 
 ให          a c b         

สําหรับจํานวนเต็ม b  มี b  เปนจํานวนเต็มซ่ึง  

                                                      a b c b b       

   a b c b b        

   0a b c    

 a b c     
 จึงไดวา ถา a c b    แลว a b c    
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ a b c   ก็ตอเม่ือ a c b    
 
ทฤษฎีบท 3.3.5 จํานวนเต็ม a  และb   ใด ๆ a b  ก็ตอเม่ือ 0a b   

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 3.3.6 จํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 

พิจารณา            a b c a b c         

       a b a c      
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     a b a c
a b a c

    

   
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  a b c a b a c       
 
ทฤษฎีบท 3.3.7 จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    2 2a b a b a b          
 

พิสูจน     2 2 2 2a b a b     

       2 2a b a b a b           

       2 2a a b a b b         

       a a a b b a b b           

       a b a b        

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ    2 2a b a b a b          

 

3.4 ลําดับของจํานวนเต็ม 
 

นิยาม 3.4.1 จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆ กลาววา a  นอยกวา b  ใชสัญลักษณแทนดวย a b         
ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มลบและจะกลาววา a นอยกวาหรือเทากับ b ใชสัญลักษณ
แทนดวย a b ก็ตอเม่ือ a b หรือ a b    

 
นิยาม 3.4.2 จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆ กลาววา a  มากกวา b  ใชสัญลักษณแทนดวย a b  

ตอเ ม่ือ a b เปนจํานวนเต็มบวกและจะกลาววา a  มากกวาหรือเทา กับ b                               
ใชสัญลักษณแทนดวย a b ก็ตอเม่ือ a b  หรือ a b   

 
สมบัติไตรวิภาค  
 

สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ เพียงขอเดียว 
1. a b   2. a b   3. a b  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ 
 พิจารณา a b  เปนจํานวนเต็มบวก  ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 3. 
   a b  เปนจํานวนศูนย   ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 1. 
   a b  เปนจํานวนเต็มลบ  ก็ตอเม่ือ a b  สอดคลองสมบัติขอ 2. 
 จากทฤษฎีบท 3.2.1 จึงไดวา a b จะสอดคลองเซตจํานวนเต็มบวก หรือเซตจํานวนเต็มลบ 
หรือเซตจํานวนศูนย เพียงเซตเดียว 
ดังนั้น จํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ จะตองสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอใดขอหนึ่ง 
 



ตัว
อย
่าง

 
 

59 

ทฤษฎีบท 3.4.1 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ  a  เปนจํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให a  เปนจํานวนเต็มบวก 
 พิจารณา      0a a   เปนจํานวนเต็มบวก 
 จึงไดวา             0a           
 นั่นคือ ถา a  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 0a  
 สําหรับจํานวนเต็ม a  ใด ๆ ให 0a  
 โดยนิยาม         0a    เปนจํานวนเต็มบวก 
 ทฤษฎีบท 3.3.1                  0a a              
 จึงไดวา a  เปนจํานวนเต็มบวก 

นั่นคือ ถา 0a  แลว a  เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  เปนจํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a   
 
ทฤษฎีบท 3.4.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  เปนจํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a    

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 3.4.3 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  และb c  แลว a c  
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ให a b  และb c   
จาก a b  โดยนิยาม a b Z       
จากทฤษฎีบท 3.4.2   0a b                          ............ 1  

และจาก b c   โดยนิยาม  b c Z   
จากทฤษฎีบท 3.4.2                               0b c      ............ 2  

 นําสมการ  1 สมการ 2 ;          0a b b c     

            0a b b c       

               0a c b b             

                             0 0a c    

                    0a c       
        a c  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  และb c  แลว a c  
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ทฤษฎีบท 3.4.4 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b  แลว a c b c      
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ให a b   
 จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1               a b Z   
       0a b Z    

       a b c c Z     

         a b c c Z             

           a c b c Z       

                  1 1a c b c Z         

           1a c b c Z       

                 a c b c Z     

        a c b c    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา a b   แลว a c b c      
 
ทฤษฎีบท 3.4.5 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a  แลว a b a c        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ  ให b c  และ 0a   
จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1;    a b Z   
และ 0a  โดยทฤษฎีบท 3.4.2 ;   a Z  
จาก ทฤษฎีบท 3.2.25 ผลคูณระหวางจํานวนเต็มบวกกับจํานวนเต็มลบเปนจํานวนเต็มลบ 
จึงไดวา      a b c Z    

         a b a c Z     
 โดยนิยาม 3.4.1;           a b a c    
ดังนั้น จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a  แลว  a b a c       

 
ทฤษฎีบท 3.4.6 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใด ๆ ถา b c  และ 0a   แลว a b a c    

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
3.5 สรุป 
 1. จํานวนเต็มใชสัญลักษณแทนดวย Z  นิยามโดย   , | ,Z a b a b N   สําหรับคูอันดับ  

 ,a b  คือการดําเนินการ  ,a b a b   

  2. การบวกและการคูณจํานวนเต็ม สําหรับจํานวนธรรมชาติ , ,m n p  และ q  ใด ๆ    

    2.1      , , ,m n p q m p n q     

    2.2      , , ,m n p q m p n q m q n p         
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3. สมบัติสําหรับการบวก สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ  
3.1 การปด; a b  เปนจํานวนเต็ม 
3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การสลับท่ี ; a b b a     
3.4 การเปลี่ยนกลุม;    a b c a b c      

3.5 การมีเอกลักษณ ; มีจํานวนเต็ม 0 ซ่ึงทําให 0 0a a a     สําหรับทุกจํานวน
เต็ม a  และเรียกจํานวนเต็ม 0  วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

3.6 การมีตัวผกผัน ; สําหรับแตละจํานวนเต็ม a  จะมีจํานวนเต็ม a  ซ่ึงทําให  
    0a a a a      เรียก a  วาเปนตัวผกผันสําหรับการบวกหรือจํานวนลบของ a   

3.7 การตัดออก ถา a b c b    แลว a c  
3.8 การบวกท้ังสองขางดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา a b  แลว a c b c     

4. สมบัติการคูณจํานวนเต็ม สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใด ๆ 
4.1 การปด; a b เปนจํานวนเต็ม 
4.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; a b  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
4.3 การสลับท่ี ; a b b a     
4.4 การเปลี่ยนกลุม;    a b c a b c       

4.5 การมีเอกลักษณ; มีจํานวนจํานวนเต็ม 1 ซ่ึงทําให 1 1a a a     สําหรับทุก
จํานวนเต็ม a  และเรียกจํานวน 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณของเซตจํานวนเต็ม 

4.6 การแจกแจง;  a b c a b a c        

4.7 การตัดออกถา; a b c b   และ 0b   แลว a c  
4.8 การคูณท้ังสองขางดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา a b  แลว a c b c    

5. การลบจํานวนเต็ม สําหรับ ,a b Z  จะไดวา  a b a b      

6. ความสัมพันธลําดับของจํานวนเต็ม จํานวนเต็ม a  และb ใด ๆ  
6.1 a b  ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มลบ        
6.2 a b ก็ตอเม่ือ a b  หรือ a b   
6.3 a b ก็ตอเม่ือ a b  เปนจํานวนเต็มบวก 
6.4 a b ก็ตอเม่ือ a b หรือ a b   

7. สมบัติไตรวิภาค จํานวนเต็ม a  และ b  ใด ๆจะตองสอดคลองสมบัติขอใดขอหนึ่งตอไปนี้ 
เพียงขอเดียว คือ 1. a b   2. a b   3. a b  
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แบบฝกหัด 3 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.1.4 สําหรับ ,p q N ;    , ,p p q q  

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.1.5 สําหรับ ,p q N ;    , ,1p q q p 

 

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.3 สําหรับ ,a b Z  แลว a b Z    

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.11 สําหรับ ,a b Z  แลว a b Z    

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.12 สําหรับ ,a b Z  แลว a b  มีผลลัพธจํานวนเดียว 

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.17 สําหรับ , ,a b c Z  ถา a b c d    และb Z แลว a c  

7. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.18 สําหรับ , ,a b c Z  ถา a b  แลว a c b c     

8. จงพิสูจนทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  

9. จงพิสูจนทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก    
10. จากทฤษฎีบท 3.2.26 สําหรับ a Z  แลว 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ใหพิสูจนกรณีท่ี 3            

ถา a Z  
11. จากทฤษฎีบท 3.2.27 สําหรับ , ;a b Z  ถา 0a b   แลว 0a   หรือ 0b   ใหพิสูจน      

กรณีท่ี 2 คือ ถา 0a    
12. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.33 สําหรับ , ;a b Z    a b a b      

13. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.2.34 สําหรับ , ;a b Z  2 2 22a b a a b b      

14. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.3.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ 0a a    
15. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.3.5 สําหรับ , ;a b Z   a b  ก็ตอเม่ือ 0a b    
16. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.4.2 จํานวนเต็ม a  ใด ๆ a  จํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a    
17. จงพิสูจนทฤษฎีบท 3.4.6 สําหรับ , ,a b c Z ถา b c  และ 0a    แลว a b a c     
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บทท่ี 4 
จํานวนตรรกยะ 

 
 บทนี้จะศึกษาถึงการสรางจํานวนจํานวนตรรกยะ การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ 
ทฤษฎีบทสําหรับการบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ การลบและการหารจํานวนตรรกยะ ลําดับของ
จํานวนตรรกยะ และทฤษฎีบทสํารับลําดับของจํานวนตรรกยะ 
 

4.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน  
 

 พิจารณา สมการ 3 5x   สําหรับ x  ท่ีเปนจํานวนเต็มใด ๆ จะพบวา ไมสามารถหา       
ผลเฉลยท่ีสอดคลองกับสมการขางตนได จึงตองขยายจํานวนเต็มออกไป ซ่ึงจํานวนใหมนี้จะเปน
จํานวนท่ีอยูในรูปของผลหารระหวาง 5  กับ 3   ซ่ึงจะเปนผลเฉลยของสมการขางตน จํานวนใหมนี้
เรียกจํานวนตรรกยะ  
 ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใด ๆ โดยท่ี 0b   กลาววา b  หาร a  ลงตัว ถามีจํานวนเต็ม 

c  ซ่ึงทําให b c a   เรียก c  วาผลหารของ a หารดวย b   ใชสัญลักษณ  
a
b

 หรือ 

ac
b

  ก็ตอเม่ือ b c a   โดยท่ี 0b   

ถาให  ,a b  เปนคูอันดับ โดยท่ี a  และ b  เปนจํานวนเต็มใด ๆ โดยท่ี 0b   กําหนดให     

คูอันดับนี้มีการดําเนินการของ “
a
b

” และกลาววา  ,a b  แทนจํานวนตรรกยะบางจํานวน 
    

ตัวอยาง 4.1.1 พิจารณา คูอับดับ  5,3  แทนจํานวนตรรกยะ
5
3

 

  คูอับดับ  10,6 แทนจํานวนตรรกยะ
10 5
6 3

  

  คูอับดับ  15,9 แทนจํานวนตรรกยะ
15 5
9 3


 

ถาให  ,a b เปนคูอันดับ โดยท่ี a  และb เปนจํานวนเต็มใด ๆ และกําหนดใหคูอันดับนี้แทน

การดําเนินการ “
a
b

”แลวจะไดวา  ,a b  แทนจาํนวนตรรกยะบางจํานวนได  

จากท่ีกําหนดให ,a b แทนจาํนวนตรรยะบางจํานวนโดยมีการดําเนินการ  , aa b
b

  

เนื่องจาก คูอับดับ    5,3 , 10,6 และ 15,12 ตางแทนจํานวนตรรกยะ 
5
3

 จึงกลาวไดวา        

คูอันดับท้ังสามมีความสัมพันธกัน ใชสัญลักษณแทนดวย    5,3 10,6R  หรือ   5,3 15,9R  

 แตการดําเนินการหารบนเซตจํานวนเต็มไมสอดคลองสมบัติการปดซ่ึงมีการจัดรูปแบบการ
ดําเนินการใหมดังนี้    
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   5,3 10,6R  

    

5 10
3 6
  

 5 6 10 3    
 

นิยาม 4.1.1 กําหนดเซต   , |K a b a และ b เปนจํานวนเต็ม และ 0b   และกําหนด

ความสัมพันธ “ ” บนเซต K  ดังนี้ สําหรับ , , ,a b c d Z  โดยท่ี , 0b d   

   , ,a b c d  ก็ตอเม่ือ a d b c     
 

ทฤษฎีบท 4.1.1 ความสัมพันธ “ ” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล สําหรับ , , , , ,a b c d p q Z  

โดยท่ี , , 0b d q   คือ 

1. สมบัติสะทอน;    , ,a b a b  

2. สมบัติสมมาตร; ถา    , ,a b c d แลว    , ,c d a b  

3. สมบัติถายทอด; ถา   , ,a b c d และ   , ,c d p q แลว    , ,a b p q  
 

พิสูจน  1. สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ โดยท่ี 0b   
 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติการสลับท่ี 
 จึงได      a b b a     

โดยนิยาม 4.1.1    , ,a b a b  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสะทอน 
 2. สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c  และ d ใด ๆ โดยท่ี , 0b d    

 ให                 , ,a b c d  

 โดยนิยาม 4.1.1    a d b c     
 สมบัติการสลับท่ี    d a c b    

      c b d a    
โดยนิยาม 4.1.1                        , ,c d a b  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติสมมาตร 
 3. สําหรับจํานวนเต็ม , , , ,a b c d p  และ q ใด ๆ โดยท่ี , , 0b d q   

 ให    , ,a b c d และ   , ,c d p q  

 จาก             , ,a b c d  

 โดยนิยาม 4.1.1         a d b c       ........... 1  

 และจาก                     , ,c d p q  

 โดยนิยาม 4.1.1         c q d p       ........... 2  

 นําสมการ 1 สมการ 2 ;           a d c q b c d p        
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 สมบัติการเปลี่ยนหมู                   a q c d b p c d        

           a q b p    

โดยนิยาม 4.1.1          , ,a b p q  

ดังนั้น ความสัมพันธ  สอดคลองสมบัติถายทอด 
 
ทฤษฎีบท 4.1.2 จํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา    , ,a c b c a b    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก    a b c a b c      

     a c b b c a      
               a c b b c a      

 โดยนิยาม 4.1.1          , ,a c b c a b    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา    , ,a c b c a b    

 
ทฤษฎีบท 4.1.3 จํานวนเต็ม  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา      , , ,1a b b a c c a    

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.1.4 จํานวนเต็ม b  และ c  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา      , , 1,1b b c c   

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
 ถา    , ,a b c d  อยูในเซตเดียวกัน เรียกวา ชั้นมูลฐาน กําหนดเซต  ,a b  เปนชั้นสมมูล 

เปนเซตของคูอันดับ  ,x y  ท่ีสมมูลกับ  ,a b  คือ 

   , , |a b x y x  และ y เปนจํานวนเต็ม 0y  ซ่ึง    , ,x y a b  

จะไดวา       , ,a b c d  ก็ตอเม่ือ    , ,a b c d  

ดังนั้น เซต K สามารถแบงเปนเซตยอย (ท่ีไมมีสวนรวมกัน) ไดเปน      , , , ,...K a b c d         

ชั้นสมมูล  ,a b จะมีสมบัติเปนจํานวนตรรกยะ 

 
นิยาม 4.1.2 กําหนดเซต Q  แทนเซตจํานวนตรรกยะ นิยามโดย   , |Q a b สําหรับ ,a b Z  โดย

ท่ี 0b   
ถาให r แทนจํานวนตรรกยะ จะสามารถเขียน r ในรูปแบบ  ,r a b  สําหรับ ,a b Z  

และ 0b   ได 
 
 
 

,a b
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ทฤษฎีบท 4.1.5 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ความสัมพันธเทากับมีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล 
1. สมบัติสะทอน ; r r  
2. สมบัติสมมาตร; ถา r s แลว s r  
3. สมบัติถายทอด; ถา r s  และ s t  แลว r t   

 

พิสูจน  1.ให จํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   

เนื่องจาก          a b b a     

       , ,a b a b  

        , ,a b a b  

จึงไดวา               r r  
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติสะทอน 

  2. ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  ,s c d  โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d   

ให      r s  
             , ,a b c d  

            , ,a b c d  

          a d b c    
           c b d a    
            , ,c d a b  

             , ,c d a b  

     s r  
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติสมมาตร 

  3. ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  

และ , , 0b d f   
 ให      r s  

             , ,a b c d  

            , ,a b c d  

          a d b c      ........... 1  

 และ              s t  
       , ,c d e f  

                                                , ,c d e f  

                                               c f d e      ........... 2  

นําสมการ  1 สมการ 2 ;         a d c f b c d e        

              a f c d b e c d        

                  a f b e    
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          , ,a b e f  

           , ,a b e f  

            r t              
ดังนั้น ความสัมพันธเทากับสอดคลองสมบัติถายทอด 
จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา ความสัมพันธเทากับมีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล 
 

4.2 การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.2.1 จํานวนตรรกยะ  ,a b  และ ,c d  เม่ือ , , ,a b c d Z  โดยท่ี , 0b d   

 การบวก;      , , ,a b c d a d b c b d       

 การคูณ;       , , ,a b c d a c b d     

  
ทฤษฏีบท 4.2.1 ถาให  ,a b  และ  1 1,a b   แทนจํานวนตรรกยะ r  และ  ,c d  และ  1 1,c d  แทน

จํานวนตรรกยะ s  สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d    

 1.                1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,r s a b c d a b c d a b c d a b c d          
2.                  1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , , ,r s a b c d a b c d a b c d a b c d          

 

พิสูจน 1. สําหรับ        , , ,r s a b c d a d b c b d         

                        1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        

                        1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        

                         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ,a b c d a d b c b d        
1.1 แสดงวา    1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 1.2 แสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 1.3 แสดงวา    1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          
 

สําหรับ จํานวนตรรกยะ r  และ s สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z  โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d    
   1.1 จะแสดงวา    1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจาํนวนตรรกยะ s  

จึงไดวา                 1 1, ,c d c d  

                                                   1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม            1 1c d d c           ............ 1.1 1  
นํา  b b คูณสมการ  1.1 1 ;         1 1b b c d b b d c        

        1 1b c b d b d b c          ............ 1.1 2  
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นํา 1a b d d    บวกสมการ 1.1 2 ;      

                               1 1 1 1a b d d b c b d a b d d b d b c                 

          1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

                  1 1 1a d b c b d b d a d b c            

                 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

                  1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d           ............   
 

 1.2 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          

 จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

 จึงไดวา              1 1, ,a b a b  

                              1 1, ,a b a b  

 โดยนิยาม        1 1a b b a       ............ 1.2 1  

 นํา 1d d  คูณสมการ 1.2 1 ;  

          1 1 1 1a b d d b a d d        
          1 1 1 1a b d d b a d d        
                                      1 1 1 1a d b d b d a d           ............ 1.2 2  

 และจาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจํานวนตรรกยะ s  

จึงไดวา           1 1, ,c d c d  

      1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม      1 1c d d c            ............ 1.2 3  
นํา 1b b  คูณสมการ 1.2 3 ;  

             1 1 1 1b b c d b b d c        

          1 1 1 1b d b c b c b d        
         1 1 1 1b c b d b d b c           ............ 1.2 4  

นําสมการ 1.2 2 สมการ 1.2 4 ;  
           1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

        1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

                  1 1 1 1 1 1a d b c b d b d a d b c            

                 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

                  1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d            ............ ,   

1.3 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d          
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 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจาํนวนตรรกยะ s  

จึงไดวา        1 1, ,c d c d  

            1 1, ,c d c d  
โดยนิยาม   1 1c d d c           ............ 1.3 1  
นํา  1 1b b คูณสมการ  1.3 1 ;        

                1 1 1 1 1 1b b c d b b d c        
             1 1 1 1 1 1b b c d b b d c        

       1 1 1 1 1 1b c b d b d b c          ............ 1.3 2  
 นํา  1 1 1d a b d   สมการ  1.3 2 ;    

       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1d a b d b c b d d a b d b d b c                
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1a d b d b c b d b d a d b d b c                

        1 1 1 1 1 1 1 1 1a d b c b d b d a d b c            

      1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d         

          1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,a d b c b d a d b c b d           ............ , ,    

 จาก    , ,    และ , ,    
       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,a d b c b d a d b c b d a d b c b d a d b c b d                    
ดังนั้น คูอันดับ   1 1 1, , , ,a d b c b d a d b c b d         1 1 1,a d b c b d    และ 

 1 1 1 1 1 1,a d b c b d    ตางแทนจํานวนตรรกยะ r s  

           2. สําหรับ      , , ,r s a b c d a c b d       

                1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

                                1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

                                  1 1 1 1 1 1 1 1, , ,a b c d a c b d      

2.1 แสดงวา    1 1, ,a c b d a c b d      

 2.2 แสดงวา    1 1 1 1, ,a c b d a c b d      

 2.3 แสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
 

พิสูจน 2.  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  สําหรับ 1 1 1 1, , , , , , ,a b c d a b c d Z  โดยท่ี 1 1, , , 0b b d d   
2.1 จะแสดงวา    1 1, ,a c b d a c b d      

จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                 1 1, ,a b a b   

                1 1, ,a b a b  
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 โดยนิยาม             1 1a b b a      ............ 2.1 1  

นํา  c d  คูณสมการ 2.1 1 ;        1 1c d a b c d b a        
                        1 1a c b d b d a c        
                          1 1, ,a c b d a c b d     
                           1 1, ,a c b d a c b d       ............ , , ,     

 2.2 จะแสดงวา    1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                   1 1, ,a b a b   
             1 1, ,a b a b   

 โดยนิยาม              1 1a b b a       

           1 1b a a b      ............ 2.2 1  
 จาก  ,c d  และ 1 1,c d แทนจํานวนตรรกยะ s  

จึงไดวา                   1 1, ,c d c d  
             1 1, ,c d c d  

โดยนิยาม              1 1c d d c          ............ 2.2 2  
นําสมการ 2.2 1 สมการ 2.2 2 ;  

                           1 1 1 1b a c d a b d c        

                           1 1 1 1a c b d b d a c        

                          1 1 1 1, ,a c b d a c b d     

                          1 1 1 1, ,a c b d a c b d       ............ , , , ,      

2.3 จะแสดงวา    1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d      
จาก  ,a b  และ 1 1,a b  แทนจํานวนตรรกยะ r  

จึงไดวา                     1 1, ,a b a b    

              1 1, ,a b a b  

 โดยนิยาม               1 1a b b a      ............ 2.3 1  

 นํา  1 1c d คูณสมการ 2.3 1 ;        1 1 1 1 1 1c d a b c d b a        
                                      1 1 1 1 1 1a c b d b d a c        

      1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d     
                 1 1 1 1 1 1, ,a c b d a c b d       ......... , , , , ,       

จาก    , , , , , , , ,          และ , , , , , ;       
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ดังนั้น      1 1 1 1, , , , ,a c b d a c b d a c b d      และ 1 1 1 1,a c b d  ตางแทนจํานวนตรรกยะ r s  

 
ทฤษฏีบท 4.2.2 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ   
  

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d 

 พิจารณา    ,r s a d b c b d       

 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ 
 จึงไดวา  a d b c    และb d  เปนจํานวนเต็ม 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     เปนจํานวนตรรกยะ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ 
 
ทฤษฏีบท 4.2.3 จํานวนตรรกยะ  และ s  ใด ๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
  
ทฤษฏีบท 4.2.4 การเปลี่ยนหมูสําหรับการบวก ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ 

   r s t r s t      
   

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f   

 พิจารณา                , , ,r s t a b c d e f      
       , ,a b c f d e d f       

         ,a d f b c f d e b d f             

 ,a d f b c f b d e b d f            

     ,a d b c f b d e b d f             

   , ,a d b c b d e f       

      , , ,a b c d e f    

 r s t    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ    r s t r s t      
 
ทฤษฏีบท 4.2.5 การสลับท่ีสําหรับการบวก ให r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ r s s r     

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  
 
 
 

r
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ทฤษฏีบท 4.2.6 เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น ท่ีทําให  
r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 

  

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  , ,r a b  0,s x โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

 จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
 พิจารณา         , 0,r s a b x    

     

 
 
   

0,

0,

, ,

a x b b x

a x b x

a x b x a b
r

    

   

   



 

 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได r s s r r     
ดังนั้น มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  

 จะแสดงวา มีจํานวน s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ให s  มีสมบัติวา r s s r r      โดยท่ี  ,s c d   โดยท่ี ,c d Z  และ 0d   

ให      r s r      
       , , ,a b c d a b   

               , ,a d b c b d a b      

         , ,a d b c b d a b      

            a d b c b b d a        

            a d b c b b d a         

   a d b c a d                        

 
            

 
0

b c a d a d
b c
     

   
 เนื่องจาก 0;b  จึงไดวา 0c   

 จากท่ีกําหนด      , 0, 0, 0s c d d x      

จึงไดวา มีจํานวน s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ดังนั้น เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น ท่ีทําให  
r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 
นิยาม 4.2.2 จํานวนตรรกยะ  0, x  ใชสัญลักษณแทนดวย 0 และเรียกเอกลักษณสําหรับ การบวก 

โดยท่ี x  เปนจํานวนเต็มท่ีไมเทากับศูนย  
 
 จ ากทฤษฏี บท  4.2.6 และนิ ย าม  4.2.2 มี  0  ซ่ึ ง เ ป น จํ า น วนตร รกยะ ซ่ึ ง ทํ า ให  

0 0r r r    สําหรับจํานวนตรรกยะ r ใด ๆ และเรียก 0  วาเปนเอกลักษณสําหรับการบวก 
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ทฤษฏีบท 4.2.7 จํานวนตรรกยะ r  จะมีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ีทําให 

0r s s r         
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s a b    โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   
จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา 0r s s r     
 พิจารณา                   , ,r s a b a b     

 

 

2

2

,

,

a b b a b

a b a b b

       
       

 

 20, 0,b x      สําหรับจํานวนเต็ม x  

0  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได 0r s s r     
ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา 0r s s r      

จะแสดงวา สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 
0r s s r     ให r  มีสมบัติวา 0r r r r      โดยท่ี  ,r c d   และ  0 0, x

สําหรับ , ,c d x Z  และ , 0d x    
ให       0r r        

       , , 0,a b c d x   

          , 0,a d b c b d x      

         , 0,a d b c b d x      

                0a d b c x b d        

              0a d b c x      
เนื่องจาก 0x   จึงไดวา               0a d b c     

             b c a d    
                                b c d a     

              , ,c d a b  

              , ,c d a b    

           r s   
ดังนั้น แตละจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ี 0r s s r     
 
นิยาม 4.2.3 จํานวนตรรกยะ  ,r a b  จะมีจํานวนตรรกยะ ,a b  ใชสัญลักษณแทนดวย r

และเรียกตัวผกผันสําหรับการบวกของ r  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b    
จากทฤษฎีบท 4.2.7 และนิยาม 4.2.3 แตละจํานวนตรรกยะ r จะมีจํานวนตรรกยะ r    

ซ่ึงทําให      0r r r r       เรียก r  วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ r  
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ทฤษฏีบท 4.2.8 การตัดออกสําหรับการบวก ให ,r s  และ t เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ                
ถา r s r t    แลว s t  

 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ 

, , 0b c f   
ให      r s r t    

                   , , , ,a b c d a b e f    

         , ,a d b c b d a f b e b f          

        , ,a d b c b d a f b e b f         

        a d b c b f b d a f b e           

                              a b d f b b c f a b d f b b d e                
              b b c f b b d e        

c f d e    
   , ,c d e f  

   , ,c d e f  

     s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s r t    แลว s t  
 
ทฤษฏีบท 4.2.9 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ             

ถา r s  แลว r t s t     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ 

, , 0b d f  ให            r s  

                               , ,a b c d  
                         a d b c        ............ 1  

นํา  f f สมการ 1 ;                               a d f f b c f f         ............ 2  
นํา b d e f    สมการ 2 ;        a d f f b d e f b c f f b d e f                

                                           a d f f b d e f b c f f b d e f                

                            a f d f b e d f b f c f b f d e                

           a f b e d f b f c f d e            

                     , ,a f b e b f c f d e d f          

                    , , , ,a b e f c d e f    

                       r t s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  แลว r t s t    
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ทฤษฏีบท 4.2.10 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  เปนจํานวนตรรกยะ 
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
   
ทฤษฏีบท 4.2.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
   
ทฤษฏีบท 4.2.12 การเปลี่ยนหมูสําหรับการคูณ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ 

   r s t r s t      
  

  
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f    

 พิจารณา                    , , ,r s t a b c d e f      
        , ,a b c e d f     

   ,a c e b d f        

   ,a c e b d f        

   , ,a c b d e f     

      , ,a b c d e f     

 r s t    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ    r s t r s t      

 
ทฤษฏีบท 4.2.13 การสลับท่ีสําหรับการคูณ ให r  และ s เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ r s s r     
   

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   โดยท่ี , , ,a b c d Z  และ , 0b d   

 พิจารณา           , ,r s a b c d    

      ,a c b d    

      ,c a d b    

        , ,c d a b   

     s r   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ r s s r    
 
ทฤษฏีบท 4.2.14 เซตจํานวนตรรกยะ มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียงจํานวนเดียวเทานั้น  ท่ีทําให   

r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ     , , ,r a b s x x   โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r       
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 พิจารณา           , ,r s a b x x    

        , ,a x b x a b r      

 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได r s s r r     
ดังนั้น มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา r s s r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 จะแสดงวา มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
ให s มีสมบัติวา r s s r r      โดยท่ี  ,s c d  สําหรับจํานวนเต็ม c  และ d  โดยท่ี 0d   

ให       r s r   
        , , ,a b c d a b   

                      , ,a c b d a b    

      , ,a c b d a b    

                   a c b b d a      

                   a b c a b d      

                        c d  
 จากท่ีกําหนด      , , ,s c d d d x x s      

จึงไดวา มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา r s s r r     
 

นิยาม 4.2.3  จํานวนตรรกยะ  ,x x  ใชสัญลักษณแทนดวย 1 และเรียกวาเอกลักษณสําหรับการคูณ

ของเซตจํานวนตรรกยะ นั่นคือ 1 1r r r     สําหรับทุกจํานวนตรรกยะ r  
 
ทฤษฏีบท 4.2.15 จํานวนตรรกยะ r  แตละจํานวน โดยท่ี 0r   มีจํานวนตรรกยะ s  และมีเพียง

จํานวนเดียวเทานั้นท่ีทําให 1r s s r      
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s b a   โดยท่ี ,a b Z  และ 0b    

 จะแสดงวา มีจํานวน s  ท่ีมีสมบัติวา 1r s s r     
 พิจารณา          , ,r s a b b a    

นิยามการคูณ   ,a b b a    

   , ,a b a b x x    สําหรับจํานวนเต็ม x และ 0x   

1  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ี  จึงได 1r s s r     
ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  ท่ีมีสมบัติวา 1r s s r      

จะแสดงวา สําหรับ ,r s Q  มี s เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา 1r s s r                ให 

s  มีสมบั ติวา 1r s s r      โดยท่ี  ,s c d   และ  1 ,x x  สําหรับ , ,c d x Z  และ

, 0d x   ให              1r s   

               , , ,a b c d x x   
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       , ,a c b d x x    

            , ,a c b d x x    

          a c x b d x      

 จึงได            a c b d     

       c a d b                                  
            , ,c d b a  

                        , ,c d b a  

              s s   
ดังนั้น สําหรับแตละจํานวนตรรกยะ r  มีจํานวนตรรกยะ s  เพียงจํานวนเดียวท่ี 1r s s r      
 
นิยาม 4.2.4 จํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี 0r   จะมีจํานวนตรรกยะ  ,b a  ใชสัญลักษณแทน

ดวย 1r หรือ 
1
r

 โดยท่ี ,a b Z  และ , 0a b    

จากทฤษฏีบท 4.2.15 และนิยาม 4.2.4 แตละจํานวนตรรกยะ r โดยท่ี 0r  จะมีจํานวน

ตรรกยะ 1r หรือ 
1
r

 ซ่ึงทําให 1 1 1r r r r      และเรียก 1r  วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ r  

 
ทฤษฏีบท 4.2.16 การกระจาย ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  
                            r s t r s r t       
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b c f   

 พิจารณา                   , , ,r s t a b c d e f     
       , ,a b c f d e d f      

        ,a c f d e b d f          
      ,a c f a d e b d f         

    ,b a c f a d e b b d f             

        ,a b c f a b d e b b d f              

                ,a c b f b d a e b d b f              

        , ,a c b d a e b f       

             , , , ,a b c d a b e f     

จึงไดวา        r s r t     

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ      r s t r s r t        
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ทฤษฏีบท 4.2.17 การกระจาย ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ  

                           s t r s r t r       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  
 
ทฤษฏีบท 4.2.18 การจัดออกสําหรับการคูณ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา 

r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t    
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , , 0b d e f   ให       r t s t      
                                  , , , ,a b e f c d e f    

         , ,a e b f c e d f      

        , ,a e b f c e d f     

                                        a e d f b f c e        

                a d e f b c e f         เนื่องจาก , 0e f   

            a d b c    
             , ,a b c d  

                         , ,a b c d  

         r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t    
 
ทฤษฏีบท 4.2.19 การคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา r s  

แลว r t s t     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d   และ  ,t e f  โดยท่ี , , , , ,a b c d e f Z  และ

, , 0b d f   ให         r s        
                  , ,a b c d  

           a d b c             ............ 1  
นํา  e f คูณสมการ 1 ;                 a d e f b c e f         

                         a d e f b c e f        
       a e d f b f c e        

                 , ,a e b f c e d f      

          , , , ,a b e f c d e f    

             r t s t                 
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  แลว r t s t     
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ทฤษฏีบท 4.2.20 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ    1 1r r r       
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  1 ,x x    โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x   

 พิจารณา        1 , ,r x x a b      
 

   

,

, ,

x a x b

x a x b a b

   

       
 

r  
พิจารณา                 1 , ,r a b x x     

 

   

,

, ,

a x b x

a x b x a b

r

     
       



 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ    1 1r r r       
 
ทฤษฏีบท 4.2.21 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  r r    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

 
ทฤษฏีบท 4.2.22 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 0 0r r      
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  0 0, x  โดยท่ี , ,a b x Z  และ , 0b x    
 พิจารณา           0 0, ,r x a b     

 0 ,a x b    
 
 
0,

0,

x b

x

 


 

0  
 จํานวนตรรกยะสอดคลองสมบัติการสลับท่ีสําหรับการคูณ  
 จึงไดวา 0 0 0r r      
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 0 0r r      
 
ทฤษฏีบท 4.2.23 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา               1r s r s       
 สมบัติการแจกแจง     1 1r s       

ทฤษฏีบท 4.2.17    r s    

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      

r
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ทฤษฏีบท 4.2.24 จํานวนตรรกยะ  และ s  ใด ๆ      r s r s r s        

                       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
ทฤษฏีบท 4.2.25 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ      r s r s      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา                1 1r s r s          

สมบัติการจัดหมู         1 1 r s       

ทฤษฏีบท 4.2.17    r s  
 จึงได    r s   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s      
 

ทฤษฏีบท 4.2.26 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   11r r
    

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  โดยท่ี ,a b Z  และ 0b   

 จาก                 ,r a b  

 
              1 ,r b a   

           
11 ,r a b

   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   11r r

   
 

ทฤษฏีบท 4.2.27 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   1 1 1r s s r      
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ 
 พิจารณา                  1 1 1 1r s s r r r s s           

   1 1
1

 


 

โดยทฤษฏีบท 4.2.13  1 1s r  เปนตัวผกผันสําหรับการคูณของ r s  

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   1 1 1r s s r      
 

ทฤษฏีบท 4.2.28 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ   1 1r r     

                       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
 
 

r
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จํานวนตรรกยะกับจํานวนเต็ม 
 

 จํานวนตรรกยะบางจํานวนสามารถกําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม เชน  
จํานวนตรรกยะ  0,b  กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม 0 สําหรับทุกจํานวนเต็ม b  

จํานวนตรรกยะ    , ,a a b b กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม 1 สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  และb  

จํานวนตรรกยะ  ,1a กําหนดไดตรงกับจํานวนเต็ม a  สําหรับทุกจํานวนเต็ม a  

จํานวนตรรกยะ  ,a b กําหนดไดตรงกับบางจํานวนเต็มก็ตอเม่ือ b หาร a  ลงตัว คือ 

 ,a b c  ก็ตอเม่ือ a c b   สําหรับทุกจํานวนเต็ม ,a b  และ c  

พิจารณาจํานวนตรรกยะ    
1

1, ,a ba b b a
b a


      

  

 
ทฤษฎีบท 4.2.29 กําหนดเซต   , |P a b a  และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b  จะไดวาเซต มี

สมบัติดังนี้ 
    1. ถา r P  และ s P  จะไดวา  
   1.1 r s P   1.2 r s P   
     2. สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ กรณีตอไปนี้เปนจริงเพียงกรณีเดียว 
   2.1 0r   2.2 r P  2.3 r P   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r P  และ s P   
 1. ให  ,r a b  และ  ,s c d  สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c  และ d  ใด ๆ โดยท่ี 0a b   

และ 0c d    
 1.1 จะแสดงวา r s P    
                     , ,r s a b c d    

       ,a d b c b d      

 พิจารณา                          a d b c b d a d b d b c b d              

       a b d d c d b b         

 เนื่องจาก 0, 0, 0a b c d b b       และ 0d d   

 จึงไดวา            0a b d d c d b b         

ทําให              ,a d b c b d P      

 ดังนั้น r s P    
 1.2 จะแสดงวา r s P    
                         , ,r s a b c d    

       ,a c b d    

 พิจารณา                               a c b d a b c d        

 เนื่องจาก 0a b   และ 0c d    
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 จึงไดวา                             0a c b d     

ทําให                        ,a c b d P    

 ดังนั้น r s P    
    2. สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ  
 ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb  ใด ๆ โดยท่ี 0b   

พิจารณากรณีท่ี 1 ถา 0a b    จะไดวา 0a   ดังนั้น  0, 0r b   

  กรณีท่ี 2 ถา 0a b     จะไดวา r P  
  กรณีท่ี 3 ถา 0a b   จะไดวา 0a b    ดังนั้น  ,r a b    
เรียกเซต P วาเปนเซตจํานวนตรรกยะบวก ใชสัญลักษณแทนดวย Q   
 
นิยาม 4.2.3 เซตของจํานวนตรรกยะ Q  ประกอบดวย 

      เซตของจํานวนตรรกยะบวก   , |Q a b a   และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b   

      จํานวนศูนย 0  
      เซตของจํานวนตรรกยะลบ   , |Q a b a   และb เปนจํานวนเต็ม และ 0a b   

      และจะไดวา จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ จะเปนอยางใดอยางหนึ่งตอไปนี้เพียงอยางเดียวคือ 
 1. r Q  หรือ2. 0r   หรือ3. r Q  

 
ทฤษฎีบท 4.2.30 สําหรับ r เปนจํานวนตรรกยะลบ ก็ตอเม่ือ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
 

พิสูจน  ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb   

จาก r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ โดยนิยาม 
จะไดวา               0a b       

 นํา  1 คูณ;    0a b    

 จึงไดวา                  ,r a b    

 ดังนั้น ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

 

 ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวก แลว r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะลบ 
 สําหรับ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

ให  ,r a b   สําหรับจํานวนเต็ม a  และb   

จาก r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะบวก โดยนิยาม 
จะไดวา              0a b   

 นํา  1 คูณ;    0a b    

      0a b    
 จาก                         r r    
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  และ                       ,r a b Q                 

 จึงไดวา                   ,r a b Q               

 ดังนั้น ถา r  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะบวก แลว r  เปนจํานวนตรรกยะลบ 
ดังนั้น ทุกจํานวน r เปนจํานวนตรรกยะลบ ก็ตอเม่ือ r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

 
ทฤษฎีบท 4.2.31 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา 0r s  แลว 0r  หรือ 0s   
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให 0r s   
 กรณีท่ี 1 ถา 0r  จะมีจํานวนตรรกยะ 1r  ซ่ึงทําให  1 1r r    
 พิจารณา           1s s   
      1s r r    

     

  1

10
0

s r r

r





  

 


 

 จึงไดวา ให 0r s  แลว ถา 0r  จะไดวา 0s   
  

กรณีท่ี 2 ถา 0s   จะมีจํานวนตรรกยะ 1s  ซ่ึงทําให 1 1s s      
 พิจารณา                     1r r   
      1r s s    

     

  1

10
0

s r s

s





  

 


 

 จึงไดวา ให 0r s  แลว ถา 0s  จะไดวา 0r   
ดังนั้น จากกรณีท่ี 1 และ2 ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ ถา 0r s  แลว 0r  หรือ 0s   

 
4.3 การลบและการหารจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.3.1 กําหนดตัวดําเนินการ “การลบ” (substractions) และการหาร (division) บนเซต
จํานวนตรรกยะ Q  ดังนี้ สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  

  การลบ ;  r s r s     

  การหาร; 1 rr s r s
s

    เม่ือ 0s   

  จากนิยามพบวาการดําเนินการ การลบ และการหารมีสมบัติปด คือ ผลลัพธของการ
ดําเนินการลบและการหารเปนจาํนวนตรรกยะ 
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ทฤษฎีบท 4.3.1 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
 พิจารณา                 0 1 0r r      

     0r
r

 


 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0r r   
 
ทฤษฎีบท 4.3.2 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ 0r r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

 
ทฤษฎีบท 4.3.3 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
 พิจารณา               0 0r r     

      r  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 0 r r   
 
ทฤษฎีบท 4.3.4 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ   r s t r s r t        

                     ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 
ทฤษฎีบท 4.3.5 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   r s s r     
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   
 พิจารณา                   1r s r s       

         1 1r s       

     
 

 r s
s r

  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ   r s s r     

 
ทฤษฎีบท 4.3.6 จํานวนตรรกยะ ,r s  และt  ใด ๆ  r s t   ก็ตอเม่ือ r s t   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 
 

ทฤษฎีบท 4.3.7 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 1r r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ  

 พิจารณา       11 1r r 
    

      1r r    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 1r r   
 

r
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ทฤษฎีบท 4.3.8 จํานวนตรรกยะ  ใด ๆ 1r r   เม่ือ 0r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 4.3.9 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ 
11 r
r

   เม่ือ 0r   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 4.3.10 ตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ เม่ือ 0s  r s t   ก็ตอเม่ือ r s t    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ  เม่ือ 0s   

 ถา r s t   แลว r s t    
 ให                           r s t           ............ 1  

 นํา s  คูณสมการ 1 ;      1s r s s t     

                1r s s s t     

             1r s t    

                r s t    
 จึงไดวา ถา r s t   แลว r s t    

    ถา r s t    แลว r s t   
 ให            r s t          ............ 2  

 จาก s Q  มี 1s Q   

 นํา 1s คูณสมการ 2 ;      1 1s r s s t      

         1 1r s s s t      

        1r s t    
        r s t      
 จึงไดวา ถา r s t    แลว r s t    
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ เม่ือ 0;s   r s t   ก็ตอเม่ือ r s t    
 
ทฤษฎีบท 4.3.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s r s        เม่ือ 0s     
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ  เม่ือ 0s   
 พิจารณา     1r s r s      

       1r s    

       r s       ............ 1  

 และ     1r s r s      

       1r s   

       r s      ............ 2  

r
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 จากสมการ  1 และ 2 ;    r s r s r s        

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ    r s r s r s       เม่ือ 0s   

 
ทฤษฎีบท 4.3.12 จํานวนตรรกยะ และs ใด ๆ   r s r s      เม่ือ 0s   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

ทฤษฎีบท 4.3.13 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u   แลว 
r t r u s t
s u s u

  
 


 

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ เม่ือ , 0s u   

 พิจารณา            1 11 1r t r s t u
s u

         

     
       
       

1 1 1 1

1 1 1 1

r s u u t u s s

r u s u t s s u

   

   

       

       
 

          1 1r u s t s u          

     

     

     

1r s t s s u

r s t s s u

r u s t
s u

       
       
  




 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u  แลว 
r t r u s t
s u s u

  
 


 

      

 

ทฤษฎีบท 4.3.14 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ถา 0r   แลว 1
1 r

r

  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ให 0r   

 พิจารณา            
1

111 11 11 r r
r

r


       

 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ ถา 0r   แลว 1
1 r

r

  

 

ทฤษฎีบท 4.3.15 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

r
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ทฤษฎีบท 4.3.16 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ ถา , 0s u   แลว 
r t r t
s u s u


 


 

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu ใด ๆ ให , 0s u   

 พิจารณา           1 1r t r s t u
s u

     
 

        1 1r t s u    
 

         1r t u s 
   

 
     

r t
u s





 
r t
s u



  

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t และu ใด ๆ ถา  , 0s u  แลว 
r t r t
s u s u


 


 

 

ทฤษฎีบท 4.3.17 จํานวนตรรกยะ  และu ใด ๆ ถา , , 0s t u  แลว 
r t r u r u
s u s t s t


   


 

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
4.4 ลําดับของจํานวนตรรกยะ 
 

นิยาม 4.4.1 จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ จะกลาววา r นอยกวา s  ใชสัญลักษณแทนดวย r s

ก็ตอเม่ือ s r Q  และจะกลาววา  r  มากกวา s  ใชสัญลักษณ r s ก็ตอเม่ือ 

s r  
  
นิยาม 4.4.2 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให  ,r a b  และ  ,s c d  สําหรับ , , ,a b c d Z  

โดยท่ี , 0,b d   r s ก็ตอเม่ือ a d b c    
 
สมบัติไตรวิภาค  

สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว คือ  
  1. r s  2. r s  3. r s   
 

พิสูจน  จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคเพียงขอเดียวตอไปนี้ 
 1. ถา 0r s   จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 1 คือ r s  
 2. ถา r s Q  จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 2 คือ r s   

 3. ถา r s Q  จะไดวา r  และ s  สอดคลองสมบัติขอ 3 คือ r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคเพียงขอเดียว 
 
 

, ,r s t
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ทฤษฎีบท 4.4.1 จํานวนตรรกยะ r  เปนจํานวนตรรกยะบวกก็ตอเม่ือ 0r   
 

พิสูจน  จะแสดงวา ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 0r    
ให r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
เนื่องจาก            0r r   
จึงไดวา                   0r Q



         
โดยนิยาม 4.4.1   0r   
จึงไดวา ถา r  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 0r   
 จะแสดงวา ถา 0r   แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 
ให           0r   
แสดงวา          0 r  
โดยนิยาม     0r Q   
แต       0r r   

 นั่นคือ           r Q  
จึงไดวา ถา  0r   แลว r  เปนจํานวนตรรกยะบวก 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  เปนจํานวนตรรกยะบวกก็ตอเม่ือ 0r   
 
ทฤษฎีบท 4.4.2 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ r  เปนจํานวนตรรกยะลบ (คือ r Q  หรือ r Q  ) ก็

ตอเม่ือ 0r    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.4.3 สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา r s  และ s t  แลว r t  
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ 
 ให                              r s     
 จากนิยาม                        0s r     ........... 1  
 และให                              s t  

 จากนิยาม                                 0t s     ........... 2  

 นําสมการ 1 บวกสมการ 2 ;         0s r t s       

               0t r s s      

                 0t r        
 จึงไดวา                              r t    
 นั่นคือ ถา r s  และ s t  แลว r t  
ดังนั้น ความสัมพันธนอยกวา   มีสมบัติถายทอด 
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ทฤษฎีบท 4.4.4 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t    
 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ 

ถา r s  แลว r t s t    
ให                  r s   
จากนิยาม                 0s r   
       0 0s r    

          0s r t t     

          0s t r t     
         0s t r t     

นั่นคือ            r t s t    
ดังนั้น ถา r s  แลว r t s t    

 ถา r t s t    แลว r s   
 ให            r t s t    
           0s t r t     

         0s t r t     
          0s r t t     

                   0s r   
นั่นคือ       r s   

 ดังนั้น ถา r t s t    แลว r s   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t    
 
ทฤษฎีบท 4.4.5 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     
  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 4.4.6 จํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ r s  และ t u   ก็ตอเม่ือ r t s u     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ   

ถา r s  และ t u   แลว r t s u     

ให r s  และ r u   
 จาก                     r s    

                           0s r     ........... 1  

 และ                              t u  

                      0u t     ........... 2  

 นําสมการ  1 บวกสมการ 2 ;      0s r u t     
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             0s u r t        

       0s u r t       

         0s u r t         

                  r t s u                     
 จึงได ถา r s  และ t u   แลว r t s u     
 

 ถา  r t s u   แลว r s  และ t u  
 ให         r t s u       

    0s u r t     

    0s u r t     
                      0s r u t     

  นั่นคือ                   0s r   และ 0u t   
              r s  และ t u  
 จึงไดวาถา r t s u    แลว r s  และ t u  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ , ,r s t  และu  ใด ๆ r s  และ t u  ก็ตอเม่ือ r t s u     
  
ทฤษฎีบท 4.4.7 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให 0t    

  ถา r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     

                                 r s  
                    0s r     

สําหรับ 0;t                 0t s r     

         0t s t r     

         0s t r t     

                 r t s t                       
 จึงไดวา ถา 0t   และ r s  แลว r t s t     

ถา r t s t     แลว r s   
 ให            r t s t                 

              0s t r t     
  0s r t    

 จาก 0;t                             0s r   

r s           
 จึงไดวา ถา r t s t    แลว r s  
ดังนั้น ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t    
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ทฤษฎีบท 4.4.8 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให  0t  ไดวา 0t   
 ถา 0t   และ r s  แลว r t s t     

ให                           r s      

                   0s r   
 นํา 0t  คูณ ;               0t s r     

                                    0st rt    
                0rt st   

 จึงไดวา                        r t s t    
 นั่นคือ ถา 0t   และ r s แลว r t s t     
   ถา 0t   และ r t s t    แลว r s   
 ให                           r t s t    
                            0r t s t     

                0r t s t       

 จาก 0t  ทําให 0;t         0r s t       

0s t   
 จึงไดวา          r s        
 นั่นคือ ถา 0t  และ r t s t    แลว r s   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t  แลว r s  ก็ตอเม่ือ r t s t     
 

ทฤษฎีบท 4.4.9 จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t   แลว r s ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ให 0t     

 ถา r s แลว  
r s
t t
  

ให                     r s     

                     0s r       
สําหรับ 0t  ทําให 1 0;t             1 0t s r     

             1 1 0t s t r      

สมบัติการสลับสําหรับการคูณ      1 1 0s t r t      

นิยามการหาร                  0s r
t t
   

                
r s
t t
  
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 นั่นคือ ถา 0t   และ r s แลว  
r s
t t
  

 ถา 
r s
t t
  แลว r s  

 ให                             
r s
t t


 

                        
0s r

t t
 

 

 
นิยามการหาร                       1 1 0s t r t    

 

                 
  1 0s r t  

 

 
จาก 0t  นํา t  คูณ           1 0s r t t     

          1 0s r    

                            0s r 
 

 
จึงได                 r s  

         

 
นั่นคือ

 
ถา 0t    และ

r s
t t
  แลว r s   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ถา 0t   แลว r s  ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 
ทฤษฎีบท 4.4.10 การหารดวยจํานวนท่ีเทากัน ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะ ใด ๆ ถา 0t 

แลว r s  ก็ตอเม่ือ 
r s
t t
  

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ ให 0t     

   ถา  r s แลว  
r s
t t


 

 
ให 0t  และ              r s   

                 0s r 
 
            

 จาก 0t   ทําให 0t   และ 1 0t    
           1 0t s r      

         1 1 0t s t r                    

           1 1 0s t r t        

             1 1 0r t s t             

 นิยามการหาร      0r s
t t
   

 จึงได             
r s
t t

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ถา r s  แลว  

r s
t t


 
สําหรับ 0t   

 

   ถา 
r s
t t
 แลว r s   

 ให 0t  และ        
r s
t t
  

                     0r s
t t
   

            1 1 0r t s t      

                           1 1 0r t s t                   

                                     1 0r s t         

                     1 0r s t        

                                            1 0s r t     

จาก 0t  ทําให 0t  นํา t คูณ 

      1 0s r t t          

                    0s r   

 จึงได            r s  

นั่นคือ ถา 
r s
t t
 แลว r s  สําหรับ 0t  ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ ,r s  และ t ใด ๆ ถา 0t 

แลว r s ก็ตอเม่ือ 
r s
t t


 
 

ทฤษฎีบท 4.4.11 จํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา r s  และ s r แลว r s   

 

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให r s  และ s r แลว r s  
 จาก r s  โดยสมบัติไตวิภาค r s   หรอื r s   

 กรณีท่ี 1 ถา r s  ขัดแยงกับท่ีกําหนดให r s   
 กรณีท่ี 2 ถา r s  ขัดแยงกับท่ีกําหนดให s r   
 จากกรณีท่ี 1 และ2 ถา r s  และ s r  แลว r s  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ถา r s  และ s r  แลว r s   
 
ทฤษฎีบท 4.4.12 สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆท่ี r s จะมีจํานวนตรรกยะ x  ท่ีมีสมบัติ

วา r x s   สมบัติหนาแนน (density law) 
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ให r s   

 จากทฤษฎีบท 4.4.7 สําหรับ  
 จาก                   2 2r r r r s s s s        

2 0; 2 2r s
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              2 2r r s s     ............ 1     

 นํา 
1
2

คูณสมการ  1 ;      1 1 12 2
2 2 2

r r s s
                              

            
 1 12 2

2 2 2
r s

r s
                 

 

                               
 

2
r s

r s


                      

สําหรับจํานวนตรรกยะ x ใด ๆ ให 
2

r sx 
   

จึงได     r x s                                       
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ท่ี r s จะมีจํานวนตรรกยะ x  ท่ีมีสมบัติวา r x s     
 
ทฤษฎีบท 4.4.13 จํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา r n   
   

พิสูจน  ใหจํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ และให n  เปนจํานวนเต็มบวก 
 ให  ,r a b  สําหรับจํานวนเต็มบวก a  และb  ใด ๆ  

 ให           1n a   

 1 1,1
1

a a
      

      ,a a b r
b

    ;b Q     

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะบวก r  ใด ๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา r n  
 
นิยาม 4.4.3 จํานวนตรรกยะ r  และ s ใด ๆ r  นอยกวาหรือเทากับ s ใชสัญลักษณแทนดวย r s  

หมายถึง x y  หรือ x y  และสําหรับ r  มากกวาหรือเทากับ s  ใชสัญลักษณ
แทนดวย r s  ก็ตอเม่ือ s r   

 
นิยาม 4.4.4  จํานวนตรรกยะ ,r s  และ t  ใด ๆ  

 x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  

x y z   หมายถึง x y  และ y z  
 

ทฤษฎีบท 4.4.14 ถา r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 
hr
n

  และ
ks
n

  สําหรับบางคา

, ,h k n Z  
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พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ  ,r a b  และ  ,s c d  เม่ือ , , ,a b c d Z  

จาก ,r s Q  จะไดวา 0a b   และ 0c d   
จาก 0a b    นั่นคือ 0a  และ 0b  หรือ 0a   และ 0b  
 และ 0c d   นั่นคือ 0c  และ 0d   หรือ 0c   และ 0d   
กรณีท่ี 1 ถา  0a  และ 0b  กับ 0c  และ 0d   

หรือ        0a   และ 0b  กับ 0c   และ 0d   
จะไดวา , ,a d b c b d Z     จะได  ,r a d b d    และ  ,s b c b d    

จะได 
hr
n

  และ
ks
n

  

กรณีท่ี 2 ถา 0a   และ 0b  กับ 0c  และ 0d   
หรือ          0a  และ 0b  กับ 0c   และ 0d   
จะไดวา      , ,a d b c b d Z       จะไดวา 

   ,r a d b d        และ    ,s b c b d        

ให    ,h a d k b c       และ  n b d    จะได 
hr
n

  และ
ks
n

  

ดังนั้น สําหรับ r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะบวกแลว 
hr
n

  และ
ks
n

  สําหรับบางคา

, ,h k n Z  

 
สมบัติอาคิมีเดียน (Archimedean property) จํานวนตรรกยะบวก r  และ s ใด ๆ ซ่ึง r s แลว

มีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีทําให n r s    
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะบวก r  และ s  ใด ๆ โดยท่ี r s   
โดยทฤษฎีบท 4.4.14 จะมี  

โดยท่ี  และ  และ  

จะไดวา      

และได                 a c d a b b
c
         

แต                           

จะได       a bc d
c c
         

ให                                         
จะได                                  n r s      
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะบวก r  และ s ใด ๆ ซ่ึง r s  แลวมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีทําให n r s    
 

, ,a b c Z
ar
c


br
c

 1c 

a b
c c


bb
c



n cb
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4.5 สรุป  
 

 1. ให Q  แทนเซตจํานวนตรรกยะนิยามโดย   . |Q a b สําหรับ ,a b Z  โดยท่ี 0b   

ซ่ึงคูอันดับ  คือการดําเนินการ 
a
b

 

2. การบวกและการคูณจํานวนตรรกยะ สําหรับ    , , ,a b c d Q  และ , , ,a b c d Z  โดย

ท่ี , 0b d   

2.1 การบวก;      , , ,a b c d a d b c b d        

2.2 การคูณ;      , , ,a b c d a c b d      

 3. สมบัติการบวกจาํนวนตรรกยะ ให ,r s  และ t  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ 

3.1 การปด; r s  เปนจํานวนตรรกยะ 

3.2 มีผลลัพธเพียงหนึ่ง ; r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.3 การเปลี่ยนหมู ;    r s t r s t       

3.4 การสลับท่ี ; r s s r     
3.5 การมีเอกลักษณ; มี 0 ซ่ึงเปนจํานวนตรรกยะท่ีทําให 0 0r r r     จํานวน

ตรรกยะ r  ใด ๆ เรียก 0  วาเอกลักษณสําหรับการบวก 
3.6 การมีตัวผกผัน ; สําหรับทุกๆ จํานวนตรรกยะ r จะมีจํานวนตรรกยะ r  ซ่ึงทําให 

    0r r r r       

3.7 การตัดออก ; ถา r s r t    แลว s t   
3.8 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา r s  แลว r t s t    

 4. สมบัติการคูณจํานวนตรรกยะ ให ,r s  และ  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ  

4.1 การปด ; r s  เปนจํานวนตรรกยะ 

4.2 การมีผลลัพธเพียงหนึ่ง ; r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
4.3 การเปลี่ยนหมู ;    r s t r s t       

4.4 การสลับท่ี ; r s s r     
4.5 การมีเอกลักษณ; มี 1 ซ่ึงเปนจํานวนตรรกยะท่ีทําให 1 1r r r    สําหรับทุกคา 

r Q  เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 
4.6 สมบัติการมีตัวผกผัน; สําหรับทุกๆ จํานวนตรรกยะ r  จะมีจํานวนตรรกยะ 1r  ซ่ึง

ทําให  1 1 1r r r r     เรียก 1r  วาตัวผักผันสําหรับการคูณของ r  
4.7 การตัดออก ; ถา r t s t    แลว r s  เม่ือ 0t   
4.8 การคูณดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา r s  แลว r t s t     

5. การลบและการหารจํานวนตรรกให r  และ s  เปนจํานวนตรรกยะใด ๆ 

5.1 การลบ ;  r s r s     

5.2 การหาร ; 1 rr s r s
s

     เม่ือ 0s   

 ,a b

t
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6. เซตของจํานวนตรรกยะ Q  แบงออกเปน 3 เซตตอไปนี้ 

6.1 เซตจํานวนตรรกยะบวก  Q  คือ   , | ,Q a b a b Z   และ 0a b   

6.2 จํานวนศูนย  
6.3 เซตจํานวนตรรกยะลบ  Q  คือ   , | ,Q a b a b Z   และ 0a b   

7. ความสัมพันธลําดับของจํานวนตรรกยะ สําหรับ ,r s Q   

7.1 r s ก็ตอเม่ือ s r Q   
7.2 r s ก็ตอเม่ือ s r   

 

8. สมบัติความหนาแนนจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใด ๆ ท่ี r s  จะมีจํานวนตรรกยะ x         
ท่ี r x s   
 

9. สมบัติอาคิมีเดียน จํานวนตรรกยะบวก r  และ s  ใด ๆ ซ่ึง r s  แลวมีจํานวนเต็มบวก 
n  ท่ีทําให n r s   
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แบบฝกหัด 4 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.1.3  สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา  
         , , ,1a b b a c c a    

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.1.4 สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   

3.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.3  สําหรับ , ;r s Q  r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

4.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.5 สําหรับ ,r s Q  แลว r s s r       

5.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.10 สําหรับ , ;r s Q  r s  เปนจํานวนตรรกยะ   

6.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.11 สําหรับ , ;r s Q   r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

7. จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.17 สําหรับ , , ;r s t Q       s t r s r t r        

8.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.21สําหรับ ;r Q  r r    

9.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.24 สําหรับ , ;r s Q      r s r s r s      
 

10.จงพิสูจนทฤษฏีบท 4.2.28 สําหรับ ;r Q   1 1r r  
 

11.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.2 สําหรับ ; 0r Q r r      

12.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.4 สําหรับ , ,r s t Q  ;  r s t r s r t        

13.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.6 สําหรับ , ,r s t Q  ; r s t  ก็ตอเม่ือ r s t   

14.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.8 สําหรับ ;r Q  1r r   เม่ือ 0r   

15.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.9 สําหรับ 1;1r Q r
r

    เม่ือ 0r     

16.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.12 สําหรับ ,r s Q ;  r s r s      เม่ือ 0s   

17.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.15 สําหรับ ,r s Q ; ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


 

18.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.3.17 สําหรับ , , ,r s t u Q ; ถา , , 0s t u   แลว 
r t r u r u
s u s t s t


   


 

19.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.4.2 สําหรับ ;r Q  r  เปนจํานวนตรรกยะลบก็ตอเม่ือ 0r   

20.จงพิสูจนทฤษฎีบท 4.4.5 สําหรับ , ,r s t Q  ; r s ก็ตอเม่ือ r t s t      
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บทท่ี 5 
จํานวนจริง 

 
 บทนี้จะกลาวถึง สวนตัดเดเดคินด ทฤษฎีบทสําหรับสวนตัด การบวก การลบสวนตัด สมบัติ
การบวกสวนตัด การคูณสวนตัดบวก สมบัติการคูณสวนตัดบวก ลําดับของสวนตัดการกําหนดจํานวน
จริง สัจพจนของจํานวนจริง สมบัติของจํานวนจริง ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง  
 

5.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

 พิจารณาปญหา สมการ 2 2x   ซ่ึงพบวาไมสามารถหาคา x  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ           
ท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได จากปญหาขางตนจะแสดงขอความท่ีวา  
ไมมีจํานวนตรรกยะ x ซ่ึง 2 2x    
 

พิสูจน สมมติวา มีจํานวนตรรกยะ x  ซ่ึง 2 2x   ดังนั้นจึงสามารถเขียนแทน x  ในรูปเศษสวนของ

จํานวนเต็ม 
m
n

 โดยท่ี ห.ร.ม คือ 1 ได ก็คือ 
mx
n

  โดยท่ี ห.ร.ม  , 1m n   

ดังนั้น     
2

2
2 2mx

n
    

จึงไดวา                  2 22n m        
ดังนั้น 2m  เปนจํานวนคู จึงไดวา m   เปนจํานวนคู 
ให    2m k  เม่ือ k Z  
จึงไดวา           2 2 24m k n         
นั่นคือ 2n เปนจํานวนคู จึงไดวา n  เปนจํานวนคู 
ดังนั้น ห.ร.ม  , 2 1m n    

นั่นคือ x  เขียนในรูปเศษสวนของจํานวนเต็ม m
n

 โดยท่ี ห.ร.ม. , 1m n   ไมได  

ดังนั้น x จึงไมใชจํานวนตรรกยะ 
 การพิสูจนขางตนแสดงวา ถา 2 2x   แลว x  ไมใชจํานวนตรรกยะ  สามารถเขียนแทน
ดวย 2x   ซ่ึง 2  ไมใชจํานวนตรรกยะ ตอไปจะแสดงวา 2  เปนจํานวนจรงิ 

 
ภาพท่ี 5.1.1 การหาคา 2  
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ให A  และ B  เปนจุดซ่ึงแทน 0  และ1 ตามลําดับ ลาก BC ตั้งฉากกับ AB  และให 
BC  มีความยาวเทากับ AB  (คือยาวเทากับ 1 หนวย) ใช A เปนจุดศูนยกลาง เขียนเสนโคงของ
วงกลมดวยรัศมี AC ตัดเสนตรง AB  ท่ีจุด D  จากเรขาคณิตทราบวา 
                 (ความยาว AD )2 2 21 1 2    

ดังนั้น AD  ยาว 2 หนวย จุด D  จึงเปนจุดท่ีแทนจํานวนอตรรกยะ นี้แสดงใหเห็นวา   ยัง
มีจุดซ่ึงไมไดถูกใชแทนจํานวนตรรกยะอยางนอยหนึ่งจุด ซ่ึงจะพบวามีจํานวนจริงท่ีไมเปนจํานวน
ตรรกยะหรือเรยีกวาจํานวนอตรรกยะอีกมาก เชน 3, 5,  เปนตน  

สําหรับขอความ “ถา q  เปนจํานวนตรรกยะท่ีไมใชศูนย และ r เปนจํานวนอตรรกยะแลว 

qr  ไมใชจํานวนตรรกยะ”  
 

พิสูจน  สมมติวา q  เปนจํานวนตรรกยะ และ 0q   และ r  เปนจํานวนอตรรกยะ 

ให   
mq
n

  และ 0n   

สมมติวา qr  เปนจํานวนตรรกยะ สามารถเขียนในรูปเศษสวนไดโดย 

ให             
aqr
b

   สําหรับ ,a b Z  และ 0b   

        m ar
n b

  

n ar Q
m b

    

ขัดแยงขอความท่ีวา r Q   

นั่นคือ qr Q  
 จากปญหาขางตนจึงมีการสรางจํานวนข้ึนมาใหมใหครอบคลุม แนวคิดในการสรางจํานวนจริงคือ  
 ให r  เปนจํานวนตรรกยะ สรางเซต    |C r x Q x r    และกําหนดตัวดําเนินการ

บวก ดังนี้ 

      |C r C s r s r C r     และ  s C s  

จะพบวาการบวกมีสมบัติดังนี้  
     C r C s C r s    

เปนการงายท่ีจะพิสูจนสมบัติการเปลี่ยนกลุม สมบัติการสลับท่ี สมบัติการมีเอกลักษณและ 
ตัวผกผัน ฯลฯ ได และอาจจะใชนิยามการคูณ เพ่ือท่ีจะใหเซตดังกลาวขางตน และการดําเนิน         
การมีสมบัติเชนเดียวกับจํานวนตรรกยะได  

ในกรณีท่ัวไป จะสรางเซตจํานวนท่ีมีสมบัติทํานองเดียวกับขางบน และมีสมบัติอ่ืน ๆ          
อีกเพ่ือใหสอดคลองกับสมบัติของจํานวนตรรกยะและจํานวนอตรรกยะตามท่ีตองการ เซตท่ีจะ
สรางใหม  นี้เรียกวา สวนตัดเดเดคินด โดยสรุปเปนนิยามดังนี้ 
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นิยาม 5.1.1 สําหรับเซต C ท่ีเปนเซตยอยแทท่ีไมเปนเซตวางของจํานวนตรรกยะ Q  เรียกเซต C
วาสวนตัดเดเดคินด (dedekind’s cut) เม่ือเซต C  สอดคลองสมบัติตอไปนี้ 

  1. C   และ C Q   

  2. ถา x Q  และ c C  โดยท่ี x c  แลว x C   
  3. ถา c C  จะมี x C  ซ่ึง x c  
 
ขอสังเกต  

1. นิยามขอ 2 พบวา ถาสวนตัดประกอบดวยจํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ แลวจํานวนตรรกยะท่ี
มีคานอยกวา r  ท้ังหมดจะอยูในเซต C  

2. นิยามขอ 3 พบวา สวนตัดเดเดคินดจะไมมีจํานวนท่ีมีคามากท่ีสุด 
  3. เรียกสวนตัดเดเดคินดสั้น ๆ วา สวนตัด 
 

ตัวอยาง 5.1.1 ให r  เปนจํานวนตรรกยะ กําหนดเซต    |C r x Q x r    จงแสดงวา       

เซต  C r  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จะแสดงวา  C r   และ  C r Q   

จาก 2 Q  และ 2 5  สําหรับ 5  ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ 

 จึงไดวา  2 C r  

 ดังนั้น  C r    

 จาก ทุกคา  ;x C r x r  สําหรับทุกคา r เปนจํานวนตรรกยะ 

 ดังนั้น  C r Q   

2. จะแสดงวา ถา  x C r  และสําหรับ a Q  ท่ี a x  แลว  a C r   

ให  x C r   จะไดวา x r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 ถา a Q  และ a x  จึงไดวา a r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 ดังนั้น  a C r   

3. จะแสดงวา ถา  x C r  แลวตองมี  c C r  ซ่ึง x c   

 ถา  x C r  จะไดวา x r  สําหรับทุกคา r  เปนจํานวนตรรกยะ 

 สําหรับ x  และ r ท่ีเปนจํานวนตรรกยะ มีจาํนวนตรรกยะ c    
ซ่ึงทําให x c r    
ดังนั้น x c  

จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา เซต  C r  เปนสวนตัด เรียกเซต  C r วาสวนตัดตรรกยะ 
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ทฤษฎีบท 5.1.1 ถา C  เปนสวนตัดและสําหรับจํานวนตรรกยะบวก  ใด ๆ จะมี c C  และ
c C   ท่ีทําให c c r    

 

พิสูจน กําหนดให  | ,E x x d r d C      และจํานวนตรรกยะบวก r  ใด  ๆ    

 จะไดวา C E  และC E  
 เลือก y E  แต y C   

ทําให           y c r c       
 นั่นคือ c C    จึงไดวา c c r   
ดังนั้น สําหรับ C R  และ r Q  จะมี c C  และ c C   ท่ีทําให c c r   
 
นิยาม 5.1.2 สวนตัด C  จะเปนสวนตัดบวก เม่ือ C มีจํานวนตรรกยะบวกอยางนอยหนึ่งตัวเปน

สมาชิกของ C  
 

นิยาม 5.1.3 สวนตัด C จะเปนสวนตัดลบ เม่ือ C  มีจํานวนตรรกยะลบอยางนอยหนึ่งตัวไมเปน
สมาชิกของ C  

 

ทฤษฎีบท 5.1.2 ถา C  เปนสวนตัดแลว C  จะไมสามารถเปนท้ังสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกันได 
 

พิสูจน   ให C เปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกัน 
 ถา C เปนสวนตัดบวก จากนิยาม 5.1.2 มีจํานวนตรรกยะบวก x C    ............ 1  

 และ ถา C เปนสวนตัดลบ จากนิยาม 5.1.3 มีจํานวนตรรกยะลบ y C     .......... 2    

จาก x  เปนจํานวนตรรกยะบวก และ y เปนจํานวนตรรกยะลบ 

 จึงไดวา      y x  

 จากนิยาม 5.1.1 ขอ 2 จึงไดวา y C  ขัดแยงกับขอสมมติท่ี  2  

ดังนั้น สวนตัด C  ไมสามารถเปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบพรอมกันได 
 
ทฤษฎีบท 5.1.3 ถา C เปนสวนตัด และ x เปนจํานวนตรรกยะบวก ท่ีไมเปนสมาชิกของ C แลว x   

จะมีคามากกวาทุกจํานวนตรรกยะใน C  
 

พิสูจน ให x เปนจํานวนตรรกยะบวกท่ีไมเปนสมาชิกของ C และ y เปนจํานวนตรรกยะใด  ๆ    ใน 

C  
 ถา  x y  จะไดวา x C ซ่ึงขัดแยง 

 ถา  x y  โดยนิยาม 5.1.1 ขอ 2 จึงไดวา x C  ซ่ึงขัดแยง 

 จึงไดวา x y  ไดเพียงกรณีเดียว 
ดังนั้น ถา C เปนสวนตัด และ x  เปนจํานวนตรรกยะบวก ท่ีไมเปนสมาชิกของ C แลว x จะมีคา
มากกวาทุกจํานวนตรรกยะใน C  
 

r



ตัว
อย
่าง

 
 

103 

ทฤษฎีบท 5.1.4 ให C เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด แลว C จะไมเปน ท้ัง
สวนตัดบวกและสวนตัดลบ 

 

พิสูจน  ให C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
กรณีท่ี 1 สมมติให C เปนสวนตดับวก  
 โดยนิยาม 5.1.2 ตองมีจํานวนตรรกยะบวก x C  

แต C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
จึงไดวา x C   
ดังนั้น C ไมเปนสวนตัดบวก 

กรณีท่ี 2 สมมติให C เปนสวนตดั 
โดยนิยาม 5.1.3 ตองมีจํานวนตรรกยะลบ y C   
แต C  เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด 
จึงไดวา y C  
ดังนั้น C ไมเปนสวนตัดลบ   

จากกรณีท่ี 1 และ2 ถา C เปนสวนตัดท่ีมีสมาชิกเปนจํานวนตรรกยะลบท้ังหมด แลว C จะไมเปน
ท้ังสวนตัดบวกและสวนตัดลบ 
 
นิยาม 5.1.4 ให D  และ เปนสวนตัดใด ๆ  จะนอยกวา D  ก็ตอเม่ือ มีสมาชิกของ D  อยาง

นอยหนึ่งตัวท่ีไมเปนสมาชิกของ ใชสัญลักษณแทนดวยC D   
 
ทฤษฎีบท 5.1.5 ทุกสวนตัดลบนอยกวาทุกสวนตัดบวก 
 

พิสูจน  ให D  เปนสวนตัดบวกและ C เปนสวนตัดลบใด  ๆ    
 จาก D  เปนสวนตัดบวกมีจํานวนตรรกยะบวก x D   
 เนื่องจาก C เปนสวนตัดลบ 
 ไดวา x C  

 โดยนิยาม 5.1.4  มี x D แต x C  จึงไดวา C D   
ดังนั้น  ทุกสวนตัดลบนอยกวาทุกสวนตัดบวก 
 

ตัวอยาง 5.1.2 จงแสดงวา    3 | 3C x Q x   เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา   1.  3C  เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวา 3  เชน 2  และ 2 3  และ 

              3C Q เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีไมเปนสมาชิกของ C  เชน 5  และ5 3  

2. ให  3b C  จึงไดวา 3b  

ถา x Q  และ x b  จะไดวา 3x b    
นั่นคือ 3x   

ดังนั้น  3x C   

C C
C
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3. ให  3b C  จะไดวา b Q  และ 3b  

ให 3
2

bx 
  จะไดวา x Q  และ 3b x   

ดังนั้น มี  3x C  โดยท่ี x b  

จากขอ 1, ขอ 2 และขอ 3    3 | 3C x Q x    เปนสวนตัด 

 
ตัวอยาง 5.1.3 ถา  เปนสวนตัด กําหนดเซต  |C x Q x c    สําหรับบางคา c C    

จงแสดงวาเซต  เปนเปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จะพบวา C    และ C Q  คือ C  เปนเซตยอยแทของ Q  
 2. ให b C  จะไดวาb c  เม่ือ c C   
 ถา   x Q  และ x b  แลว  

จะได                        x c เม่ือ c C   
ดังนั้น x C    
3. ให b C  ดังนั้นb c เม่ือ c C   
จาก b c  จะมีจํานวนตรรกยะ x  ซ่ึง b x c   เม่ือ c C   
นั่นคือ มี x C  ท่ีมีสมบัติวา x b  

จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงได  |C x Q x c    สําหรับบางคา c C   เปนสวนตัด 

 
ทฤษฎีบท 5.1.6 จํานวนตรรกยะ r  ใด ๆ เซต    |C r x Q x r    เปนสวนตัด 
 

พิสูจน  1. จะแสดงวา  C r   และ  C r Q   

1.1 จะแสดงวา  C r    ตองแสดงวามีจํานวนตรรกยะ x r    

ให x Q และให 1x r   ซ่ึง 1r  ท่ีนอยกวา r   
จึงได 1x r r    

ดังนั้น  C r    

1 . 2  จะแสดงว า  C r Q  ต องแสดง มีจํ านวนตรรกยะ r Q แต  r C            

  ให r Q  จะพบวา r C  ตามสมบัติของเซต  C r  

ดังนั้น  C r Q  

        2. ถา z Q และ  u C r  โดยท่ี z u  ตองการ  z C r ตองแสดงวา z r   

   จาก z u  และ  u C r  จึงได u r  จึงได z r   

ดังนั้น  z C r   

3. ถา  u C r  จะไดวา u Q  และ  

จะไดวา มี z Q  ซ่ึงทําให  

C

C

u r

u z r 
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ดังนั้น โดยท่ี  

ดังนั้น สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใด  ๆ       |C r x Q x r    เปนสวนตัด 
 

นิยาม 5.1.3 สําหรับ r Q  กําหนดเซต    |C r x Q x r    เรียกเซต  C r  วาสวน

ตัดตรรกยะ (rational cut) 
 

5.2 การบวกและการลบสวนตัด 
 

 จากนิยามสวนตัดอยูในรูปของเซตนั้น ทําใหการบวกสวนตัด และการลบสวนตัดตองนิยาม 
อยูในรูปของเซตดังนิยามตอไปนี้ 
 

นิยาม 5.2 .1  ให  C  และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ การดําเนินการบวกของ C และ D  คือ 
 |C D x x c d     สําหรับ c C  และ d D  

 

ขอสังเกต จาก C  และ D  เปนสวนตัดซ่ึงจะไดวา C Q  และ D Q  เพราะฉะนั้น C D Q     
 

ทฤษฎีบท 5.2.1 สมบัติปด ให C และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ C D  เปนสวนตัด 
 

พิสูจน ให ,C D เปนสวนตัด กําหนดเซต  

 |E x x c d    สําหรับ c C  และ d D  

1. จะแสดงวา E   และ E Q  

1.1 จะแสดงวา E    
จาก 0C   และ 0D  ดังนั้น มี c C  และ d D  

 จะไดวา c d E    
 ดังนั้น E   

 1.2 จะแสดงวา E    

จาก C Q  และ D Q   

ดังนั้น มี ,w z Q  โดย  และ z D   
ถา c C  และ d D  จะได c w  และ d z  
และได c d w z    สําหรับ c C  และ d D  
จึงไดวา w z E    

ดังนั้น E Q   

2. จะแสดงวา ถา w Q และ x E  โดยท่ี w x  แลว w E  
 จาก w x  สําหรับ x E  

ให x c d   สําหรับ c C  และ d D  
จะได w c d   และได w c d   
โดยบทนิยาม 5.1.1 w c D    
พิจารณา         0w w   

 z C r z u

w C
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     w c c    

 c w c   เม่ือ c C  และ w c D   

ดังนั้น w E  
3. จะแสดงวา ถา x E  จะมี w E  ซ่ึง w x  

จาก x E  จะไดวา x c d   สําหรับ c C  และ d D  
โดยนิยาม 5.1.1 มี c C   และ d D   
โดยท่ี c c  และ d d   
จึงไดวา c d c d     และจาก c d E     
ดังนั้น x c d     และ c d E     

จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 ทําให เซต  |E x x c d    สําหรับ c C และ d D  เปนสวนตัด 

 

ทฤษฎีบท 5.2.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ  
                         C D E C D E      

 

พิสูจน  สําหรับ ,C D  และ E  เปนเปนสวนตัดใดๆ  

1. จะแสดงวา    C D E C D E       

       ให  x C D E          

 โดยนิยาม      x g e   สําหรับ g C D   และ e E  

    c d e     สําหรับ c C  ,d D  และ e E  

จึงไดวา            c d e      สําหรับ ,c C d D   และ e E  

c h              สําหรับc C  และ h D E    
นั่นคือ  x C D E     

ดังนั้น    C D E C D E        

2. จะแสดงวา    C D E C D E       

ให  x C D E    

โดยนิยาม       x c h            สําหรับ c C  และ h D E   
   c d e     สําหรับ ,c C d D   และ e E  

    c d e     สําหรับ ,c C d D   และ e E  

   g e    สําหรับ g C D   และ e E  

นั่นคือ  x C D E     

ดังนั้น    C D E C D E        

จากขอ 1 และ2 จึงไดวา    C D E C D E       

ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ    C D E C D E      

ทฤษฎีบท 5.2.3 สมบัติการสลับท่ี ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ C D D C     
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พิสูจน  สําหรับ C และ D  เปนสวนตัด ใด ๆ  
1. จะแสดงวา C D D C     

ให           x C D   
จากนิยาม 5.2.1         x c d   สําหรับ c C  และ d D  
   d c   สําหรับ d D  และ c C  
จากนิยาม 5.2.1        x D C   

นั่นคือ C D D C      
2. จะแสดงวา D C C D    

ให           x D C   
จากนิยาม 5.2.1         x d c    สําหรับบางคา d D  และบางคา c C  
   c d   สําหรับบางคา c C  และบางคา d D  
จากนิยาม 5.2.1         x C D   

นั่นคือ  D C C D      
จากขอ 1 และขอ 2 จึงไดวา C D D C    
ดังนั้น ทุกสวนตัด C และ D  ใด ๆ C D D C     

 
ทฤษฎีบท 5.2.4 ให C  เปนสวนตัดใด ๆ มี D  เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  ใดๆ และให    0 | 0D C x Q x      

1. จะแสดงวา C D C   
ให x C D   จึงไดวา x c d   เม่ือ บางคา c C  และบางคา d D  

จาก d D  จึงได c d c   และ c d Q    
จาก C  เปนสวนตัดโดยสมบัติขอ 3 ในบทนิยาม 
จึงไดวา c d C    
นั่นคือ x C    

ดังนั้น C D C    
2. จะแสดงวา C C D   

ให x C  จึงได  t x  สําหรับบางคา t C  
ให   x s t   เม่ือ บางคา c C และบางคา d D  

  x C D      
นั่นคือ C C D     
จาก ขอ 1 และขอ 2  จะไดวา  C D C   
ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  มีเซต D  ซ่ึง C D C   
จะแสดงวามี    0 | 0D C x Q x     เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   

ให F R  โดยท่ี C F C   
จะได F F D D F D      
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ดังนั้น ทุกสวนตัด C  ใด ๆ มี D  เพียงเซตเดียวซ่ึง C D C   
 
นิยาม 5.2.2 สวนตัด    0 | 0C x Q x    ใชสัญลักษณแทนดวย 0  และเรียกวา 0

เอกลักษณสําหรับการบวก  
 จากนิยาม 5.2.2 และทฤษฎีบท 5.2.4 สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ จะ 0

 เพียงเซตเดียวซ่ึง 

0 0C C C        
 
ทฤษฎีบท 5.2.5 สวนตัด C  ใด ๆ ให  |C x Q x t     สําหรับ t C   จะไดวา C  เปน

สวนตัด 
  

พิสูจน 1. จะแสดงวา C    และ C Q    

1.1 จาก C Q  จึงไดวา C     
จะมี  t C    
ให 1x t    

 จะได x t  
ดังนั้น x t   สําหรับบางคา t C   

นั่นคือ x C   
ดังนั้น C     
1.2 จาก c C  แลวจะมี c t     สําหรับทุกคา t C    

จึงไดวา         c t    สําหรับทุกคา t C    
                 c C        

  แต        c Q         

 ดังนั้น C Q    

จาก 1.1 และ1.2 C    และ C Q    

2. จะแสดงวา ถา r Q  และ c C  โดยท่ี r c  แลว r C  
ให c C  จึงไดวา   c t       สําหรับบางคา t C    
แต ;r c                  r c t   สําหรับบางคา r Q  และบางคา t C     
จึงได     r t   สําหรับบางคา t C   
นั่นคือ r C   

3. สมมติวา c C  และ q Q  โดยท่ี q c   
จาก c C  จะไดวา c t  สําหรับบางคา t C    
ดังนั้น q t  สําหรับบางคา t C    

เพราะฉะนั้น q C   
จากขอ 1 ขอ 2 และขอ 3 จะไดวา C  เปนสวนตัด 
ทฤษฎีบท 5.2.6 ให C เปนสวนตัดใดๆ และ r Q จะมี p C  และ q C   ซ่ึง q p r   และ

q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   
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พิสูจน  เลือกจํานวนตรรกยะ c  ใน C  จํานวนหนึ่ง 
ให                 nc c nr     สําหรับทุกคา n N  

สมมติให t C     ซ่ึง c nr t    สําหรับทุกคา 1n  
เนื่องจาก 0r   และ c nr t    สําหรับทุกคา 1n   

ดังนั้น                
t cn

r


     สําหรับทุกคา 1n  

พิจารณา 
t c

r


 เปนจํานวนตรรกยะบวก  

ดังนั้น  , 0u v N    ซ่ึง 
t c u

r v


   

จะไดวา            
un
v

   สําหรับทุกคา 1n   

หรือ         nv u   สําหรับทุกคา 1n  
ให  | , 1C x N nv x n        

จะไดวา C N  และC   เพราะวา u C  
โดย well – Ordering Principle  
จะไดวา C  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด สมมติใหเปน b  (ดังนั้น 1b  แลว 1 0b   

ดังนั้น  1b C    

จึงได        1nv b    สําหรับบางคา n N   
         1 1b nv nv v n v       

แต b C  แลว  1b n v    

เกิดขัดแยง กับท่ีสมมติวา t C   ซ่ึง  c nr t    สําหรับทุกคา 1n   
นั่นคือ มี m N  ซ่ึง c mr t   สําหรับทุกคา t C   
ดังนั้น  mc c mr C     

ให  | nB n N c C      

จะไดวา B   เพราะวา m B  
โดย well – Ordering Principle  
จะไดวา B  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด ใหเปน d  
จึงได  1d   เพราะวาถา 0d   จะทําให 0dc c r c C      

ซ่ึงขัดแยงกับท่ีเลือก c C  
ดังนั้น 1 0d    และ 1d d   
จะได  1d B     

เพราะฉะนั้น 1dc C   แต dc C    

ถา dc  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ  C   

ให 1dp c    และ dq c   
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จะได p C  และ ,q C q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C    

และ                            1d dp q c c     
    1c d r c cr

r

      


 

ถา dc  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   

ให 1 2d
rp c    และ

2d
rq c    

จาก                                 1 2d
rp c    

 1
2
rc d r     

2
rc dr    

2d
rc   

แต dc  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   

ดังนั้น p C   

dc C   และ dq c  แลวจึงได q C    

จะได , ,p C q C q   ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ  C   และ 

               1 2 2d d
r rp q c c           

 
1

1
d dc c

c d c dr r
 

     
 

ดังนั้น สําหรับ C เปนสวนตัด และ r Q จะมี p C  และ q C   ซ่ึง q p r   และ q ไมใช
สมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C   
 
ทฤษฎีบท 5.2.7 สําหรับสวนตัด C  จะมี C  เพียงเซตเดียวโดยท่ี   0C C      
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ  
1. จะแสดงวา   0C C     

ให  x C C    จึงไดวา x s r    สําหรับ s C และ r C  

แต r C  จึงไดวา  r t   สําหรับ t C   
                      r s s t       สําหรับ t C   
ดังนั้น                   x s t       สําหรับ t C   
แต t C    จึงไดวา  t s       ทุกคา s C   

   0t s   
จะไดวา       0x   
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นั่นคือ 0x    
ดังนั้น   0C C      

2. จะแสดงวา  0 C C     

ให 0x  จะไดวา 0x   ดังนั้น 0x   
มี p C  และ q C   โดยท่ี q p x      ........... 1  

และ q  ไมใชสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ C      .......... 2  

จาก 2 ; จะไดวา s C   ซ่ึง s q  

นั่นคือ q s   บางคา s C   

ดังนั้น q C    

จาก  1  จะได  x p q   โดยท่ี p C และ q C   ดังนั้น  x C C    

นั่นคือ  0 C C     

จากขอ 1 และขอ 2 จะไดวา   0C C     

ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  ใด ๆ  มี C  ซ่ึงทําให   0C C     

จะแสดงวามี C  เพียงเซตเดียวซ่ึง   0C C     

ให D  เปนเซตจํานวนจริงท่ีมีสมบัติวา 0C D     
พิจารณา          0D D              

     

 
   

 0

D C C

C D C

C
C



     
   

  



 

ดังนั้น สําหรับสวนตัด C  ใดๆ จะมี C  เพียงเซตเดียวซ่ึงทําให   0C C     

 
นิยาม 5.2.3 สวนตัด C จะมีสวนตัด  |C x Q x t     สําหรับบางคา t C   และเรียก 

C  วาตัวผกผันสําหรับการบวกของดสวนตัด C   
 จากนิยาม 5.2.3 และทฤษฎีบท 5.2.7 สําหรับสวนตัด C จะมี C เพียงเซตเดียวซ่ึง 

   0C C C C       สําหรับทุกคา C ท่ีเปนเซตจํานวนจริง 

 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 5.2.8 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D  แลว C E D E    
 

พิสูจน  ให ,C D และ E  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D  
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1. จะแสดงวา C E D E     
 ให x C E    

  x c d    สําหรับ c C  และ d D  
 จาก C D    

จึงไดวา   c C  แลว c D  
มีบางคา d D  ซ่ึงทําให c d  

       c e d e    
           x c e    

    d e   โดยท่ี d D  และ e E  
จึงไดวา x D E    

ดังนั้น C E D E         
2. จะแสดงวา D E C E     

ให y D E     

y d e    สําหรับ d D  และ e E  
จาก C D   
จึงไดวา d D  แลว d C  

 มีบางคา c C  ซ่ึงทําให           c d  
             d e c e    

                     y d e        

c e    สําหรับ c C  และ e E  
จึงได  y C E   

ดังนั้น D E C E         
จากขอ 1 และ2 จึงได  C E D E    
ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ ถา C D  แลว C E D E    
 

ทฤษฎีบท 5.2.9 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ ถา C D C E    แลว D E   
 

พิสูจน  ให ,C D  และ E  เปนสวนตดัใด ๆ และ C D C E    
จาก            C D C E    
จาก C R  จะมี ;C R          C D C C E C        

                                       C C D C C E              

                                               0 0D E          
                D E    
ดังนั้น ทุกเซจจํานวนจริง ,C D และ E  ใด ๆ ถา C D C E    แลว D E   
ทฤษฎีบท 5.2.10 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา 0C D    แลว C D  
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ และ 0C D     
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จาก            0C D                
มี ;D                                0C D D D        

                            C D D D       

                 0C D   
                                                                 C D  
ดังนั้น ทุกสวนตัด C  และ D  ใด ๆ ถา 0C D    แลว C D   
 
ทฤษฎีบท 5.2.11 ให C และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา C D D   แลว 0C   
             ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

นิยาม 5.2.4 ให C  สวนตัด ใด ๆ C  เปนสวนตัดบวกก็ตอเม่ือ มี r Q  ซ่ึง r C  และ C  

เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ มี s Q  ซ่ึง s C  
 
ตัวอยาง 5.2.1 สวนตัด    3 | 3C x Q x    เปนสวนตัดบวก เพราะ มี 2 Q และ 

 2 3C   

 
ตัวอยาง 5.2.2 สวนตัด    5 | 5C x Q x     เปนสวนตัดลบ เพราะวามี 2 Q  และ 

 2 3C   

ขอสังเกต   
 1. ถา C  เปนเปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C  หรือกลาวไดวาถา x Q และ  

x r  แลว x C  ดังนั้น จํานวนตรรกยะลบทุกตัว และศูนยไมเปนสมาชิกของ C  
 2. ถา C  เปนเปนสวนตัดลบ จะมี r Q  ซ่ึง r C  หรือกลาวไดวาถา x Q และ 

x r  แลว x C ดังนั้น จํานวนตรรกยะบวกทุกตัว และศูนยไมเปนสมาชิกของ C  
 
ทฤษฎีบท 5.2.12 ไมมีสวนตัดใดท่ีเปนท้ังเปนสวนตัดบวก และเปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน  สมมติวามีสวนตัด C ซ่ึง C เปนท้ังเปนสวนตัดบวกและเปนสวนตัดลบ 
จาก C เปนเปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C   

และจาก C เปนเปนสวนตัดลบ จะมี s Q  ซ่ึง s C  
แต  s r  และC  เปนสวนตัดจะได s C  
เกิดการขัดแยง 

ดังนั้น ไมมีสวนตัดใด ๆ ท่ีเปนท้ังสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 
 
ทฤษฎีบท 5.2.13 สวนตัด 0  ไมเปนสวนตัดบวกและสวนตัดลบ 
 

พิสูจน  เนื่องจาก  0 | 0x Q x      
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ดังนั้น ไมมี r Q  ซ่ึง 0r    

จะไดวา 0  ไมเปนสวนตัดบวก     ............ 1  

และ เพราะวาจํานวนตรรกยะลบทุกจํานวนอยูใน 0   
ดังนั้น ไมมี r Q  ซ่ึง 0r    

จะไดวา 0  ไมเปนสวนตัดลบ    ............ 2  

ดังนั้น จาก  1  และ 2 จึงไดวา สวนตัด 0  ไมเปนสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 

 
ทฤษฎีบท 5.2.14 ถา C เปนสวนตัดบวก แลว C  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน พิจารณา  |C x Q x t     บางคา t C   

ถา C  เปนสวนตัดบวก จะมี r Q  ซ่ึง r C  
จะไดวา r t  ทุกคา t C   
ดังนั้น r t   ทุกคา t C   
เพราะฉะนั้น r C    

แต r Q  แลว r Q   

จะไดวา r Q   และ r C    
นั่นคือ  C  เปนสวนตัดลบ 

ดังนั้น ทุกสวนตัดบวก C จะได C  เปนสวนตัดลบ 
 
ทฤษฎีบท 5.2.15  ถา C เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
                        ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.2.16 ให C เปนสวนตัดใด ๆ ขอความตอไปนี้เปนจริงเพียงขอหนึ่งและขอเดียวเทานั้น 
     1. 0C    2. C  เปนสวนตัดบวก  3. C  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน ตอนท่ี 1 จะพิสูจนวาขอความท้ัง 3 เปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 
 ถา 0C   จะไดวา มี x C   แต 0x   หรือมี 0x   แต x C  

 1. ถามี x C  โดยท่ี 0x    
จะไดวา x C  และ 0x    
แต C  เปนสวนตัด ดังนั้น y C  ซ่ึง x y  

 จะไดวา y C  และ 0y   (เพราะวา x y  และ 0x  ) 

 นั่นคือ มี y Q  ซ่ึง y C   
ดังนั้น C  เปนสวนตัดบวก 

 2. ถามี 0x    โดยท่ี x C   

     จะไดวา x Q  ซ่ึง x C   
 ดังนั้น C เปนสวนตัดลบ 
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จึงไดวา ถา 0C   จะได C  เปนสวนตดับวก หรือ C  เปนสวนตัดลบ 
ดังนั้น ขอความท้ัง 3 เปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ตอนท่ี 2 จะพิสูจนวาขอความท้ัง 3 จะเปนจริงพรอมกันมากกวาหนึ่งขอความไมได 
เนื่องจาก 0

 ไมเปนท้ังสวนตัดบวก และสวนตัดลบ 
ดังนั้น ขอความท่ี 1 กับ  2 เปนจริงพรอมกันไมได 
และ ขอความท่ี 1 กับ 3 เปนจริงพรอมกันไมได 

และโดยทฤษฎีบท 5.2.15 จะไดวาขอความท่ี 2 และ3 เปนจริงพรอมกันไมได 
จากตอนท่ี 1 และตอนท่ี 2 สรุปไดวาขอความท้ัง 3 เปนจรงิเพียงขอความเดียวเทานั้น 
 
นิยาม 5.2.5 ให C  และ D  เปนสวนตัด ตัวดําเนินการลบ ของ C  และ D  กําหนดดังนี้ 

 C D C D    

 
 จากนิยาม 5.2.5 ผลลัพธจากการลบ คือ C D  เปนสวนตัด ตัวดาํเนินการลบไมมีสมบัติ
การเปลี่ยนกลุมและการสลับท่ี 
 
ทฤษฎีบท 5.2.17 ให C เปนสวนตัด ใด ๆ  C C     

 

พิสูจน  ให C R  จาก   0C C            

โดย ทฤษฎีบท 5.2.10    C C                             

ดังนั้น ทุกสวนตัด C  ใด ๆ  C C     

 
ทฤษฎีบท 5.2.18 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ  C D C D      

            ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.2.19 ให C  และ D เปนสวนตัด ใด ๆ ถา  C D D C      
 

พิสูจน  ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  
พิจารณา          C D C D         

      C D      

C D      
D C          

ดังนั้น สวนตัด C  และ D  ใด ๆ ถา  C D D C      

5.3 การคูณสวนตัดบวก  
 

ทฤษฎีบท 5.3.1 ถา C  เปนสวนตัดบวกแลว สําหรับจํานวนตรรกยะ 1r   ใดๆ จะมี c C  ท่ีทํา
ให cr C   
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พิสูจน .ให 1 0s r    สําหรับ c C Q   ใดๆ 
จาก  0cs  จะมี d C  และ d C   ท่ีทําให d d cs    
ถา d c  จะได d ds d cs    ดังนั้น  1dr d s C     

ถา c d  จะได c cs d cs    ดังนั้น  1cr c s C     

นั่นคือ มี c C  ท่ีทําให cr C   
 
ตัวอยาง 5.3.1 ให C  เปนสวนตัดบวก จะไดวา  
                    1 1|C x Q x a     สําหรับ a C  บางตัว   0 Q   เปนสวนตัด

บวก แสดงไดดังนี้ 
 

พิสูจน เนื่องจาก C  เปนสวนตัดบวก ดังนั้น 0a  ทุกๆ a C   จะไดวา 1 0a   
ดังนั้นมี x Q  ท่ี 1x a  จะไดวา 1x C  จะเห็นวา 1C    

ถา c C Q   จะไดวา c a  ทุก ๆ a C   ดังนั้น 1 1c a  จะไดวา 1 1c C   

นั่นคือ 1C Q   แสดงวา 1C  เปนยอยแทของ Q  

1. พิจารณา 1x C  คือ 0x   หรือ x Q  และ 1x a  สําหรับ a C   บางตัว 

ให y Q  และ y x  ถา 0y   จะไดวา 1y C  

ถา 0y   จะได 1y x a   สําหรับ 1a C  บางตัว  

ดังนั้น 1y C   สอดคลองกับสมบัติของสวนตัด  

2. จาก 1x C  คือ 0x   หรือ x Q  และ 1x a  สําหรับ a C   บางตัว 

จะมี y Q  ซ่ึง 1x y a    

จะได 1y C  สอดคลองกับสมบัติของสวนตัด 
ดังนั้น 1C  เปนสวนตัด 
และเนื่องจากมี x Q  ท่ี 1x C   
ดังนั้น 1C  เปนสวนตัดบวก 
 
นิยาม 5.3.1 ให C  และ D  เปนสวนตัดบวกกําหนดการดําเนินการคูณดังนี้      

 0C D M Q     

      เม่ือ  |M cd c Q C   และ d Q D   

 
 
 
ทฤษฎีบท 5.3.1 การคูณสวนตัดบวกมีสมบัติปด 
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดบวก จะพบวา C D    และ C D Q   

1. พิจารณา x C D   คือ 0x   หรือ x cd  เม่ือ c Q C   และ d Q D   
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ให y Q  และ y x  ถา 0y   จะไดวา y C D   

ถา 0y   ดังนั้น x cd  ให y bd  จะได bd cd  จะได b c  

ไดวา b C  ดังนั้น y C D   สอดคลองสมบัติสวนตัด 

2. พิจารณา x C D   ถา 0x   จะมีสมาชิก y ab C D    ท่ี y x  

ถา 0x  จะไดวา x cd  จะมี a C  ท่ีทําให a c  ซ่ึงจะได y ad cd x    

นั่นคือ มี y ad C D    ซ่ึง y x  สอดคลองสมบัติของสวนตัด 
ดังนั้น C D  เปนสวนตัด 
และเนื่องจากมี 0x cd   จะไดวา x M C D    
ดังนั้น C D  เปนสวนตัดบวก 
 

ทฤษฎีบท 5.3.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก  
             C D E C D E      

  

ทฤษฎีบท 5.3.3 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให C  และ D  เปนสวนตัดบวก C D D C    
 

 การพิสูจน ทฤษฎีบท 5.3.2 และ ทฤษฎีบท 5.3.3 เห็นไดชัดจากสมบัติของการคูณจํานวน
ตรรกยะ 
 
ทฤษฎีบท 5.3.4  การมีเอกลักษณการคูณ ถา C เปนสวนตัดบวก จะไดวา 

   1 1C C C C C     
 

พิสูจน ให C  เปนสวนตัดบวก 
ให  1x C C   จะไดวา 0x   กรณีนี้จะไดวา x C  

หรือ x cy  เม่ือ c C Q   และ , 1y Q y    

กรณีนี้ได   x cy c    
จะได    x C  
ดังนั้น  1C C C       ............ 1  

ให x C  ถา 0x   กรณีนี้ได  1x C C   

หรือ ถา 0x  จะไดวามี c C  ซ่ึง c x  
มี y Q  ซ่ึง x cy  และ 1y   

ดังนั้น  1x C C    

จะไดวา  1C C C       ............ 2  

จาก  1  และ 2  จะได  1C C C   

นิยาม 5.3.1 เรียกเซต  1C เรียกวา เอกลักษณสําหรับการคูณของสวนตัดใชสัญลักษณแทนดวย  
 

 โดยทฤษฎีบท 5.3.4 และนิยาม 5.3.1 จึงไดวา สําหรับสวนตัด C  จะมี 1 เพียงจํานวนเดียว
ซ่ึงทําให 1C C    

*1
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ทฤษฎีบท 5.3.4  สมบัติมีตัวผกผันสําหรับการคูณ ถา C  เปนสวนตัดบวก จะมีสวนตัดบวก  1C  ท่ี

มีสมบัติวา 1 1 1C C C C       
 

พิสูจน ให C  เปนสวนตัดบวก ให 1 1|C x Q x a    สําหรับ a C  บางตัว  

ให 1x C C   จะไดวา 0x   กรณีจะได  1x C  

หรือได x cd  เม่ีอ c C Q   และ 1d C Q    
จะได 0 c a   และ 10 d a   เม่ือ a C   
ดังนั้น 1 1x cd aa    
ได 1x   
จะไดวา 1 1C C            ........... 1  

ให 1x   ถา 0x   กรณีนี้ได 1x C C   
ถา 0x  และ 1x   จะมี y Q  และ 1x y   ดังนั้น 1 1 1x y    

จะมี c C Q   ท่ีทําให 1cy C   จะได 1 1cx cy c    

ให 1d cx C    และ 1e cy C     

จะได 1 1 1 1d c x c y e       
จาก 1 1d e   เม่ือ e C   ดังนั้น 1 1d C   
และจาก 1x cd  เม่ือ c C Q   และ 1 1d C   ดังนั้น 1x C C   

ได 11 C C             ........... 2  

ดังนั้น 1 1C C    และได 1 1 1C C C C       
 
นิยาม 5.3.2  ถา C  เปนสวนตัดโดยท่ี 0C  แลวจะมีสวนตัด 1 1|C x Q x a    สําหรับ 

a C  บางตัว  โดยท่ี 1 1C C    เรียก 1C  วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ

สวนตัด C  ใชสัญลักษณแทนดวย 1C  หรือ
1
C

 

 
ทฤษฎีบท 5.3.5 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก 

 C D E C D C E      
 

พิสูจน สําหรับ ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวกใดๆ  

ให  x C D E    จะได 0x   หรือ  x c d e   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได x cd ce   ดังนั้น x C D C E     
จะได  C D E C D C E       

ให x C D C E     ดังนั้น 0x   หรือ x cd ce   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได                                                  x c d e   
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ดังนั้น  x C D E    

จะได  CD CE C D E    

จึงได  C D E C D C E       

 
ทฤษฎีบท 5.3.6 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวก 

 C D E C E D E      
 

พิสูจน สําหรับ ,C D  และ E  เปนสวนตัดบวกใดๆ  

ให  x C D E    จะได 0x   หรือ  x c d e   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได x ce de   ดังนั้น x C E D E     
จะได  C D E C E D E      

ให x C E D E     ดังนั้น 0x   หรือ x ce de   เม่ือ ,c C d D   และ e E  

ได                                                  x c d e   

ดังนั้น  x C D E    

จะได  C E D E C D E      

จึงได  C D E C E D E      

 
นิยาม 5.3.2 ถา C  เปนสวนตัด คาสัมบูรณ (absolute value) ของ C  ใชสัญลักษณ C  กําหนด

ดังนี้ 
      
 
จากนิยาม จะพบวา ถา C  เปนสวนตัดแลว C  เปนสวนตัดบวก 

 
นิยาม 5.3.3 ให C  และ D  เปนสวนตัด ผลคูณของ C และ D  ใชสัญลักษณแทนดวย C D

กําหนดดังนี้  
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 5.3.7 สมบัติปด ให C และ D  สวนตัดใด ๆ C D  เปนสวนตัด 
 
ทฤษฎีบท 5.3.8 สมบัติการเปลี่ยนกลุม ให ,C D และ E  สวนตัดใด ๆ    C D E C D E      
 

ถา  เปนสวนตัดบวก 
ถา  เปนสวนตัดลบ 
 

 

 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน 
 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนตางกัน 
 

ถา  หรือ  เปน  
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พิสูจน แบงการพิสูจนเปน 9 กรณีคือ  
 กรณีท่ี 1 ถา 0C    หรือ 0D   หรือ 0E    
 พิจารณา      0C D E C D E         

 ดังนั้น    C D E C D E      

 กรณีท่ี 2 ถา , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

          | 0C D E x Q x     หรือ x ye  โดยท่ี y C D  , , ,e E y e Q   

 แต y C D   โดยท่ี 0y   จะไดวา y cd  โดยท่ี ,c C , ,d D c d Q   

ดังนั้น    | 0C D E x Q x     หรือ  x cd e โดยท่ี ,c C , ,d D e E       

                           , ,c d e Q  

    | 0x Q x   หรือ  x c de  โดยท่ี , , ,c C d D e E         

                         , ,c d e Q  

   | 0x Q x   หรือ x cz  โดยท่ี , ,c C z D E   ,c z Q  

   C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 3 ถา , ,C D E เปนสวนตัดลบ  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด   

กรณีท่ี 4 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก และ E  เปนสวนตัดลบ 

            พิจารณา            C D E C D E         ;C D  เปนสวนตัดบวก  

  C D E       ; , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

 C D E          

 C D E          

 C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 5 ถา ,C E  เปนสวนตัดบวก และ D  เปนสวนตัดลบ 

 พิจารณา                    C D E C D E         ; ,D E เปนเปนสวนตัดบวก 

   C D E        

        C D E        

 C D E    

ดังนั้น    C D E C D E       

กรณีท่ี 6 ถา C เปนสวนตัดลบ และ ,D E  เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา              C D E C D E        ; , ,C D E เปนสวนตัดบวก 

            C D E        
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 C D E    

 ดังนั้น    C D E C D E      

กรณีท่ี 7 ถา C เปนเปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ 

พิจารณา            C D E C D E          

       C D E         จาก , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

        C D E         

     C D E        

    C D E    

ดังนั้น    C D E C D E                

กรณีท่ี 8 ถา ,C E เปนสวนตัดลบและ D เปนเปนสวนตัดบวก 
            C D E C D E            

   
  

     
C D E

C D E

      
        

 

      C D E         เนื่องจาก , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

   

   

    

  
 

C D E

C D E

C D E

C D E

      
           

      
  

 

ดังนั้น    C D E C D E      

     กรณีท่ี 9 ถา ,C D เปนสวนตัดลบและ E เปนสวนตัดบวก 
            C D E C D E          

       C D E          

      C D E        

      C D E        เนื่องจาก    , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

    C D E    
ดังนั้น    C D E C D E      

ดังนั้นท้ัง 9 กรณีจะไดวา ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ    C D E C D E      

ทฤษฎีบท 5.3.9 สมบัติการสลับท่ี ให C และ D  สวนตัดใด ๆ แลว C D D C     
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   และ 0D    
 พิจารณา          0C D        
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 และ    0D C       
 ดังนั้น จาก  1 และ 2 ;  C D D C    

 กรณีท่ี 2  ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก 

พิจารณา  | 0C D x Q x     หรือ x cd  สําหรับ , , ,c C d D c d Q                            

 | 0x Q x    หรือ x dc  สําหรับ , , ,d D c C c d Q    

D C   
 ดังนั้น C D D C     
 กรณีท่ี 3 ถา ,C D เปนสวนตัดลบ จึงไดวา ,C D   เปนสวนตัดบวก  

 พิจารณา      C D C D        

      D C     จาก ,C D   เปนสวนตัดบวก 

    D C    
 ดังนั้น C D D C        

 กรณีท่ี 4 ถา C เปนสวนตัดลบ และ D  เปนสวนตัดบวก จะไดวา C  เปนสวนตัดบวก 
 พิจารณา   C D C D             

    D C      จาก C  เปนสวนตัดบวก  

D C      
 ดังนั้น C D D C     
 กรณีท่ี 5  ถา C เปนสวนตัดบวกและ D เปนสวนตัดลบ จะไดวา D เปนสวนตัดบวก 
 พิจารณา   C D C D       

    D C      จาก D สวนตัดบวก 

   D C   
 ดังนั้น C D D C      
ดังนั้น ท้ัง 5 กรณี จึงไดวาทุกสวนตัดC และ D  ใด ๆ แลว C D D C    
 
ทฤษฎีบท 5.3.10 ให C และ D  สวนตัดใด ๆ      C D C D C D         
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   หรือ 0D    
 พิจารณา จากนิยาม 5.3.3    0C D       ............ 1  

       0C D       ............ 2  

       0C D       ............ 3  

 จากสมการ   1 , 2 และ 3 จึงไดวา      C D C D C D                 

 กรณีท่ี 2 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก จะได ,C D  เปนสวนตัดลบ   

พิจารณา            C D C D            
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 C D      ............ 1  

          และ                 C D C D                            

 C D      ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

 กรณีท่ี 3 ถา ,C D เปนสวนตัดลบ  จะได    ,C D   เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา             C D C D          

     C D      ............ 1  

 และ                  C D C D          

 C D                            ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

 กรณีท่ี 4 ถา C เปนสวนตัดบวก และ D  เปนสวนตัดลบจะได C เปนสวนตัดลบ และ
D  เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา            C D C D                                                       

     C D       ............ 1  

 และ                   C D C D          

     C D       ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D         

 กรณีท่ี 5 ถา C เปนสวนตัดลบและ D เปนสวนตัดบวก จะได C  เปนสวนตัดบวกและ
D  เปนสวนตัดลบ 

 พิจารณา            C D C D             

     C D       ............ 1  

 และ                C D C D               

     C D       ............ 2  

ดังนั้น จากสมการ  1 และสมการ 2 จึงไดวา      C D C D C D        

ท้ัง 5 กรณี จะไดวาทุกสวนตัด C และ D  ใด ๆ      C D C D C D         

 
ทฤษฎีบท 5.3.11 สมบัติการมีเอกลักษณการคูณ ถา C เปนสวนตัดจะไดวา 1 1C C C       
 

พิสูจน  กรณีท่ี 1 ถา 0C   จะไดวา 1 0C     ดังนั้น 1C C     

กรณีท่ี 2 ถา C  เปนสวนตัดบวก 
จะแสดงวา 1C C   

  ให 1x C     
  ถา 0x   จะไดวา x C  เพราะ C  เปนสวนตัดบวก 
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  ถา 1x c  โดยท่ีบางคา c C  บางคา1 1 , ,1c Q    
  จะไดวา 1x c c   เพราะ 1 1  แลว 1 1  
  ดังนั้น x C  เพราะ 1x   และ1 1  
  จึงไดวา 1x C   แลว x C   
  เพราะฉะนั้น 1C C        ............ 1  

  จะแสดงวา 1C C       
  ให x C  
  ถา 0x   จะไดวา 1x C        
  ถา  จะมี y C  ซ่ึง 0y            

  พิจารณา 0 x y   แลว  แลว 1x
y

   

  เนื่องจาก  โดยท่ี 1 , , 0, 0x xy C y
y y

      

  ดังนั้น 1x C        
  เพราะฉะนั้น 1C C         

 จาก  และ จะไดวา 1C C   

กรณีท่ี 3 ถา C  เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
 โดยกรณีท่ี 2 จะไดวา     1C C      

 จาก   1 1 ;C C             D C C    

           D C C         
            ดังนั้น D C C                                            
จากกรณีท่ี 1 ถึง กรณีท่ี 3 จะไดวา สําหรับ สวนตัด C จะมี 1  ซ่ึงทําให 1C C     
 
ทฤษฎีบท 5.3.12 ให C เปนสวนตัดบวกใด ๆ ให  |D x Q x   1w สําหรับ w C    จะได

วา D  เปนสวนตัดบวก   
 

พิสูจน 1. เนื่องจาก C  เปนสวนตัดบวกจะมี x Q โดยท่ี x C  

  สมมต ิ 1x D   จากนิยามของ D  จะมี y C   โดยท่ี 1 1x y   

  ดังนั้น y x  จะได y C  ซ่ึงขัดแยงกับท่ี y C   
  ดังนั้นท่ีสมมติวา 1x D   จึงเปนไปไมได 
 นั่นคือ 1x D   จะได D Q   

 2. ถา y x  โดยท่ี x D  

  จะได 1y x w   เม่ือ w C    

ดังนั้น y D   
 3. ถา x D  โดยท่ี 1x w  สําหรับ w บางตัวใน C   

0x 

0 1x
y

 

xx y
y

 

 ........... 2

 1  2
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  โดยสมบัติหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
จะมี z Q  โดยท่ี 1x z w   

  จะไดวา z D   
 ดังนั้น มี z D  โดยท่ี z x  
 จะแสดงวา D เปนสวนตัดบวก 
  จากนิยามของ D  ถา w C   จะได w Q  และ 1w Q   
  โดยสมบัติหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
  มี x Q  โดยท่ี 10 x w   

  จะไดวา x Q  โดยท่ี x D   
 ดังนั้น D  เปนสวนตัดบวก 
ดังนั้นทุกคา C เปนสวนตัดบวก ใด ๆ มีเซต  |D x Q x   1w สําหรับบางคา w C   ซ่ึง 

D  เปนสวนตัดบวก  
 
ทฤษฎีบท 5.3.13 สวนตัด *0C  จะไดวามีสวนตัด 1C  ท่ีมีสมบัติวา 1 1 1C C C C        
 

พิสูจน กรณีท่ี 1 ถา C เปนสวนตัดบวก ให 1 |C x Q x    1w สําหรับ w C    

จากทฤษฎีบท 5.3.12  จะได 1C เปนสวนตัดบวก  
 จะแสดงวา 1 1C C     
 จาก ท้ัง C  และ 1C  มีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวาหรือเทากับศูนยท้ังหมดเปนสมาชิก 
 ดังนั้นจะพิจารณาเฉพาะจํานวนตรรกยะบวกเทานั้น  
 ถา w C  และ 1y C  โดยท่ี 0w และ 0y   

 จะมี w C   โดยท่ี   1y w   

 จะได 0 wwy
w

 

 

จาก w w  จะได 1w
w




 

 ดังนั้น 1wy   

 นั่นคือ 1 1C C          ............ 1  

 ถา w C  โดยท่ี 0w  และ 1z   โดยท่ี 0 1z    
 จะได 1 0z    และ 1 0z w   

 จะมี v C  โดยท่ี  1v z w C     

 ให  1v z w w    

 จาก w w  และ v w  จะได 
    0 1 1w v z w z w        

  1w v zw z w zw w           
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 จะได zw v   หรือ v w
z

  

 และได 1z
v w



 

 ดังนั้น 1z C
v

  

 ให z y
v
  จะได z vy  

 จาก v C  จะได 1z C C   
 ดังนั้น 11 C C          ............ 2  

จาก  1 และ  2 ; ทําให 1 1C C     

กรณีท่ี 2 ถา C เปนสวนตัดลบ จะได C  เปนสวนตัดบวก 
 ให E เปนสวนตัดบวก โดยท่ี   1C E      

 และให 1C E   ซ่ึงเปนสวนตัดลบ 
 จะได     1 1C C C C       

   
 
1

C E


  


 

ดังนั้น 1 1C C     
 
ทฤษฎีบท 5.3.13 สมบัติการแจกแจง ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ  
                      C D E C D C E        

 

พิสูจน  แบงการพิสูจนเปน 9 กรณี 
กรณีท่ี 1 ถา 0C   หรือ 0D   หรือ 0E    
 1.1 ถา 0C    
 พิจารณา        0C D E D C       

0   
0 0D E      
C D C E       

  ดังนั้น ถา 0C   แลว  C D E C D C E       

  1.2 ถา 0D    
 
 พิจารณา       0C D E C E      
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0

0

C E
C E

C C E
C D C E





 

  

   
   

 

 ดังนั้น ถา 0D   แลว  C D E C D C E       

 1.3  ถา 0E    
 พิจารณา       0C D E C D       

     
0

0

C D
C D
C D C
C D C E





 

  

   
   

 

 ดังนั้น ถา 0E   แลว  C D E C D C E       

จากขอ 1.1 ถึง 1.3 ถา 0C   หรือ 0D   หรือ 0E  แลว  C D E C D C E       

กรณีท่ี 2 ถา , ,C D E  เปนสวนตัดบวก 

 จะไดวา  C D E   เปนสวนตัดบวกและ C D C E    เปนสวนตัดบวก 

 พิจารณา  |C D c d c C    และ d D   

 2.1 ให  x C D E    จะแสดงวา x C D C E     

      ถา 0x   จะไดวา x C D C E     เพราะ C D C E    เปนสวนตัดบวก 
      ถา x cy  โดยท่ี  , , ,c C y D E c y Q      

      จะได  x c d e   โดยท่ี  , , , ,c C d D e E c d e Q       

      ดังนั้น x cd ce   โดยท่ี  , , , ,c C d D e E c d e Q      

 พิจารณา d e Q   หรือ 0d e   เปนกรณียอยดังนี้ 
  2.1.1 ถา 0d   และ 0e  โดยท่ี d และ e  ไมเปนศูนยพรอมกัน 
  จะได cd C D   และ ce C E    
  2.1.2 ถา 0d  และ 0e  
  จะได cd C D   และ ce C E  เพราะวา 0ce  

2.1.3 ถา 0d   และ 0e  

จะได cd C D   และ ce C E   เพราะวา 0cd    

ในทุกกรณีจะได  x cd ce C D C E        

จึงไดวา  x C D E   แลว  x C D C E     

ดังนั้น  C D E C D C E         ........... 1  

2.2 ให  x C D C E     จะแสดงวา  x C D E     

       จะไดวา x y z   โดยท่ี ,y C D z C E      
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       ถา 0x   จะได  x C D E    เพราะวา  C D E R    

          ถา 0x  จะได 0y z   

              พิจารณา 0y z  เปนกรณียอยดังนี้ 

  2.2.1 ถา 0y   และ 0z   โดยท่ี y และ z  ไมเปนศูนยพรอมกัน 

         จาก , , 0, 0y C D z C E y z        

       จะไดวา ,y cd z se    โดยท่ี , , , , , , 0c C d D s C e E c d e              
         1. ถา c s   

จะไดวา  x y z cd ce c d e        

           ดังนั้น  x C D E    เพราะ    , ,c C d e D E    0,c    

           0d e    
        2. ถา 0 c s   

 จะไดวา 0 1c
s

   ดังนั้น 0 c d d
s

    
  

  ให ct d
s

    
 จะไดวา cd st  เม่ือ  t D  และ 0t   

     ดังนั้น             x cd se                  

       
st se
s t e

 

 
      

โดยท่ี  , , 0, 0s C t e D E s t e         

             ดังนั้น  x C D E     

          3. ถา 0 s c  จะได 0 1s
c

   ดังนั้น 0 s e e
c

    
   

   ให sr e
c

    
จะได se cr  โดย r E  และ 0r   

   ดังนั้น          x cd se          

     
 

cd cr
c d r

 

 
         

   โดยท่ี    , , 0, 0c C d r D E c d r        

             ดังนั้น   x C D E    

  2.2.2 ถา 0y   และ 0z   

           จะได y cd  โดยท่ี , , 0, 0c C d D c d      

          พิจารณา  0z
c
  เพราะวา 0z  และ 0C   

   จะได z E
c
  เพราะวา E R  
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ดังนั้น z zx y z cd c c d
c c

                 
   

   โดยท่ี  , , 0zc C d D E c
c

       
  

   ถา 0zd
c

     
  จะได  x C D E    

   ถา 0zd
c

     
 จะได 0x   เพราะวา 0a   

ดังนั้น  x C D E     

2.2.3 ถา 0y   และ 0z   สามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับขอ 2 

วา  x C D E     

จากท้ัง 2.2.1 ถึง 2.2.3 ขอ จึงไดวา    C D C E C D E         ........... 2  

จาก  1  และ 2  จะไดวา  C D E C D C E        

กรณีท่ี 3 ถา , ,C D E  เปนสวนตัดลบ 

จะไดวา C  เปนสวนตัดลบ  และ D E  เปนสวนตัดลบ   

ดังนั้น              C D E C D E                 

   
    C D E          

          C D C E         ; , ,C D E    เปนสวนตัดบวก 

   C D C E      
ดังนั้น  C D E C D C E        

 กรณีท่ี 4 ถา ,C D  เปนสวนตัดบวก และ E เปนสวนตัดลบ   

 4.1 ถา  D E เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนย 

      C D C D E E          

       C D E E        เพราะวา E   เปนสวนตัดบวก 

   C D E C E       

    C D E C E       

                             C D E C D C E C D C E                                      

 ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนยจะไดวา  C D E C D C E       

4.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ   

พิจารณา                C D C D E E          

   

    

C D E E

C D E C E

      
        

   

        C D E C E       
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                             C D E C D C E C D C E            

 ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

ดังนั้น จาก 4.1 และ4.2 จึงไดวา  C D E C D C E        

กรณีท่ี 5 ถา ,C E เปนสวนตัดบวก และ D เปนสวนตัดลบ 
   5.1 ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 

         C E C E D D          

       C E D D        เพราะว า  D   เปนสวนตัดบวก  

           C E D C D       

        C D E C D       

                             C D E C E C D C E C D            

                     ดังนั้นถา D E  เปนสวนตัดบวกหรือเทากับศูนยจะไดวา  
 C D E C D C E       

5.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ  

           C E C E D D          

     C E D D        

      C E D C D          

      C D E C D       

         C D E C E C D C E C D                 

ดังนั้น ถา D E  D E  เปนสวนตัดลบจะไดวา  C D E C D C E       

ดังนั้น จาก 5.1 และ5.2 จึงไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 6 ถา ,D E เปนสวนตัดบวก และC เปนสวนตัดลบ 

พิจารณา         C D E C D E       

      C D C E         ; C เปนสวนตัดบวก 

       C D C E             

 C D C E        

C D C E     
ดังนั้น ถา ,D E เปนสวนตัดบวก และC เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 7 ถา C  เปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ 
จะไดวา D E เปนสวนตัดลบ 
 พิจารณา       C D E C D E         

       C D E        

           C D C E          
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C D C E     
ดังนั้น ถา C  เปนสวนตัดบวก และ ,D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E       

กรณีท่ี 8 ถา D  เปนสวนตัด และ ,C E เปนสวนตัดลบ 
 8.1 ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 
พิจารณา       C E C E      

         C E D D           

         C E D D          

   
     

     

C E D C D

C D E C D

         
         

 

         C D E C D                

      C D E C D         

                  C D E C E C D          

          C E C D      

          C D C E                            
ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดบวก หรือเทากับศูนย 
 จะไดวา  C D E C D C E        

  8.2 ถา D E  เปนสวนตัดลบ 
พิจารณา                 C E C E      

    C E D D          

    C E D D          

   
     

     

C E D C D

C D E C D

         
         

 

   C D E C D         

      C D E C E C D          
C E C D
C D C E

   
   

 

ดังนั้น ถา D E  เปนสวนตัดลบ จะไดวา  C D E C D C E        

จาก 8.1 และ8.2 ถา D  เปนสวนตัดบวก และ ,C R เปนสวนตัดลบจะไดวา  
 C D E C D C E       

กรณีท่ี 9 ถา E R  เปนสวนตัดบวก และ ,C D  เปนสวนตัดลบใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

ดังนั้น ท้ัง 9 กรณีจึงไดวา ทุกจํานวนจริง ,C D และ E  ใด  ๆ     C D E C D C E       
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ทฤษฎีบท 5.3.14 ให C เปนสวนตัดใด ๆ 0 0C      ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

นิยาม 5.3.6 ห C เปนสวนตัด ใด ๆ   11C C     
 

นิยาม 5.3.7 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ซ่ึง 0D   จะไดวา 1 CC D
D

    

 
ทฤษฎีบท 5.3.15 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ถา 0C D   แลว 0C   หรือ 0D    
 

พิสูจน ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ     
ถา 0C   และ 0D   จะแสดงวา 0C D     
กรณีท่ี 1 ถา C  และ D  เปนสวนตัดบวก แลว C D  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา 0C D     
กรณีท่ี 2 ถา C  และ D  เปนสวนตัดลบ แลว C D  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา 0C D    
กรณีท่ี 3 ถา C  เปนสวนตัดบวก และ D เปนสวนตัดลบ แลว C D   เปนสวนตัดลบ  

จึงไดวา 0C D     
กรณีท่ี 4 ถา C  เปนสวนตัดลบ และ D  เปนสวนตัดบวกแลว C D  เปนสวนตัดลบ   

จึงไดวา 0C D    
ท้ัง 4 กรณี จะไดวา 0C D     
เนื่องจากขอความ  ถา 0C D    แลว 0C   หรือ 0D    
สมมูลกับขอความ  ถา 0C   และ 0D   แลว 0C D     
ดังนั้นทุกสวนตัด C  และ D  ใด ๆ  ถา 0C D    แลว 0C   หรือ 0D   
 

5.4 ความสัมพันธลําดับ 
 

นิยาม 5.4.1 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ จะกลาววา C  นอยกวา D  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C D  ก็ตอเม่ือ D C  เปนสวนตัดบวก และกลาววา C  มากกวา D  ใชสัญลักษณ
แทนดวย C D  ถา D C  

 สัญลักษณ C D  หมายความวา C D  หรือ C D  
 สัญลักษณ C D  หมายความวา C D  หรือ C D  
 
ทฤษฎีบท 5.4.1 ให ,C D  และ E  เปนสวนตัดใด ๆ ถา C D  และ D E   แลว C E  
 

พิสูจน ให ,C D และ E  เปนสวนตัดใด ๆ 
ถา C D  และ D E  จะไดวา 

มี ,x y Q  ซ่ึง x D  และ x C       ........... 1  

และ                       y E  และ y D      ........... 2  

จาก  1  และ 2 ;  x D  และ y D  จะไดวา x y  

จากท่ี x y  และ y E  จะได x E  
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ดังนั้น x E  และ x C   
จึงไดวา C E  
ดังนั้น ทุกสวนตัด ,C D  และ E  ใด ๆ ถา C D  และ D E  แลว C E   
 
ทฤษฎีบท 5.4.2 สมบัติไตรวิภาค สําหรับสวนตัด C  และ D  ใด ๆ ขอความตอไปนี้เปนจริงเพียงขอ

เดียวคือ 
  1. C D  
  2. C D  
  3. C D  
พิสูจน ตอนท่ี 1 จะพิสูจนวาขอความท้ังสมาชิกเปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ถา C D  จะไดวา C D  และ D C  

จะมี x Q  และ x C  และ x D  หรือ y Q  และ y D และ y C   
จะไดวา D C  หรือC D   

ดังนั้น ขอความท้ังสามเปนจริงอยางนอย 1 ขอความ 

ตอนท่ี 2 จะพิสูจนวาขอความท้ังสามจะเปนจริงพรอมกันมากกวาหนึ่งขอความไมได 
2.1 จะแสดงวา C D  และC D  เปนจริงพรอมกันไมได 

ให C D  และC D  
จาก C D  จะมี x Q  ซ่ึง x D  และ x C  
นั่นคือ C D  ขัดแยงท่ีกําหนดไว 

  ดังนั้น C D  และC D  เปนจริงพรอมกันไมได 
2.2 จะแสดงวา C D  และ D C  เปนจริงพรอมกันไมได 

ให C D  และ D C   
จาก D C  จะมี x Q  ซ่ึง x C และ x D   
นั่นคือ C D  ขัดแยงท่ีกําหนดไว 

  ดังนั้น C D  และ เปนจริงพรอมกันไมได 
  2.3 จะแสดงวา  และ  เปนจริงพรอมกันไมได 
   ให  และ   
   จะมี  ซ่ึง  และ   

   จาก  และ   จะไดวา    

   จาก และ   จะไดวา     

จาก และ  เกิดขอขัดแยง  

  ดังนั้น จึงไดวา  และ เปนจริงพรอมกันไมได  
ดังนั้น จาก 2.1 ถึง 2.3 ขอความท้ังสามจะเปนจริงพรอมกันไมได 

จากการพิสูจนตอนท่ี 1 และตอนท่ี 2 สรุปไดวาขอความท้ังสามเปนจริงเพียงขอเดียว 
 

D C

C D D C

C D D C

,x y Q ,x D x C  ,y C y D 

x D y D x y  ............ 1

y C x C y x  ............ 2

 1  2

C D D C
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ทฤษฎีบท 5.4.3 ให C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ C D  ก็ตอเม่ือ C D   และ C D  
 

พิสูจน สําหรับสวนตัด C  และ D  ใด  ๆ     
ให C D   จะได D C  เปนสวนตัดบวก 
พิจารณา  y x D C     โดยท่ี 0y x    

เม่ือ y D  และ x x  สําหรับ บางคา x C    

จาก  และ  จะได  

ดังนั้น  นั่นคือ  

จาก  จะได    
และถา  เปนสมาชิกใด ๆ ใน  จะได  
จะไดวา  นั่นคือ  

ดังนั้น   แต      

ถา  แต   
จะได ถา  แลว  และมี  โดยท่ี  

ดังนั้น   

ถา  โดยท่ี  

จะได  เพราะวา  และ  

ดังนั้น  และ   

นั่นคือ          

จาก และ  จึงไดวาทุกสวนตัด  และ  ใด ๆ  ก็ตอเม่ือ  และ   

 
ทฤษฎีบท 5.4.4 ให  เปนสวนตัด ใด  ๆ     
  1.  เปนสวนตัดบวก ก็ตอเม่ือ   
  2.  เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ   
 

พิสูจน 1. สําหรับ  เปนสวนตัดบวก จึงไดวา C เปนสวนตัดลบ 

                                        0C   เปนสวนตัดลบ 

                                    0C   
เปนสวนตัดบวก 

             0C  เปนสวนตัดบวก 

นิยาม 5.4.1                  
 จึงไดวา         

ดังนั้น  เปนสวนตัดบวก ก็ตอเม่ือ 0C    
 

2. สําหรับ  เปนสวนตัดลบ ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
  

y x x x  y x

y C  y C

y D D C

z C z x

z y z D

C D C D  ............ 1

C D C D

x C x D y D y C
y C 

,z w D y z w 

 z C   y C  z y 

w z Q  w z D C  

C D  ............ 2

 1  2 C D C D C D C D

C
C 0C 
C 0C 

C

0 C 

0C 

C

C
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ทฤษฎีบท 5.4.5 ให   และ  เปนสวนตัด ใด ๆ ถา  แลว  
 

พิสูจน  สําหรับ  และ  เปนสวนตัด ใด ๆ 

ให  จะมี  ซ่ึง  และ   
จาก  เนื่องจาก  เปนสวนตัด  
จะมี  ซ่ึง  

พิจารณา  เปนสวนตัดและ  

จะมี  ซ่ึง   
                       

 เนื่องจาก  และ  จะไดวา  

            

 จาก  จะได  สําหรับทุกคา  

 จาก   จะได    สําหรับทุกคา  

 ดังนั้น     สําหรับทุกคา  และทุกคา  

     สําหรับทุกคา  

    สําหรับทุกคา  (เพราะวา  
 จะไดวา        

 จาก  และ  จะไดวา   

 ซ่ึง  และ  

จึงไดวา   
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใด ๆ ถา  แลว  
 

ทฤษฎีบท 5.4.6 ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ    
1.  ก็ตอเม่ือ  
2.  ก็ตอเม่ือ  

 

พิสูจน 1. ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ     
 ให                                                  
จากทฤษฎีบท 5.4.5        

                        
ดังนั้น ถา   แลว                

ให                           
                 

จากทฤษฎีบท 5.4.5        

                                       

,C D E C D C E D E  

,C D E

C D x Q x D x C

x D D
y D y x

E 0y x 
,p E q E   y x q p  

y p x q  

y D q E

   y p D E    ............ 1

x C x c c C

q E  q e e E

x q c e   c C e E

x q z  z C E 

y p z  z C E  y p x q  

   y p C E    ............ 2

 1  2  y p Q 

   y p D E      y p C E  

C E D E  

,C D E C D C E D E  

C D
C D 0C D  
C D 0C D  

C D
C D

   C D D D    

0C D  
C D 0C D    ............ 1

0C D  
  0C D   

  0C D D D      

 C D D D     
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ดังนั้น ถา  แลว    

จาก  และ  จึงไดวา  ก็ตอเม่ือ   
 

2. สําหรับ  ก็ตอเม่ือ   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 5.4.7 ให  และ  เปนสวนตัดใด ๆ ถา  และ แลว   
 

พิสูจน  ให และ  เปนสวนตัดใด ๆ     
ให  และ  จึงไดวา  เปนสวนตดับวก  
จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1              
จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 เปนสวนตัดลบ             

                      เปนสวนตัดลบ 

จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 

 

           

                                               

จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1                                   
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใด ๆ  ถา  และ แลว   
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 .ให และ  เปนสวนตัดใด ๆ ถา และ แลว   
 

พิสูจน สําหรับ และ  เปนสวนตัด ใด ๆ     
ให     และ   

 จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 1                       
จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 2                 เปนสวนตัดลบ                    

                          เปนสวนตัดบวก 

 จากทฤษฎีบท 5.4.4 ขอ 1           

            

        
                              

 จากทฤษฎีบท 5.4.6 ขอ 2                    
ดังนั้น ทุกสวนตัด  และ  ใด ๆ ถา  และ  แลว   
 

0C D 
C D

0C D   C D  ............ 2

 1  2 C D 0C D  

C D 0C D  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E

C D 0E  E
0C D  

C D

 C D E 

  0C D E      

  0C E D E       

   0C E D E        
  0C E D E    

C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  

,C D E

C D 0E 
0C D  

C D

 C D E 

  0C D E   

  0C D E      

  0C E D E       
  0C E D E    

C E D E  

,C D E C D 0E  C E D E  
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นิยาม 5.4.3 ให  และ  เปนสวนตัด ใด ๆ     
  1.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  2.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  3.  ก็ตอเม่ือ  และ  
  4.   ก็ตอเม่ือ  และ   
 
ทฤษฎีบท 5.4.8 ให  เปนสวนตัดใดๆ และจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ r C  ก็ตอเม่ือ   
 

พิสูจน  ให  เปนสวนตัดและ  เปนจํานวนตรรกยะใด  ๆ    
          ให  

จะไดวา  และ  เพราะวา   

 นั่นคือ                
 ดังนั้น ถา  แลว       

 ให   
 จะมี  ซ่ึง  และ  

 จาก  จะได   
 เนื่องจาก   และ  
 จึงไดวา   
 ดังนั้น ถา  แลว      

ดังนั้น จาก  และ ทุกสวนตัด  และจํานวนตรรกยะ  ใด ๆ  ก็ตอเม่ือ  

 
นิยาม 5.4.4 ถา L  เปนเซตของสวนตัด และมีสวนตัด B  ท่ีมีสมบัติวา C B  ทุกๆ สวนตัด 

C L  แลว กลาววา B  เปนขอบเขตบนของ L  และกลาววา L  เปนเซตท่ีมี
ขอบเขตบน  

 ถา U  เปนขอบเขตบนของ L  ท่ีมีสมบัติวา U B  ทุกๆ สวนตัด B  ท่ีเปนขอบเขตบน
ของ L  แลวจะกลาววา U  เปนขอบเขตบนท่ีนอยท่ีสุดของ L  

 
ทฤษฎีบท 5.4.9 ถา L  เปนเซตของสวนตัดท่ีมีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 
 

พิสูจน ให  U L  เปนเซตขอบเขตบนของ L  และให 
 B U L

U B





 

ให C L  ดังนั้น C B  ไดวา C B  ทุกๆ  B U L  

ดังนั้น C U  
ไดวา C U  ทุกๆ C L  นั่นคือ U  เปนขอบเขตบนของ L  
และ U B  คือ U B  ทุก ๆ ขอบเขตบน  B U L  

ดังนั้น U  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ L  

,C D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C D E  C D D E

C r r C 

C r
r C

r C r r  |r x Q x r   

r C 
r C r C   ........... 1

r C 
x Q x C x r

x r x r

x C r x

r C

r C  r C  ........... 2

 1  2 C r r C r C 
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 สมบัติขางตนนี้เรียกวา สมบัติความบริบูรณ (completeness property) :ซ่ึงไมมีในเซต
จํานวนตรรกยะ  
 

5.5 การกําหนดจํานวนจริง 
 

 เซตของสวนตัดและตัวดําเนินการบวก และการคูณมีสมบัติครอบคลุมสมบัติของจํานวนตรรก
ยะท้ังหมด และมีสมบัติอ่ืนเพ่ิมเติม ถามีการจับคูหนึ่งตอหนึ่งระหวางเซตของสวนตัดตรรกยะและเซต
จํานวนตรรกยะ โดยให              

เม่ือ  เปนจํานวนตรรกยะ และจะพบวา 
      

และ                         

แสดงวา เซตของสวนตัดตรรกยะจะสมสัณฐาน (isomorphic) กับเซตจํานวนตรรกยะ  
 ในกรณีไมใชสวนตัดตรรกยะ จะเรียกวา สวนตัดอตรรกยะ กําหนดจํานวนท่ีมีชื่อวา 
จํานวนอตรรกยะ ( irrational number)  มาจับคูหนึ่งตอหนึ่งกับสวนตัดอตรรกยะ ดังตัวอยาง 

 

              

 จํานวนตรรกยะประกอบกับจํานวนอตรรกยะ เรียก จํานวนจริง (real number) ดังนั้น เซต
ของสวนตัดท้ังหมดจะสมสัณฐานกับเซตของจํานวนจริง ใชสัญลักษณ  และใช  
แทนจํานวนจริง สมบัติตางๆ ของสวนตัดก็จะเปนสมบัติของจํานวนจริง 
 

สัจพจนของจํานวนจริง 
 

 เซตจํานวนจริงประกอบดวยจํานวน และตัวดําเนินการทวิภาค คือ การบวก “ ” และการ
คูณ “ ” มีสมบัติดังนี้  
 1. ตัวดําเนินการบวก ให  และ  เปนจํานวนจริง ผลบวกของ  กับ  ใชสัญลักษณ
แทนดวย “ ” จะเปนจํานวนจริง เพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติดังนี้ สําหรับจํานวนจริง  
และ  ใดๆ 
 1.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 1.2 สมบัติการสลับท่ี  
 1.3 มีจํานวนจริงศูนย  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  สําหรับทุก
จํานวนจริง  (เรียก  วาเอกลักษณการบวก) 
 1.4 สําหรับจํานวนจริง  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  
เรียกจํ านวน  ว าจํ านวนลบ (negative)  ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  จะไดว า 

 

 C r r

r
     C r C s C r s r s    

     C r C s C rs rs  

 2| 2 2x Q x Q   

   3 3 3| 5 | 5 5x Q x x Q x     

R , , , , ,...a b c x y




a b a b
a b ,a b

c
   a b c a b c    

a b b a  

0 0 0a a a   
a 0

a b 0a b 

b a a

  0a a a a    
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2. ตัวดําเนินการคูณ ให  และ  เปนจํานวนจริงผลคูณของ  และ  ใชสัญลักษณแทนดวย “
” หรือ “ ” หรือ “ ” จะเปนจํานวนจริงจํานวนหนึ่งเพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติ

ดังตอไปนี้ ให ,a b  และ c  เปนจํานวนจรงิใดๆ 

 2.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 2.2 สมบัติการสลับท่ี  
 2.3 มีจํานวนจริง 1 เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา  เรียก  วาแอกลักษณ
สําหรับการคูณของจํานวนจริง 
 2.4 สําหรับจํานวนจริง  ท่ีไมใช  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา 

 เรียก  วาตัหผกผัน (inverse) ของ  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ  จะไดวา 

1 1 1a a a a       
3. สมบัติการแจกแจง  

 เซตท่ีมีสมาชิกและตัวดําเนินการสองตัว ซ่ึงทีสมบัติ ท้ัง 9 ขอขางตน เรียกเซตนั้นวา สนาม 
(field) โดยท่ีเซตของจํานวนจริงและการดําเนินการบวก และการดําเนินการคูณมีสมบัติเปนสนาม ยัง
มีสมบัติเปนสนามลําดับ (ordered field) และสมบัติความบริบูรณ (completeness axiom) 
 

5.6 ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง 
 

เซตจํานวนจริงบวก ให เปนเซตจํานวนจริงบวก (positive real number) :ซ่ึงเปนเซตยอยแท
ของจํานวนจริง โดยเซต  มีสมบัติดังนี้ 
 1. ถา  แลว  และ  
 2. สําหรับจํานวนจริง  แตละตัว จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว 
  2.1  2.2  2.3  
 ถา  จะกลาววา  เปนจํานวนบวก และถา  กลาววา  เปนจํานวนลบ และจาก
การพิสูจนทฤษฎีบทของสวนตัดท่ีวา จํานวน  เปนจํานวนลบ ก็ตอเม่ือ  เปนจํานวนบวก 
 

นิยาม 5.6.1 ให  และ  เปนจํานวนจริง กลาววา  นอยกวา  ใชสัญลักษณแทนดวย  
ถา  และกลาววา  มากกวา  ใชสัญลักษณ  ถา  

 สัญลักษณ   หมายความวา  หรือ  
    หมายความวา  หรือ  
เรียกความสัมพันธนอยกวา หรือมากกวา วา ความสัมพันธอันดับ (order relation) 

เซตจํานวนบวกเปนเซตยอยแทสามารนิยามการ นอยกวา และมากกวาได จึงกลาวไดวา 
จํานวนจริงมีสมบัติเปน สนามอันดับ (ordered field)  
 

นิยาม 5.6.2 คาสมบูรณ (absolute value) ให a  เปนจํานวนจริง คาสัมบูรณ ของ a  ใชสัญลักษณ           
                a  กําหนดโดย 

 

 

a b a b
a b a b ab

   a b c a b c    

a b b a  

1 1a a a    1

a 0 b

1a b  b a 1a 1
a

 a b c ab ac  

P
P

,x y P x y P  xy P
x

x P x P  0x 
x P x x P  x

x x

a b a b a b

b a P  a b a b a b P 

a b a b a b

a b a b a b

 ถา  
ถา  
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คาสัมบูรณ a  เปนจํานวนท่ีไมมีเครื่องหมายของ a  

 
สมบัติของคาสัมบูรณ .ให a  และb  เปนจํานวนเต็มใดๆ  
 1. a a   และ a b b a    

 2. ab a b  

 3. 
aa

b b
  

 4. a a a    

 5. a b a b    

  5.1 a b a b    เม่ือ 0ab  

  5.2 a b a b    เม่ือ 0ab  

 6. a b a b    

 
ชวงเปดและชวงปด  
 

นิยาม 5.6.2 กําหนดสัญลักษณเซตยอยของจํานวนจริง ดังนี้ เม่ือ a  และb  เปนจํานวนจรงิ 
       ชวงเปด (open interval)     , |a b x R a x b     

       ชวงปด (closed interval)    , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงเปดทางซาย (half-oper on the left)     , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงเปดทางขวา (half-oper on the right)     , |a b x R a x b     

       ชวงก่ึงอนันต (semi-infinite intervals)  
  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวา b     , |b x R x b     

  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวาหรือเทา b     , |b x R x b     

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวา a     , |a x R x a     

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ a     , |a x R x a     

 ชวงอนันต (infinite interval)    , |x x R     

 

5.7 เซตมีขอบเขต 
 

จํานวนนอยท่ีสุด จํานวนมากท่ีสุด 
 

นิยาม 5.7.1 ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง a A  ท่ีมีสมบัติวา 
a x  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา a  เปนจํานวนท่ีนอยท่ีสุด หรือ คาตํ่าสุด 
(minimum) ของ A  และถามีจํานวนจริง b A  ท่ีมีสมบัติวา x b  ทุกๆ จํานวน 



ตัว
อย
่าง

 
 

141 

x A  แลวจะกลาววา b  เปนจํานวนท่ีมากท่ีสุด หรือ คาสูงสุด (maximum) ของ A  
ใชสัญลักษณ min A  แทนคาต่ําสุดของ A  และ max A  แทนคาสูงสุดของ A  

 

ตัวอยาง 5.7.1   | 0 1A x R x      พบวา min 0A  ไมมีคาสูงสุด 

   | 2 7B x R x     พบวา min 2B   และ max 7B   

   2| 5C x R x    พบวา min 5C   และ max 5C    

 
ทฤษฎีบท 5.7.1 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงถา A  มีคาต่ําสุดแลว จะมีเพียงคาเดียว และถา 

A  มีคาสูงสุดแลว จะมีเพีงคาเดียว 
 

พิสูจน ให a  และb  เปนคาต่ําสุดของ A  
จาก a  เปนคาต่ําสุดของ A  และb a  จะไดวา a b  
จากb  เปนคาต่ําสุดของ A  และ a A  จะไดวา a b  
ดังนั้น a b  
นั่นคือ คาต่ําสุดของ A  มีเพียงคาเดียว 
สําหรับคาสูงสุด ใชการพิสูจนในทํานองเดียวกัน 
 

เซตมีของเขต 
 

นิยาม 5.7.2 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง b  ท่ีมีสมบัติวา 
1. ถามี x b  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา b  เปนของเขตบน (upper 
bound) ของ A  
2. ถามีจํานวนจริง a  ท่ีมีสมบัติวา x a  ทุก ๆ จํานวน x A  แลว กลาววา a  
เปนของเขตลาง (lower bound) ของ A  
ในกรณีท่ี A  มีขอบเขตบนและมีขอบเขตลาง กลาววา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขต 
 

 

นิยาม 5.7.3 ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง และเปนเซตท่ีมีขอบเขตบน กลาววา b  
เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุด (least upper bound) ของ A  ถา b  เปนขอบเขตบนของ 
A  และ b y  ทุก ๆ y  ท่ีเปนขอบเขตบนของ A  และกลาววา a  เปนขอบเขต
ลางมากท่ีสุด (greatest lower bound ) ของ A  ถา a  เปนขอบเขตลางของ A  
และ a x  ทุก ๆ x  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A  

 
ทฤษฎีบท 5.7.2 สําหรับเซตของจํานวนจริง A  จะไดวา a  เปนคาต่ําสุดของ A  ก็ตอเม่ือ a  เปน

ขอบเขตลางของ A  และb  เปนคาสูงสุดของ A  ก็ตอเม่ือ b  เปนขอบเขตบนของ 
A  และ b A  
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ทฤษฎีบท 5.7.3 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขตลางแลว จะมี
ขอบเขตลางมากท่ีสุดเพียงคาเดียว และถา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขตบนแลว จะมี
ขอบเขตบนนอยท่ีสุดเพียงคาเดียว 

 

พิสูจน ให a  และb  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  
จาก a  เปนขอบเขตลาง และb  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  จะไดวา a b  
จาก b  เปนขอบเขตลาง และ a  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  จะไดวา a b  
ดังนั้น a b   
นั่นคือ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A  มีเพียงจํานวนเดียว 
สําหรับขอบเขตบนนอยท่ีสุด ใชการพิสูจนทํานองเดียวกัน 
 
สัจพจนความบริบูรณ 
 

 ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  มีขอบเขตลางแลว จะมีขอบเขตลางท่ีมากท่ีสุด 
และถา A  มีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 
 สําหรับ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A (greatest lower bound of A ) ใชสัญลักษณ 

 glb A  หรือ inf A  (infimum of A )  

 ขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A  (least upper bound of A ) ใชสัญลักษณแทนดวย lub A  
หรือ sup A  (supremum of A )  
 เนื่องจากเซตจํานวนจริงสมสัณฐานกับเซตสวนตัด ซ่ึงในเซตสวนตัดไดแสดงแลววา สวนตัดมี
ขอบเขตบน จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด จึงยอมรับไดเลยวาเปนจริงโดยไมตองพิสูจน  
 

ทฤษฎีบท 5.7.4 สมบัติของขอบเขตลาง และขอบเขตบน ถา A  เปนเซตยอยไมวางของจํานวนจริง
ท่ีมีขอบเขต จะไดวา 

 1. ถา x A  แลว inf supx A    

 2. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ infy A  และ z  เปนขอบเขตบนของ 
A  ก็ตอเม่ือ supz A   

 3. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ ถา x y  แลว x A   
 4. infa A  ก็ตอเม่ือ a  เปนขอบเขตลางของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y a    

 และ supb A  ก็ตอเม่ือ b  เปนขอบเขตบนของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y b    
 

ทฤษฎีบท 5.7.5 ให x  เปนจํานวนจริง จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา x n  
 

พิสูจน สมมติวาไมมี n  ท่ีมีสมบัติวา x n  จึงไดวา x n  ทุกๆ จํานวนเต็มบวก n  
ดังนั้น x  เปนขอบเขตบนของเซตจํานวนเต็มบวก และเซตจํานวนเต็มบวกเปนเซตท่ีมีขอบเขตบน 
จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด ให b  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ เซตจํานวนเต็มบวก 
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จะไดวา มีจํานวน n Z  ท่ี 1
2

n b   ดังนั้น 11
2

n n b     

แต 1n Z   ขัดแยงกับท่ีสมมติวา b  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ เซตจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น Z  เปนเซตท่ีไมมีขอบเขตบน และจะมีจํานวนเต็ม n  ท่ีมีสมบัติวา x n   
 
ทฤษฎีบท 5.7.6 สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง ( Archimedean property of real numbers) 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจรงิบวก จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา x ny  
 

พิสูจน พิจารณาจํานวนจริง 0x
y
  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติ 

x n
y
  

ดังนั้น x ny  
 

บทแทรก 5.7.1 สําหรับจํานวนจริงบวก x  ใดๆ จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา 1x
n

  

 

พิสูจน สําหรับจํานวนจริง 1 และ x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา 1 nx  

ดังนั้น 1x
n

  

 
บทแทรก 5.7.2 สําหรับจํ านวนจริ งบวก x  ใดๆ จะมีจํ านวนเต็มบวก  n  ท่ี มีสมบั ติ ว า 

1n x n    
 

พิสูจน พิจารณาเซต  |S k Z k x     

จะไดวา S  มีจํานวนนอนท่ีสุด ให minn S  
จะไดวา n x  สมมติ 1n x    
จะไดวา 1n S   และจาก 1n n   จึงขัดแยงกับท่ีกําหนดวา minn S   
ดังนั้น 1n x n    
 
ทฤษฎีบท 5.7.7 สมบัติความหนาแนนของจํานวนตรรกยะ 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจริงบวก ถา x y  จะมีจํานวนตรรกยะ r  ท่ีมีสมบัติวา 

x r y   
 

พิสูจน จาก x y  ดังนั้น 0y x   จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ีมีสมบัติวา  1 n y x   

จะไดวา 1nx ny     
โดยบทแทรก 5.7.2 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก m  ท่ีมีสมบัติวา 1m nx m    
ดังนั้น 1m nx ny    และ nx m ny   

ให mr
n

  จะได x r y   
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ทฤษฎีบท 5.7.8 สมบัติความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะ 
 ให x  และ y  เปนจํานวนจริง ถา x y  จะมีจํานวนอตรรกยะ z  ท่ีมีสมบัติวา 

x z y    
 
ทฤษฎีบท 5.7.9 ถา a  และb  เปนจํานวนจรงิ และ a b    สําหรับทุกจํานวนจริงบวก   แลว 

a b  
 

พิสูจน สมมติวา a b  จะไดวา 0a b   ดังนั้น มีจํานวนเต็ม n  ท่ีมีสมบัติวา 1a b
n

   

ได 1a b
n

   ขัดแยงกับ a b    เม่ือ 1
n

  

ดังนั้น a b   

 
5.8 สรุป  
 

 1. การสรางจํานวนจริงนักคณิตศาสตรไดสรางโดยใชสวนตัดเดเดคินด ซ่ึงมีนิยามดังนี้ สําหรับ
เซต ท่ีเปนเซตยอยแทท่ีไมเปนเซตวางของจํานวนตรรกยะ  เรียกเซต  วาสวนตัดเดเดคินด 
เม่ือเซต  สอดคลองสมบัติตอไปนี้ 
 1.1  และ   

 1.2 ถา และ   โดยท่ี  แลว    
 1.3 ถา  จะมี  ซ่ึง   
 

2. การบวกสวนตัด สําหรับ C  และ D  ท่ีเปนสวนตัด ใด ๆ ผลบวกของ และ  คือ
 สําหรับ c C และ d D   

 

3. สมบัติการบวก ให  และ  เปนสวนตัดใดๆ 
3.1 สมบัติการปด;  เปนสวนตัด และมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
3.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม;  

3.3 สมบัติการสลับ;   
3.4 สมบัติการมีเอกลักษณสําหรับการบวก;  โดยเรียก  วา

เอกลักษณสําหรับการบวก 
3.5 สมบัติการมีตัวผกผันสําหรับการบวก;  โดยเรียก 

 วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ   
3.6 การบวกดวยจํานวนท่ีเทากัน; ถา  แลว   
3.7 การตัดออกสําหรับการบวก; ถา   แลว   
 

 4. การลบสวนตัด สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใดๆ ตัวดําเนินการลบของ C  และ D  
กําหนดดังนี้  C D C D     

C Q C
C

C  C Q

x Q c C x c x C

c C x C x c

C D
 |C D x x c d   

,C D E

C D

   C D E C D E    

C D D C  

0 0 0C C      0

   0C C C C     

C C
C D C E D E  

C D C E   D E
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5. การคูณสวนตัดบวก สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดบวกใดๆ กําหนดตัวดําเนินการคูณดง
นี้  0C D M Q     เม่ือ  |M cd c Q C   และ d Q D   

 

6. สมบัติการคูณสวนตัดบวก ให และ  เปนเปนตัดบวก 
6.1 สมบัติการปด;  เปนสวนตัดบวก 
6.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม;  

6.3 สมบัติการสลับท่ี;  
6.4 สมบัติการมีเอกลักษณสําหรับการคูณ;   โดยเรียก  วา

เอกลักษณสําหรับการคูณ  
6.5 สมบัติการมีตักผกผันสําหรับการคูณ;   โดยเรียก  วา

ตัวผกผันสําหรับการคูณของ   
6.6 สมบัติการแจกแจง:   
 

7. คาสัมบูรณของสวนตัด สําหรับ C  เปนสวนตัดใด ๆ คาสัมบูรณของ C  ใชสัญลักษณแทน
ดวย C  กําหนดดังนี้  

      
 

8. การคูณสวนตัด ให C  และ D  เปนสวนตัด ผลคูณของ C และ D  ใชสัญลักษณแทนดวย 
C D กําหนดดังนี้  

 
 
 
 
 

 9. สมบัติการคูณสวนตัด ให ,C D  และ E  เปนสวนตัด 
 9.1 สมบัติปด : C D   เปนสวนตัด 
 9.2 สมบัติการเปลี่ยนกลุม:    C D E C D E      

 9.3 สมบัติการสลับท่ี : C D D C    
 9.4 สมบัติทีเอกลักษณสําหรับการคูณ : ถา C  เปนสวนตัด จะไดวา 1 1C C C      
 9.5 สมบัติมีตัวผกผันสําหรับการคูณ : ถา C  เปนสวนตัดท่ีไมใช 0  จะไดวามีสวนตัด 

1C  ท่ีมีสมบัติวา 1 1 1C C C C       
 9.6 สมบัติการแจกแจง ;  C D E C D C E       และ  

 C D E C E C D       
 

 10. ความสัมพันธลําดับ ให  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ จะกลาววา  นอยกวา D          
ใชสัญลักษณแทนดวย  ก็ตอเม่ือ  เปนสวนตัดบวก และกลาววา  มากกวา D      
ใชสัญลักษณแทนดวย  ถา  

,C D E
C D

   C D E C D E    

C D D C  

1 1C C C     1

1 11C C C C      1C

C
 C D E C D C E     

C C
C D D C C

C D D C

ถา  เปนสวนตัดบวก 
ถา  เปนสวนตัดลบ 

 

 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน 
 

ถา  และ  มีเครื่องหมายเหมือนตางกัน 
 

ถา  หรือ  เปน  
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 สัญลักษณ  หมายความวา  หรือ  
 สัญลักษณ  หมายความวา  หรือ  
 

 11.สัจพจนของจํานวนจริง  เซตจํานวนจริงประกอบดวยจํานวน และตัวดําเนินการทวิภาค คือ 
การบวก “ ” และการคูณ “ ” มีสมบัติดังนี้  
 1. ตัวดําเนินการบวก ให  และ  เปนจํานวนจริง ผลบวกของ  กับ  ใชสัญลักษณแทนดวย “

” จะเปนจํานวนจริง เพียงจํานวนเดียว และมีสมบัติดังนี้ สําหรับจํานวนจริง  และ  ใด  ๆ

 1.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

 1.2 สมบัติการสลับท่ี  
 1.3 มีจํานวนจริงศูนย  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  สําหรับทุก
จํานวนจริง  (เรียก  วาเอกลักษณการบวก) 
 1.4 สําหรับจํานวนจริง  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียวท่ีมีสมบัติวา  
เ รี ย ก จํ า น ว น    ว า จํ า น ว น ล บ  ข อ ง    ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย    จ ะ ไ ด ว า 

 

2. ตัวดําเนินการคูณ ให  และ  เปนจํานวนจริงผลคูณของ  และ  ใชสัญลักษณแทน
ดวย “ ” หรือ “ ” หรือ “ ” จะเปนจํานวนจริงจํานวนหนึ่งเพียงจํานวนเดียว และมี
สมบัติดังตอไปนี้ ให  และ  เปนจํานวนจริงใดๆ 

2.1 สมบัติการเปลี่ยนกลุม  

2.2 สมบัติการสลับท่ี  
2.3 มีจํานวนจริง 1 เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา  เรียก  วาแอก

ลักษณสําหรับการคูณของจํานวนจริง 
2.4 สําหรับจํานวนจริง  ท่ีไมใช  จะมีจํานวนจริง  เพียงจํานวนเดียว ท่ีมีสมบัติวา 

1a b   เ รี ยก  b  ว าตั หผกผัน  ของ  a  ใช สัญลั กษณแทนด วย  1a  หรื อ  1
a

 จะได ว า 

1 1 1a a a a        
3. สมบัติการแจกแจง  

 เซตท่ีมีสมาชิกและตัวดําเนินการสองตัว ซ่ึงทีสมบัติ ท้ัง 9 ขอขางตน เรียกเซตนั้นวา สนาม  
โดยท่ีเซตของจํานวนจริงและการดําเนินการบวก และการดําเนินการคูณมีสมบัติเปนสนาม ยังมีสมบัติ
เปนสนามลําดับ และสมบัติความบริบูรณ  
 

12.ความสัมพันธลําดับของจํานวนจริง 

เซตจํานวนจริงบวก 
 ให เปนเซตจํานวนจรงิบวก :ซ่ึงเปนเซตยอยแทของจํานวนจริง โดยเซต  มีสมบัติดังนี้ 
 1. ถา  แลว  และ  
 2. สําหรับจํานวนจริง  แตละตัว จะสอดคลองสมบัติตอไปนี้เพียงขอเดียว 
  2.1  2.2  2.3  

C D C D C D
C D C D C D

 

a b a b
a b ,a b c

   a b c a b c    

a b b a  

0 0 0a a a   
a 0

a b 0a b 

b a a

  0a a a a    

a b a b
a b a b ab

,a b c
   a b c a b c    

a b b a  

1 1a a a    1

a 0 b

 a b c ab ac  

P P
,x y P x y P  xy P

x
x P x P  0x 
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 ถา  จะกลาววา  เปนจํานวนบวก และถา  กลาววา  เปนจํานวนลบ และจาก
การพิสูจนทฤษฎีบทของสวนตัดท่ีวา จํานวน  เปนจํานวนลบ ก็ตอเม่ือ  เปนจํานวนบวก 
 

13. ความสัมพันธอันดับ ให  และ  เปนจํานวนจริง กลาววา  นอยกวา  ใช
สัญลักษณแทนดวย  ถา  และกลาววา  มากกวา  ใชสัญลักษณ  ถา 

 สัญลักษณ   หมายความวา  หรือ  
    หมายความวา  หรือ  
เรียกความสัมพันธนอยกวา หรือมากกวา วา ความสัมพันธอันดับ 

เซตจํานวนบวกเปนเซตยอยแทสามารนิยามการ นอยกวา และมากกวาได จึงกลาวไดวา 
จํานวนจริงมีสมบัติเปน สนามอันดับ 

 

14. คาสมบูรณ ให a  เปนจํานวนจริง คาสัมบูรณ ของ a  ใชสัญลักษณ  กําหนดโดย 

 
   

 

คาสัมบูรณ  เปนจํานวนท่ีไมมีเครื่องหมายของ a  
 

15. สมบัติของคาสัมบูรณ .ให a  และ  เปนจํานวนเต็มใดๆ  

15.1  และ  

15.2  

15.3  

15.4  

15.5  

 15.5.1  เม่ือ  

 15.5.2  เม่ือ  

15.6  
 

16. ชวงเปดและชวงปด เม่ือ a  และ  เปนจํานวนจริง 

       ชวงเปด  

       ชวงปด  

       ชวงก่ึงเปดทางซาย  

       ชวงก่ึงเปดทางขวา   

       ชวงก่ึงอนันต   

  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวา   

x P x x P  x
x x

a b a b
a b b a P  a b a b

a b P  a b a b a b

a b a b a b

a

a

b
a a  a b b a  

ab a b

aa
b b



a a a  

a b a b  

a b a b   0ab

a b a b   0ab

a b a b  

b
   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

   , |a b x R a x b   

b    , |b x R x b   

 ถา  
ถา  
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  เซตของจํานวนจริงท่ีนอยกวาหรือเทา   

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวา a    

  เซตของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ a    

        ชวงอนันต   
 

 17. จํานวนนอยท่ีสุด จํานวนมากท่ีสุด ให  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามี
จํานวนจริง  ท่ีมีสมบัติวา  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา a  เปนจํานวนท่ีนอย
ท่ีสุด หรือ คาต่ําสุด  ของ A  และถามีจํานวนจริง  ท่ีมีสมบัติวา  ทุกๆ จํานวน  
แลวจะกลาววา  เปนจํานวนท่ีมากท่ีสุด หรือ คาสูงสุด ของ A  ใชสัญลักษณ min A  แทนคาต่ําสุด
ของ A  และ  แทนคาสูงสุดของ A  
 

18. เซตมีของเขต ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง ถามีจํานวนจริง  ท่ีมี
สมบัติวา  1. ถามี  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา  เปนของเขตบน ของ A     

  2. ถามีจํานวนจริง a  ท่ีมีสมบัติวา  ทุก ๆ จํานวน  แลว กลาววา a  เปน
ของเขตลางของ A  

ในกรณีท่ี A  มีขอบเขตบนและมีขอบเขตลาง กลาววา A  เปนเซตท่ีมีขอบเขต 

 

19. ขอบเขตบนนอยท่ีสุด ให A  เปนเซตของจํานวนจริงท่ีไมใชเซตวาง และเปนเซตท่ีมี
ขอบเขตบน กลาววา  เปนขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A   

20. ขอบเขตลางมากท่ีสุด ถา  เปนขอบเขตบนของ A  และ b y  ทุก ๆ  ท่ีเปน
ขอบเขตบนของ A  และกลาววา a  เปนขอบเขตลางมากท่ีสุด ของ A  ถา a  เปนขอบเขตลางของ 
A  และ a x  ทุก ๆ x  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A   

21. สัจพจนความบริบูรณ ให A  เปนเซตยอยของจํานวนจริง ถา A  มีขอบเขตลางแลว จะ
มีขอบเขตลางท่ีมากท่ีสุด และถา A  มีขอบเขตบนแลว จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด 

 สําหรับ ขอบเขตลางมากท่ีสุดของ A ใชสัญลักษณ   หรือ inf A  

 ขอบเขตบนนอยท่ีสุดของ A  ใชสัญลักษณแทนดวย  หรือ sup A  
 เนื่องจากเซตจํานวนจริงสมสัณฐานกับเซตสวนตัด ซ่ึงในเซตสวนตัดไดแสดงแลววา สวนตัดมี
ขอบเขตบน จะมีขอบเขตบนนอยท่ีสุด จึงยอมรับไดเลยวาเปนจริงโดยไมตองพิสูจน  
 

22. สมบัติของขอบเขตลาง และขอบเขตบน ถา A  เปนเซตยอยไมวางของจํานวนจริงท่ีมี
ขอบเขต จะไดวา 
 1. ถา  แลว inf supx A    

 2. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ  และ z  เปนขอบเขตบนของ 

 ก็ตอเม่ือ  

 3. y  เปนขอบเขตลางของ A  ก็ตอเม่ือ ถา  แลว x A   

b    , |b x R x b   

   , |a x R x a   

   , |a x R x a   

   , |x x R   

A
a A a x x A

b A x b x A
b

max A

b
x b x A b

x a x A

b
b y

 glb A

lub A

x A

infy A

A supz A

x y
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 4.  ก็ตอเม่ือ a  เปนขอบเขตลางของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง
บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี  

 และ supb A  ก็ตอเม่ือ  เปนขอบเขตบนของ A  และสําหรับทุกจํานวนจริง

บวก   จะมีจํานวน y A  ท่ี y b    
 

23. สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง ให x  และ y  เปนจํานวนจริงบวก จะมีจํานวนเต็ม

บวก n  ท่ีมีสมบัติวา  
 

24. สมบัติความหนาแนนของจํานวนตรรกยะ ให x  และ y  เปนจํานวนจรงิบวก ถา  

จะมีจํานวนตรรกยะ r  ท่ีมีสมบัติวา  

 

25. สมบัติความหนาแนนของจํานวนอตรรกยะ ให x  และ  เปนจํานวนจริง ถา  

จะมีจํานวนอตรรกยะ z  ท่ีมีสมบัติวา   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

infa A

y a  

b

x ny

x y

x r y 

y x y

x z y 
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แบบฝกหัด 5 
 

1. กําหนดเซต  | 12C x Q x    จงแสดงวาเซต C  เปนสวนตัด 

2. จงแสดงวา หรือ และ เปนสวนตัด 

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.11 สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ ถา  แลว   

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.15 ถา  เปนสวนตัดลบ จะได  เปนสวนตัดบวก 

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.2.18 สําหรับ C  และ D  เปนสวนตัดใด ๆ  

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 5.4.4 สําหรับ C  เปนสวนตัดใด ๆ C  เปนสวนตัดลบก็ตอเม่ือ 0C    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 | 0C x Q x    0x 2 2x 

C D D  0C 

C C

 C D C D   
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บทท่ี 6 
จํานวนเชิงซอน 

 
 บทนี้จะกลาวถึงจํานวนเชิงซอน ก็เริ่มจากการศึกษานิยามและสมบัติเบื้องตัน นิยามการบวก
และการคูณจํานวนเชิงซอน ทฤษฎีบทสําหรับการบวกและการคูณจํานวนเชิงซอน การลบและการ
หารจํานวนเชิงซอน ทฤษฎีบทสําหรับซอน การลบและการหารจํานวนเชิงซอน สังยุคของจํานวน
เชิงซอน คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน จํานวนเชิงซอน i  ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก ระนาบ
เชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว ทฤษฎีบทของเดอรมัว และการหารากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน 
 

6.1 นิยามและสมบัติเบื้องตน 
 

 พิจารณาสมการ 2 1 0x    สําหรับ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซ่ึงพบวาไมสามารถหาคา x    
ท่ีเปนจํานวนจรงิท่ีสอดคลองสมการดังกลาวได นักคณิตศาสตรจึงตองขยายจํานวนจริงออก เพ่ือหาคา 
x  ท่ีสอดคลองกับสมการขางตนใหได จึงเปนท่ีมาของจํานวนเชิงซอน  

 แนวคิดในการสรางจํานวนเชิงซอน คือ จากท่ีมีสัญลักษณ  มีความหมายวา  2
x x  

ถา 0x ดังนั้น ถาพิจารณาคา 1x   คือ  2
1 1   ซ่ึงจะกําหนดให 1i    ซ่ึงทําให 

2 1i    
 จากสมการ 2 1 0x    หรือ 2 1x  จึงไดวามีคา x i  เปนผลเฉลยของสมการ 
ซ่ึงจํานวน i  ไมใชจํานวนจริงและเรียกจํานวนนี้วาจํานวนจินตภาพ 
 
นิยาม 6.1.1 สําหรับ a และ b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ ให z แทนจํานวนเชิงซอนใด ๆ ซ่ึง 

 ,z a b   

 เรียกจํานวนจริง a วา สวนจริง (real part) ใชสัญลักษณแทนดวย  Re z  

 เรียกจํานวนจริง b  วา สวนจินตภาพ (imaginary part) ใชสัญลักษณแทนดวย 
 Im z  

การกําหนดจํานวนเชิงซอน ให C  แทนเซตจํานวนเชิงซอน คือ    , |C a b a R   และ y R  

 
นิยาม 6.1.2 จํานวนเชิงซอน 2 จํานวน จะเทากันก็ตอเม่ือ สวนจริงแลวสวนจินตภาพของจํานวน

เชิงซอนท้ังสองเทากัน นั่นคือ ถา  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b   

1 2z z ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  
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ทฤษฎีบท 6.1.1 ความสัมพันธ “” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล สําหรับจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  

และ 3z  ใด ๆ  

 1. สมบัติสะทอน ; 1 1z z  

 2. สมบัติสมมาตร; ถา 1 2z z  แลว 2 1z z  

 3. สมบัติการถายทอด; ถา 1 2z z  และ 2 3z z แลว 1 3z z  

พิสูจน สําหรับจํานวนเชิงซอน    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b   และ  3 3 3,z a b  ใด ๆ  

1. จาก  1 1 1,z a b  เนื่องจาก 1 1a a  และ 1 1b b  

จึงไดวา 1 1z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการสะทอน 

2. ถา             1 2z z  

จากนิยาม   1 2a a  และ 1 2b b  

2 1a a  และ 2 1b b  

จึงไดวา                                 2 1z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการสมมาตร 
3. ถา 1 2z z  และ 2 3z z  

จาก  1 2z z  จึงไดวา  1 2a a  และ 1 2b b      ............ 1  

และ  2 3z z  จึงไดวา  2 3a a  และ 2 3b b   ............ 2  

จาก  1  และ 2 ;  

จึงไดวา    1 3a a  และ 1 3b b  

 นั่นคือ 1 3z z  

ดังนั้น ความสัมพันธ “” มีสมบัติการการถายทอด 
จากขอ 1,ขอ 2 และขอ 3 จึงไดวา ความสัมพันธ “” มีสมบัติเปนความสัมพันธสมมูล   
 

6.2 การบวกและการคูณจํานวนเชิงซอน  
 

นิยาม 6.2.1 ให  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  

เปนจํานวนจริงใด ๆ กําหนดการดําเนินการบวก และการคูณบนเซตจํานวนเชิงซอน 
ดังนี้ การบวก      1 1 1 1 2 2 1 2 1 2, , ,z z a b a b a a b b        

         การคูณ         1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1, , ,z z a b a b a a b b a b a b           
 

ขอสังเกต  1.      ,0 0, ,a b a b   

    2.      0, ,0 0,1b b   

    3. z z หรือ zz นิยามเขียน 2z  และ 3 2z z z   
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ทฤษฎีบท 6.2.1 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ  

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    1 2 1 2,a a b b    

 เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ  

 จึงไดวา 1 2a a  และ 1 2b b เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2,a a b b   เปนจํานวนเชิงซอน                                                

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ  1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน   

  
ทฤษฎีบท 6.2.2 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

ทฤษฎีบท 6.2.3 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z             

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

 พิจารณา        1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

    
   

    
1 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

, ,

,

a b a a b b

a a a b b b

   

    
 

    1 2 3 1 2 3,a a a b b b      

   1 2 1 2 3 3, ,a a b b a b     

     1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b      

 1 2 3z z z    

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z       

 
ทฤษฎีบท 6.2.4 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 2 1z z z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.2.5 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน u  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให   

z u z   เรียก u  วาเอกลักษณสําหรับการบวกของจํานวนเชิงซอน  
 

พิสูจน ใหจํานวนเชิงซอน  ,z a b และ  0,0u   ใด ๆ 

 สําหรับ ,a b และ 0 ซ่ึงเปนจํานวนจริงใด ๆ 
 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน u ซ่ึงทําให z u z    
 พิจารณา               , 0,0z u a b    
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 
 

0, 0

,

a b

a b z

  

 
 

 จึงไดวา มีจํานวนเชิงซอน u ซ่ึงทําให z u z   
 จะแสดงวา มีจํานวนเชิงซอน u เพียงจํานวนเดี่ยว ซ่ึงทําให z u z   
 ให  1 1 1,u a b ซ่ึงมีสมบัติวา 1z u z   

พิจารณา                1z u z   

         1 1, , ,a b a b a b   

             1 1, ,a a b b a b    

     1a a a     ........... 1  

 และ     1b b b     ........... 2  

 จากสมการ  1 ; เปนจํานวนจริงก็ตอเม่ือ 1 0a   

 และ สมการ  2 ; เปนจํานวนจริงก็ตอเม่ือ 1 0b   

 นั่นคือ 1 1 0a b   

 จึงไดวา 1u u  

 แสดงวา u  เปนจํานวนเชิงซอนเพียงจํานวนเดียวเทานั้นท่ี z u z   
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน u  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให z u z    
 
นิยาม 6.2.2 เขียนจํานวนเชิงซอน  0,0 ดวย 0 และเรียกวา เอกลักษณสําหรับการบวก 

 
ทฤษฎีบท 6.2.6 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน v  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให

z v u  ใชสัญลักษณแทนดวย z เรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z  
  

พิสูจน  ให    , , 0,0z a b u  และ  ,z a b     เปนจํานวนเชิงซอน สําหรับ ,a b R   

 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน  z ซ่ึงมีสมบัติวา  z z u    

 พิจารณา                      , ,z z a b a b       

    
 

,

0,0

a a b b

u

    

 
 

 จึงไดวา มีจํานวนเชิงซอน  z ซ่ึงมีสมบัติวา  z z u    
 จะแสดงวา ทุกจํานวนเชิงซอน z มีจํานวนเชิงซอน z เพียงจํานวนเดียวซ่ึง  z z u     

 ให  1 1 1,z a b เปนจํานวนเชิงซอน สําหรับ 1 1,a b R  ท่ีมีสมบัติวา 1z z u   

 พิจารณา             1z z u   

                 1 1, , 0,0a b a b   

               1 1, 0,0a a b b    
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 จึงไดวา              1 0a a       ............ 1  

     1 0b b       ............ 2  

 จากสมการ  1 ; สําหรับจํานวนจริงจึงไดวา 1a a   

จากสมการ  2 ; สําหรับจํานวนจริงจึงไดวา 1b b  

จึงไดวา 1z z  

นั่นคือ สําหรับจํานวนเชิงซอน z มี จํานวนเชิงซอน z เพียงจํานวนเดียวซ่ึงมีสมบัติวา 
 z z u     

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน z  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให  z z u    
 

นิยาม 6.2.3 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริง กําหนดจํานวนเชิงซอน 

 ,z a b    และเรียกวาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z   
 

ทฤษฎีบท 6.2.7 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ ถา 1 3 2 3z z z z    แลว 1 2z z  
 

พิสูจน  ให    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b  และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

ให    1 3 2 3z z z z    

                         1 1 3 3 2 2 3 3, , , ,a b a b a b a b    

                                1 3 1 3 2 3 2 3, ,a a b b a a b b      

 จากการเทากันของจํานวนเชิงซอน  

1 3 2 3a a a a         ........... 1  

 และ    1 3 2 3b b b b      ........... 2  

 จากสมการ 1 ;                   1 2a a     ........... 3  

จากสมการ 2 ;                   1 2b b     ........... 4  

 จากสมการ  3 และ  4 ;       1 2z z  

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ ถา 1 3 2 3z z z z    แลว 1 2z z  

 
ทฤษฎีบท 6.2.8 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ   z z     
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  สําหรับ a และ b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

พิจารณา      ,z a b      

    
    

 

,

,

a b

a b z

    

 
 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ   z z     
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ทฤษฎีบท 6.2.9  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ       1 2 1 2z z z z        

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.10 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 

                      ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

      
ทฤษฎีบท 6.2.11 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

  

ทฤษฎีบท 6.2.12 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z                        

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

             1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

  

   
        

 
 
 

1 1 2 3 2 3 2 3 3 2

1 2 3 2 3 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 2 3 1 3 2 2 3 1 1 2 3

1 2 3 3 1 2 1 2 3 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 2 1 2 3

, ,

,

,

,

a b a a b b a b a b

a a a b b b a b a b a a b a b b a a b b

a a a a b b a b b a b b a a b a a b a a b b b b

a a a a b b a b b a b b a a b b b b a a b a a b

a a b b a

   

      

      

      

         
   

1 2 2 1 3 1 2 1 2 3 1 2 2 1 3

1 2 1 2 1 2 2 1 3 3

,

, ,

a b a b b a a b b b a b a b a

a a b b a b a b a b

      

   

 

       1 1 2 2 3 3 1 2 3, , ,a b a b a b z z z         

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

 
ทฤษฎีบท 6.2.13 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 2 1z z z z       ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.2.14 จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน w  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 

z w z   เรียก w  วาเอกลักษณสําหรับการคูณของจํานวนเชิงซอน 
  

พิสูจน  ให  ,z a b และ  1,0w เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ ,a b R   

 จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z   
 พิจารณา          , 1,0z w a b    

 1 0, 0 1a b a b        

      ,a b z   

 นั่นคือ มีจํานวนเชิงซอน w ท่ีมีสมบัติวา z w z   
 จะแสดงวา มีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z  เพียงจํานวนเดียว 
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 ให  1 ,w x y สําหรับ ,x y R  ท่ีมีสมบัติวา 1z w z   

 พิจารณา           1z w z   

                   , , ,a b x y a b   

       , ,a x b y a y b x a b        

                ax by a           ............. 1  

     ay bx b    ............. 2  

 นําสมการ  1 บวกสมการ 2 ; ax by ay bx a b      

       x y a x y b a b      

              1x y   ............. 3  

              1x y   ............. 4  

 จากสมการ  3 และ 4 ;  1, 0x y   

 จึงไดวา     1 1,0w w   

 นั่นคือ     1w w  

 จึงไดวามีจํานวนเชิงซอน w  ท่ีมีสมบัติวา z w z  เพียงจํานวนเดียว 
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน w  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให z w z    
 
นิยาม 6.2.4 จํานวนเชิงซอน 1,0 ใชสัญลักษณดวย 1 และเรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการคูณ 

 
ทฤษฎีบท 6.2.15 จํานวนเชิงซอน 0z   ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน v  และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทํา

ให 1z v    
  

พิสูจน จํานวนเชิงซอน  , ,z a b  2 2 2 2,a bv
a b a b

      
 สําหรับ ,a b R และ , 0a b   

จะแสดงวามีจํานวนเชิงซอน v  ท่ีมีสมบัติวา 1z v    

พิจารณา      2 2 2 2, ,a bz v a b
a b a b

        
   

  

  
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

,

, 1,0 1

a b b aa b a b
a b a b a b a b

a b ab ab
a b a b a b a b

                                                  
              

 

นั่นคือ มีจํานวนเชิงซอน v  ท่ีมีสมบัติวา 1z v    
จะแสดงวาสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมี v  พียงจํานวนเดียวซ่ึง 1z v     
ให จํานวนเชิงซอน  1 ,z x y  สําหรับ ,x y R   มีสมบัติวา 1 1z z    

ให              1 1z z   
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        , , 1,0a b x y   

     , 1,0ax by ay bx    

      1ax by     ............ 1  

     0bx ay     ............ 2  

 นํา b คูณสมการ 1 ;         2abx b y b           ............ 3  

นํา a คูณสมการ 2 ;         2 0abx a y        ............ 4  

นําสมการ 3 ลบสมการ 4 ;  

              2 2abx b y abx a y b     

            2 2a b y b    

                                            2 2

by
a b




       แทนคาในสมการ 2  

 จากสมการ 2 ;   2 2 0bbx a
a b

     
 

                                                      2 2

abbx
a b




 

                        2 2

ax
a b




 

 จึงไดวา 1 2 2 2 2,a bz v
a b a b

      
 

 นั่นคือ สําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมี v เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1z v    
ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 0z   ใด ๆ มีจํานวนเชิงซอน v  เพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1z v   
 
นิยาม 6.2.5 จํานวนเชิงซอน  ,z a b โดยท่ี ,a b R  และ , 0a b   กําหนดจํานวนเชิงซอง  

1
2 2 2 2,a bz

a b a b
       

 และเรียกวา 1z ตัวผกผันสําหรับการคูณของ z  

 จากนิยาม 6.2.5 และทฤษฎีบท 6.2.15 จะไดวาสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะมีจํานวน
เชิงซอน 1z  เพียงจํานวนเดียวซ่ึง 1 11z z z z      และเรียก 1z ตัวผกผันสําหรับการคูณของ 
z  สําหรับแตละ z C  
 
ทฤษฎีบท 6.2.16 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z        
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

            1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

  1 1 2 3 2 3, ,a b a a b b    
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        1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a b b b a b b b a a        

 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3,a a a a b b b b a b a b b a b a        

        
   
       

1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 2 1 1 3 3 1

1 2 1 2 1 2 2 1 1 3 1 3 1 3 3 1

1 1 2 2 1 1 3 3

1 2 1 3

,

, ,

, , , ,

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a a b b a b a b

a b a b a b a b
z z z z

      

     

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z       

 
ทฤษฎีบท 6.2.17 จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใด ๆ  1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        

  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.18 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b , และ  2 2 2,z a b  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 สําหรับ    1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ 

พิจารณา         1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b          

            1 2 1 2 1 2 1 2,a a b b a b b a            

 
   

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

,

, ,

a a b b a b b a

a b a b z z

  

   
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      

 
ทฤษฎีบท 6.2.19 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ    1 2 1 2z z z z      

 ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.2.20 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ 0 0z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

 

6.3 การลบและการหารจํานวนเชิงซอน 
 

นิยาม 6.3.1 ให 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ กําหนดการดําเนินการลบ (subtraction) และ

การหาร (division) บนเซตจํานวนเชิงซอน ดังนี้  
       การลบ  1 2 1 2z z z z      

       การหาร 
1 1

1 2 1 2
2

zz z z z
z

     เม่ือ 2 0z   
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 โดยการเกิดของจํานวนลบและตัวผกผันสําหรับการคูณของจํานวนเชิงซอน จะเห็นไดชัดวา
การลบและการหารมีสมบัติปด คือผลลบและผลหารจะยังคงเปนจํานวนเชิงซอน 
 
ทฤษฎีบท 6.3.1 จํานวนเชิงซอน  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b  ใด ๆ เม่ือ 1 2 1 2, , ,a a b b R

แลว  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

 พิจารณา          
 

   
1 2 1 2

1 1 2 2, ,

z z z z

a b a b

   

   
 

             1 2 1 2,a a b b    

ดังนั้น  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

 
ทฤษฎีบท 6.3.2 จํานวนเชิงซอน  1 1 1,z a b  และ  2 2 2,z a b  ใด ๆ เม่ือ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

แลว 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

         
 

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใด ๆ  

พิจารณา          
11

1 2
2

z z z
z

       

               

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

, ,

,

,

a ba b
a b a b

a b b aa b a b
a b a b a b a b

a a b b a b a b
a b a b

         
                                                       
         

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z ใด ๆ  1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

         
 

 

6.4 สังยุคของจํานวนเชิงซอน  
 

นิยาม 6.4.1 จํานวนเชิงซอน   ,z a b a bi    สังยุค (conjugate) ของจํานวน z   ใช

สัญลักษณแทนดวย z กําหนดดังนี้     , ,z a b a b    

 ถา z เปนจํานวนเชิงซอน ใชสัญลักษณ  Re z แทนสวนจริง และ  Im z แทนสวนจินตภาพ

ของจํานวนเชิงซอน z  จะไดวา  2Rez z z   และ  2 Imz z z   
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ทฤษฎีบท 6.4.1 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา     1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    
    

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

, ,

, ,

a a b b a a b b

a a b b a a b b

      

        
 

   1 1 2 2, ,a b a b     

   1 1 2 2

1 2

, ,a b a b
z z

 

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

 
ทฤษฎีบท 6.4.2  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.4.3  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

  พิจารณา         1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

 
  

 
       

   

   

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

,

,

,

,

, ,

, ,

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a a b b a b b a

a b a b

a b a b z z

  

   

   

      

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    
 

ทฤษฎีบท 6.4.4  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 1

2 2

z z
z z

     
 เม่ือ  2 0,0z   

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา      1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b a b a b
z a b a b

                 
 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

,a a b b a b a b
a b a b

                
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1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2
2 2 2 2

,a a b b a b a b
a b a b

         
 

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

, ,a ba b
a b a b

         
 

   

 

1

1 1 2 2

1
1 2

2

, ,a b a b

zz z
z





     

  
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 1

2 2

z z
z z

     
 เม่ือ  2 0,0z   

 
ทฤษฎีบท 6.4.5  จํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ  z z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 
ทฤษฎีบท 6.4.6  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   z z    ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.4.7  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2Re z z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา         2Re 2z a  

    

 
  

   

   

2 ,0

,

, ,

, ,

a

a a b b

a b a b

a b a b z z



   

  

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2Re z z z   

 
ทฤษฎีบท 6.4.8  จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ   2 Im z i z z   ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 

6.5 คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 

 

นิยาม 6.5.1 จํานวนเชิงซอน  ,z a b a bi    สําหรับจํานวนจริง a และ b  คาสัมบูรณ

(absolute value หรือ modulus) ของจํานวนเชิงซอนใชสัญลักษณแทนดวย z  

กําหนดดังนี้ 2 2z a b   
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ทฤษฎีบท 6.5.1 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ 2z z z   
 

พิสูจน ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใด ๆ  

พิจารณา                , ,z z a b a b    

  , ,a b a b   

    
 2 2

,

,0

aa b b a b ba

a b

    

 
 

2 2a b   

 
2 22 2a b z    

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z  ใด ๆ 2z z z   

 
ทฤษฎีบท 6.5.2 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z   
 

พิสูจน ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สําหรับ ,a b R   

พิจารณา                        ,z a b     

 

   2 2

2 2

a b i

a b

a b

z

   

   

 



 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z   

 
ทฤษฎีบท 6.5.3 จํานวนเชิงซอน z ใด ๆ z z  ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.5.4 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชงิซอนและ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

พิจารณา    1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

   

 
1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

, ,

,

a b a b

a a b b a b a b

 

  
 

   

             

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 12 2

a a b b a b a b

a a a a b b b b a b a b a b a b

   

     
 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1a a b b a b a b     
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   

   

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

a a a b a b b b

a b a b

a b a b

z z

   

   

   

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    

 

ทฤษฎีบท 6.5.5 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ 11

2 2

zz
z z

  เม่ือ  2 0,0z   

 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชงิซอนและ 1 2 1 2, , ,a a b b R  

    
11

1 2
2

z z z
z

   

  2 2
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2
2 2 2 2

, ,

,

a ba b
a b a b

a a b b a b a b
a b a b

         

           

 

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

a a b b a b a b
a b a b

                 
 

   

 

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

22 2
2 2

a a b b a b a b

a b

  



 

             

 

       

 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

22 2
2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

22 2
2 2

2 2a a a a b b b b a b a b a b a b

a b

a a b b a b a b

a b

    




  




 

   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 22 2 2 2
2 2 2 2

a a b b a b a b a a a b b b a b

a b a b

     
 

 

 
   

 

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2

22 2
2 2

a a b b b a

a b

  



 

2 22 2
11 11 1

2 2 2 2
2 2 22 2

za ba b
a b za b


  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 11

2 2

zz
z z

  
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ทฤษฎีบท 6.5.6 จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใด ๆ  

                      
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด 

 
ทฤษฎีบท 6.5.7  จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน ให 1z และ 2z เปนจํานวนเชงิซอน 

พิจารณา         2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

 

 

 

 

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2
1 2

2Re

2

2

2

z z z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

z z z z

z z

   

  

  

  

  

 

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 1 2 1 2z z z z    

 
6.6 จํานวนเชิงซอน i  
 

นิยาม 6.6.1 เขียนจํานวนเชิงซอน  ,0a  แทนดวยสัญลักษณ a  และเขียนจํานวนเชิงซอน  0,1  

แทนดวยสัญลักษณ i  
 
ทฤษฎีบท 6.6.1 จํานวนเชิงซอน i  และ i   คือรากของสมการ 2 1x    
 

พิสูจน จาก                  2i i i    
   
 
 

0,1 0,1

0 0 1 1,0 1 1 0

1,0
1

 

      

 



 

และ                                  2i i i      

   
       

 

0, 1 0, 1

0 0 1 1 ,0 1 1 0

1,0
1

   

       

 



 

ดังนั้น จํานวนเชิงซอน i  และ i  คือรากของสมการ 2 1x   
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ทฤษฎีบท 6.6.2 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สามารถเขียนในรูป a bi  ไดเพียงแบบเดียวสําหรับ 

,a b เปนจํานวนจริงใด ๆ 
 

พิสูจน ให  จํานวนเชิงซอน  ,z a b สําหรับ ,a b R  

โดยท่ี                               , ,0 0,a b a b   

     ,0 ,0 0,1a b
a bi

  

 
 

ให  ,z a b สามารถเขียนรูป z c di   อีกหนึ่งแบบ โดยท่ี ,c d R  

                    ,0 ,0 0,1c di c d     

   
 

,0 0,

,

c d

c d

 


 

จึงไดวา    , ,a b z c d   

นั่นคือ a c  และb d  
ดังนั้น จํานวนเชิงซอน  ,z a b  สามารถเขียนในรูป a bi ไดเพียงแบบเดียว 

 จาก  ,z a b a bi    เรียก a  วาสวนจริง ใชสัญลักษณแทนดวย  Re z  สําหรับ      

b  เรียกวาสวนจินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย   Im z  และเรียก i  วาหนวยจินตภาพ (imaginary 

unit) ดังนั้นจํานวนเชิงซอน  ,z a b จึงสามารถเขียนในรูป  

     , Re Imz a b a bi z z i      

 

6.7 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
 

 จํานวนเชิงซอน  ,z a b  พบวาคูอันอับ       , Re , Ima b z z ซ่ึงสามารถแทนได

ดวยจุด ๆ หนึ่งในระนาบ 2R  กลาวคือ ทุก ๆ จํานวนเชิงซอนซ่ึงแทนดวยคูอันดับ  ,a b  จะสมนัย

กับจุด  ,a b  เพียงจุดเดียวบนระนาบ XY ในระบบพิกัดฉาก  

 จุดกําเนิด  0,0 ในบนระนาบ XY ในระบบพิกัดฉาก แทนจํานวนเชิงซอน 0 0i   

 จุดทุกจุดบนแกน X มีพิกัดคือ  ,0x และสมนัยกับจํานวนเชิงซอน 0x i x   เรียกแกน 

X นี้วาแกนจริง  
จุดทุกจุดบนแกน Y มีพิกัดคือ  0, y และสมนัยกับจํานวนเชิงซอน 0 yi yi   เรียกแกน 

Y นี้วาแกนจินตภาพ  
เรียกระนาบ XY  วาระนาบเชิงซอน ดังภาพท่ี 6.7.1 
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ภาพท่ี 6.7.1 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดฉาก 
 

6.8 ระนาบเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 

กําหนดจุด  ,a b บนระนาบและแทนจํานวนเชิงซอน z a bi   ดังภาพท่ี 6.8.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 6.8.1 จุด  ,a b แทนจํานวนเชิงซอน z a bi   
 

 จากภาพ 6.8.1พิกัดจุด  ,a b เปนระบบพิกัดฉากสามารถแปลงเปนพิกัดเชิงข้ัว  ,r  ได

ดังนี้ ให 2 2r a b   และ tan b
a

  แปลงกลับ  cosa r   และ sinb r   

จาก z a bi   แทนคา cos sinz a bi r r i      หรือ  cos sinz r i    

 
นิยาม 6.8.1 จํานวนเชิงซอน z ท่ีเขียนในรูป  cos sinz r i    เรียกวา จํานวนเชิงซอนรูป 

เชิงข้ัว โดยท่ี r  คือ คาสัมบูรณ หรือมอดูลัส ของ z และ เรียกมุม   วาอารกิวเมนต 
ของ z ใชสัญลักษณ  arg z  
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นิยาม 6.8.2  คาสําคัญของอารกิวเมนต ของจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ (principal value of arg z ) 
ยกเวนศูนยใชสัญลักษณแทนดวย  Arg z  หมายถึงคาของ  arg z เพียงคาเดียวซ่ึง 

 arg z     

 
ตัวอยาง 6.8.1 ให 1z i  จงเขียนในรูปพิกัดเชิงข้ัว หาคา  arg z และ  Arg z  
 

วิธีทํา  จาก       1z i   
2 21 1 1 1 2r       

     
1tan 1
1

   พิจารณาภาพ  

 
 
 
 
 
 
 

จากภาพ 
72

4 4
 

   

ดังนั้น  7 72 cos sin
4 4

z i      
 หรือ 

7 72 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
 

                   
 

  7arg 2
4

z n
   และ  rg

4
A z 

  

 

6.9 ทฤษฎีบทของเดอรมวั 
 

ทฤษฎีบท 6.9.1 จํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i   แลว 

   1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i    

พิจารณา     1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r i               

   1 2 1 1 2 2cos sin cos sinr r i i              

 
   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

cos cos cos sin sin cos sin sin

cos cos sin sin cos sin sin cos

r r i i i i

r r i i

       

       

    

      
 

   1 2 1 2 1 2cos sinr r i           

ดังนั้น    1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            
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ทฤษฎีบท 6.9.2 จํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i   แลว 

   1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเชิงซอน  1 1 1 1cos sinz r i   และ  2 2 2 2cos sinz r i    

       
 
 

1 1 11

2 2 2 2

cos sin
cos sin

r iz
z r i

 
 





 

 
 

 
 

1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

r i i
r i i

   
   
 

 
 

 

   
 

1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

2 2 2

cos cos sin sin sin cos cos sin
cos sin

r i
r

       

 

  



 

   
 

   

1 1 2 1 2

2

1
1 2 1 2

2

cos sin
1

cos sin

r i
r

r i
r

   

   

    

     

 

ดังนั้น    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

 
ขอสังเกต 

1. จาก                  1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

                1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i          

1 2 1 2r r z z     

จะได                     1 2 1 2arg arg argz z z z    ดังภาพท่ี 6.9.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาพท่ี 6.9.1  1 2 1 2arg arg argz z z z    
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จะเห็นวา ความยาวของรังสี 1 2z z จะเทากับผลบวกของความยาวของรังสี 1z  บวกกับความ

ยาวของรังสี 2z และมุมท่ีรังสี 1 2z z  ทํากับแกน X  จะเทากับผลบวกของมุมท่ี 1z และ 2z ทํากับ

แกน X  นอกจากนี้การเทากันของ  1 2 1 2arg arg argz z z z   หมายถึง กรณีท่ีบวกดวย 2k

เม่ือ k เปนจํานวนเต็มดวย ดังนั้น  1 2 1 2arg arg arg 2z z z z k     

 2. จาก                 1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

พิจารณา                        1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

จะได       11 1

2 2 2

rz r
z r r

   

และ 1
1 2

2

arg arg argz z z
z

      
 

 
ทฤษฎีบท 6.9.3 จํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   ใด ๆ และ n เปนจํานวนเต็ม  

           cos sinn nz r n i n     
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   และ n เปนจํานวนเต็ม 

 กรณีท่ี 1 ถา  0n   
 พิจารณา     0 0 cos 0 sin 0z r i    
 จาก 0 1z   และ        0 cos 0 sin 0 1 1 0 1r i i      

 จึงไดวา     0 0 cos 0 sin 0z r i    

 ดังนั้น ถา  0n  แลว  cos sinn nz r n i n    

 กรณีท่ี 2 ถา  0n  จะแสดงโดยวิธีอุปนัยทางคณิตศาสตร 
 1. เม่ือ 1n   

พิจารณา     1 1 cos 1 sin 1z r i    

จึงได        cos sinz r i    

ดังนั้น ถา 1n   แลว  cos sinn nz r n i n    เปนจริง 

2. ให n k  เปนจริง นั่นคือ  cos sink kz r k i k    

 จะแสดงวา 1n k   เปนจริง ตองแสดงวา    1 1 cos 1 sin 1k kz r k i k          

 พิจารณา    1k kz z z    
   

     

 1

cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos cos cos sin sin cos sin sin

k

k

k

r k i k r i

r r k i k i

r k k i i k i k i

   

   

       

          
      

   
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 1 cos cos sin sin cos sin sin coskr k k i k k               

   

   

1

1

cos sin

cos 1 sin 1

k

k

r k i k

r k i k

   

 





     
     

 

 ดังนั้นท่ี 1n k   เปนจริง 
 โดยหลักอุปนัยทางคณิตศาสตร ถา  0n แลว  cos sinn nz r n i n    เปนจริง 

 กรณีท่ี 3 ถา 0n  

 พิจารณา      
1n

nz
z  

   

   
   
   

1
cos sin

cos sin1
cos sin cos sin

n

n

r n i n

n i n
r n i n n i n

 

 

   






    

   
         

 

   
       

   
   

   

   

2 2

cos sin
cos sin cos sin

cos sin cos sin
cos sin 1

cos sin

n

n n

n

r n i n
n i n n i n

r n i n r n i n
n n

r n i n

 

   

   

 

 

  
       

        


   

 

ดังนั้น  cos sinn nz r n i n    

จากกรณีท่ี 1 กรณีท่ี 2 และกรณีท่ี 3 จึงไดวา ทุกจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i   ใด ๆ และ

n  เปนจํานวนเต็มแลว  cos sinn nz r n i n    

 
ทฤษฎีบท 6.9.4 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ แลว  cos sin cos sinni n i n          

เรียกสมการนี้วา สูตรของเดอโมวีร (De Moivre’s formula)  
 

พิสูจน ให  cos sinz r i   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ  

 ถา 1r   จะไดวา  1 cos sinz i    

 พิจารณา          1 cos sinn nz n i n    

 1 cos sinn i n    

ดังนั้น  cos sin cos sinni n i n       

 
ทฤษฎีบท 6.9.5 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ สําหรับจํานวนเชิงซอน  cos sinz r i  

แลว    cos sinn nz r n i n           
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พิสูจน ให  cos sinz r i   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ และ n เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

พิจารณา        1 1 cos sini
z r

        

   1 1 cos sin
n n

n i n
z r

 
                   

 

     1 1 cos sinn n n i n
z r

        

    cos sinn nz r n i n          

ดังนั้น    cos sinn nz r n i n          

 

ตัวอยาง 6.9.1 จํานวนเชิงซอน 1 2 2 3z i   และ 2 1 3z i   จงหา  1 2z z  และ 1

2

z
z

 

 

วิธีทํา  จาก       1 2 2 3z i   

จึงได      22
1 2 2 3 4 12 16 4r        

พิจารณากราฟ  

 

และ  1
2 3tan 3

2
    จึงไดวา 1 3


   

จาก 2 1 3z i   

จึงได    22
2 1 3 1 3 4 2r         

จากรปู 2
52

3 3
 

     

จาก        1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

   5 54 2 cos sin
3 3 3 3

i                      
 

 

6 68 cos sin
3 3

8 cos 2 sin 2

i

i

 

 

 
  
  

 
 

  8 1 0 8i    
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ดังนั้น 1 2 8z z   

จาก                   
   

   1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

4 5 5cos sin
2 3 3 3 3

i                                
 

4 42 cos sin
3 3

4 42 cos sin
3 3

2 cos sin
3 3

1 32 1 3
2 2

i

i

i

i i

 

 

 
 

                   
     
                      
         

 

ดังนั้น 1

2

1 3z i
z

   

 

6.10 การหารากที่ n  ของจํานวนเชิงซอน 
 

นิยาม 6.10.1 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวก สําหรับจํานวนเชิงซอน z  และ w  ซ่ึง nw z  จะกลาว
วา w  เปนรากท่ี n  ของ z  

 

ทฤษฎีบท 6.10.1 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ  cos sinz r i    แลวรากท่ี n  ของ 

z   คื อ จํ า น ว น เ ชิ ง ซ อ น  
2 2cos sinn k kw r i
n n

                     
  เ ม่ื อ 

0,1,2,..., 1k n   
 

พิสูจน  จํานวนเชิงซอน  cos sinz r i    ใด ๆให w  เปนรากท่ี n  ของ z นั่นคือ nw z   

ถา 0z   ให  0 0 0cos sinw r i    โดย 0r  และ 0  ยังไมทราบคา 

จาก            nw z              

      0 0 0cos sin cos sin
n

r i r i                                             

     0 0 0cos sin cos sinnr n i n r n i n       

นั่นคือ                                          0
nr r  

                 0
nr r  

และ            0 2n k     เม่ือ 0,1,2,..., 1k n   

จึงไดวา                 nw z  
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2 2cos sinn k kr i
n n

                     
 

เม่ือ 0,1,2,..., 1k n   
 ถา 0z   รากท่ี n  ของ z  คือ 0w  
 
ตัวอยาง 6.10.1 จงหารากท่ี 4 ของจํานวนเชิงซอน 2 2 2 2z i   
 

วิธีทํา  จาก 2 2z i   เปลี่ยนเปนเชิงข้ัว  

จาก    2 2
2 2 2 2 8 8 16 4r        

2 2tan 1
2 2

   แลว 
4


  

ดังนั้น       4 4
2 2

4 44 cos sin
4 4

k k
w z i

 
 

                                 

 

2 2
4 42 cos sin

4 4

k k
i

 
 

                                

 

เม่ือ 0,1,2,3k   จะไดรากท้ัง 4 ดังนี้ 

เม่ือ 0;k   ได         
   

1

2 0 2 0
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

2 cos sin
16 16

i  
  
  

 

เม่ือ 1;k   ได         
   

2

2 1 2 1
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 9 92 cos sin
16 16

i  
  
  

 

เม่ือ 2;k   ได         
   

2

2 2 2 2
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 17 172 cos sin
16 16

i  
  
  
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เม่ือ 3;k   ได         
   

2

2 3 2 3
4 42 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

 25 252 cos sin
16 16

i  
  
  

 

6.11 สรุป 
 

1. เซตจํานวนเชิงซอนกําหนดโดย   , |C a b a R  และ b R  กําหนดให  z C  

และ ,a b R  สามารถเขียน z  ในรูป  ,z a b  หรือ z a bi    

เรียก a  วาสวนจริง ใชสัญลักษณแทนดวย   Re z  

  b  วาสวนจินตภาพ ใชสัญลักษณแทนดวย   Im z  

i  มีคาเทากับ 1  หรือ 2i   มีคาเทากับ 1  

2. การบวก การคูณ การลบ และการหารจํานวนเชิงซอน 
    จํานวนเชิงซอน    1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b   และ  3 3 3,z a b  โดยท่ี 1 2 3, , ,a a a

1 2 3, ,b b b R  

2.1 การเทากัน;   1 2z z  ก็ตอเม่ือ 1 2a a  และ 1 2b b  

2.2 การบวก ;  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

2.3 การลบ ;  1 2 1 2 1 2,z z a a b b     

2.4 การคูณ;  1 2 1 2 1 2 1 2 2 1,z z a a b b a b a b     

2.5 การหาร ; 1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z a a b b b a a b
z a b a b

         
 

3. สมบัติการบวกของจํานวนเชิงซอน ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

3.1 การปด; 1 2,z z C แลว 1 2z z C   

3.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; 1 2z z มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

3.3 การเปลี่ยนหมู;    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

3.4 การสลับท่ี; 1 2 2 1z z z z    

3.5 การมีเอกลักษณ; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มี 0 และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 
0z z   เรียก 0 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

3.6 การมีตัวผกผัน; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน z  และมีเพียง
จํานวนเดียวซ่ึงทําให   0z z    เรียก z วาตัวผกผันสําหรับการบวกของ z  

3.7 การตัดออก; ถา 1 3z z  และ 2 3z z  แลว 1 2z z  

4. สมบัติการคูณจํานวนเชิงซอน ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

4.1 การปด; 1 2,z z C แลว 1 2z z C   
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4.2 มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว; 1 2z z มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

4.3 การเปลี่ยนหมู;    1 2 3 1 2 3z z z z z z      

4.4 การสลับท่ี; 1 2 2 1z z z z    

4.5 การมีเอกลักษณ; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ มี 1 และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทํา
ให 1z z   เรียก 1 วาเอกลักษณสําหรับการบวก 

4.6 การมีตัวผกผัน; สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใด ๆ จะมีจํานวนเชิงซอน 
1
z

 หรือ 1z

และมีเพียงจํานวนเดียวซ่ึงทําให 1 1z z   เรียก 1z วาตัวผกผันสําหรับการคูณของ z  
4.7 การแจกแจง ;  1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z       

5. สังยุคของจํานวนเชิงซอน สําหรับจํานวนเชิงซอน  ,z a b แลวสังยุคของจํานวน

เชิงซอน z คือ   ,z a b   

6. สมบัติสังยุคของจํานวนเชิงซอน ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ 

6.1 1 2 1 2z z z z    

6.2 1 2 1 2z z z z    

6.3 1 2 1 2z z z z    

6.4 1 1

2 2

z z
z z

     
เม่ือ 2 0z   

6.5 1 1z z   

6.6  1 1z z   

6.7  1 1 12Re z z z   

6.8  1 1 12 Im z i z z   

7. จํานวนเชิงซอน  ,z a b คาสัมบูรณของ z  คือ  2 2z a b    

8. สมบัติของคาสัมบูรณ สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z และ 2z  ใด ๆ 

8.1 2
1 1 1z z z   

8.2 1 1z z   

8.3 1 1z z  

8.4 1 2 1 2z z z z    

8.5 
11

2 2

zz
z z

  เม่ือ  2 0,0z   

8.6 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z       

8.7 1 2 1 2z z z z    
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9. จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัว ให z a bi   เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ สามารถแปลง
จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัวไดในรูป  cos sinz r i    โดยท่ี r  คือคาสัมบูรณของ z

และ เรียกมุม วาอารกิวเมนตของ z  ใชสัญลักษณแทนดวย  arg z และคาสําคัญของอารกิวเมนต

ข อ ง  z   ใ ช สั ญ ลั ก ษ ณ แ ท น ด ว ย   Arg z  ห ม า ย ถึ ง ค า ข อ ง   arg z   เ พี ย ง ค า เ ดี ย ว ซ่ึ ง 

 arg z      

10. ทฤษฏีบทของเดอรมัว  ให   1 1 1 1cos sinz r i    และ  2 2 2 2cos sinz r i    

10.1     1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i            

10.2    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

10.3  1 1 1 1cos sinn nz r n i n    

10.4  1 1 1 1cos sin cos sinni n i n       

10.5    1 1 1 1cos sinn nz r n i n          

11. รากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน ถา n Z  จํานวนเชิงซอน z  และ w  ซ่ึง nw z  จะ

กลาววา w  เปนรากท่ี n  ของ z โดยท่ี 
2 2cos sinn k kw r i
n n

                     
  เม่ือ 

0,1,2,..., 1k n   
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แบบฝกหัด 6 
 

1. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.2 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

2. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.4 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 2 1z z z z    

3. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.9 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา      1 2 1 2z z z z        

4. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.10 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน             

5. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.11 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

6. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.13 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 2 1z z z z    

7. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.17 สําหรับ 1 2 3, ,z z z C จะไดวา 1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        

8. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.19 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา   1 2 1 2z z z z     

9. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.2.20 สําหรับ z C จะไดวา 0 0z    
10. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.2 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

11. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.5 สําหรับ z C จะไดวา z z  
12. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.6 สําหรับ z C จะไดวา z z   

13. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.4.8 สําหรับ z C จะไดวา  2 Im z i z z   

14. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.5.3 สําหรับ z C จะไดวา z z  

15. จงพิสูจนทฤษฎีบท 6.5.6 สําหรับ 1 2,z z C จะไดวา 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

16. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
17. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 2 2 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 

18. กําหนดให 1 2
17 17 11 115 cos sin , 9 cos sin
18 18 36 36

z i z i                  
 จงหา 1 2 ,z z  

1

2

z
z

และ  2
1z  

19. จงหารากท่ี 4 ของจํานวนเชิงซอน 4 4z i   
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ดัชนี 
 

คําศัพท หนา คําศัพท หนา 
ข  ชวงก่ึงเปดทางซาย 140 

ของเขตบน (upper bound) 141 (half-oper on the left)  
ของเขตลาง (lower bound)  141 ชวงก่ึงอนันต  140 
ขอบเขตบนนอยท่ีสุด  141 (semi-infinite intervals)  
(least upper bound)  ชวงปด (closed interval) 140 
ขอบเขตลางมากท่ีสุด  141 ชวงเปด (open interval)  140 
(greatest lower bound )  ชวงอนันต (infinite interval)  140 
ค  ชั้นสมมูล (equivalent class)  41 
ความสัมพันธลําดับ  29 ต  
(ordered relations)  ตัวเลขกรีกโบราณ  4 
ความสัมพันธสมมูล  22,40, (herodianic greek)  
(equivalent relation) 66,152 ตัวเลขของซูเมอร และบาบิโลน  2 
คาต่ําสุด (minimum)  140 (sumer and babylon)  
คาสัมบูรณ (absolute value)  119 ตัวเลขอียิปตโบราณ  1 
คาสัมบูรณ(absolute value)  162 (egyptian hieroglyphics)  
คาสําคัญของอารกิวเมนตของ z  168 ท  
(principal value of arg z )  ทฤษฎีบท (theorems)  9 
คาสูงสุด (maximum)  141 น  
จ  นิยาม (definition) 9 
จํานวนจริง  10,99, พ  
(real number) 138 พจนตามหลัง (successor)  21 
จํานวนจริงบวก  139 ร  
(positive real number)  ระบบการรวมพวกโดยการคูณ  5 
จํานวนเชิงซอน (complex number)  10,151 (multiplicative grouping   
จํานวนตรรกยะ (rational number)  10,63 system)  
จํานวนเต็ม (integers)  10,39 ระบบการรวมพวกอยางงาย 1 
จํานวนเต็มลบ (negative integers)  9  (simple grouping system)  1 
จํานวนเต็มศูนย (zero integer) 9 ระบบไซเฟอร  6 
จํานวนธรรมชาติ (natural number)  9,22 (cyphered numeral system)  
จํานวนอตรรกยะ (Irrational number)  10 ระบบตําแหนง  7 
ช  (positional numeral system)  
ชวงก่ึงเปดทางขวา  140 ระบบฮินดูอารบิก  8 
(half-oper on the right)  (hindu arabic system)  
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ดัชนี (ตอ)   
 

คําศัพท หนา คําศัพท หนา 

ระบบฮินดูอารบิก  7 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 2 16 
(hindu arabic system )  (2nd principle of mathematical  
ล  induction)      
ลําดับคูลัส (lucas sequence) 16 หลักอุปนัยอยางเขม 15 
ส  (strong mathematical induction)  
สนาม (field) 139 อ  
สนามลําดับ (ordered field)  139 อนิยาม (undefined terms)  9 
สมบัติความบริบูรณ  138   
(completeness property)    
สมบัติไตรวิภาค (transitive law) 31,133   
สมบัติอารคีมีดีสของจํานวนจริง  143   
( Archimedean property of real     
numbers)    
สมสัณฐาน (isomorphic)  138   
สวนจริง (real part)  151   
สวนจินตภาพ (imaginary part)  151   
สวนตัดเดเดคินด (dedekind’s cut)  101   
สังยุค (conjugate)  160   
สัจพจน (axioms)  9   
สัจพจนของเปอาโน(Peano’s axioms) 21   
สูตรของเดอโมวีร  171   
(De Moivre’s formula)    
ห    
หลักการเรียงลําดับอยางดี  36   
(the well – ordering principle)    
หลักการอารคิมีเดียน สําหรับ 34   
จํานวนธรรมชาติ    
(The Archimedean Principle    
for Natural Number)    
หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรท่ี 1 11   
 (1st principle of mathematical     
 induction)    
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เฉลยแบบฝกหัด 1 
 

1. จงเปลี่ยนตัวเลขอียิปตโบราณท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลข เลขฮินดูอารบิค 
 

 ตัวเลขอียิปตโบราณ เลข ฮินดู – อารบิค 

1.1 
 

1232 

1.2  
 

22300 

1.2 
 

113130 

 
2. จงเปลี่ยนตัวเลขบาบิโลเนียท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 ตัวเลขบาบิโลเนีย เลขฮินดู – อารบิค 
2.1 

 
25 

2.2 

 

149 

2.3 

   
213 

 
3. จงเปลี่ยนตัวเลขกรีกโบราณท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 เลขกรีกโบราณ เลขฮินดูอารบิค 
3.1    113 
3.2  1156 
3.3  15059 

 
4. จงเปลี่ยนตัวเลขโรมันท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

 เลขโรมัน เลขฮินดูอารบิค 
4.1  XXVII  27 
4.2 CLII  152 
4.3 CMLVII  957 
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5. จงเปลี่ยนตัวเลขไอโอนิกกรีกท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลข ฮินดู – อารบิค 
 

 เลขไอโอนิกกรีก เลขฮินดูอารบิค 
5.1  TZB  309 
5.2 M  570 
5.3 K  829 

 
6. จงเปลี่ยนตัวเลขมายันท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 
 

6.1 6.2 6.3 
ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค ตัวเลขมายัน เลขฮินดูอารบิค 

 49422  54681  
61.53 10  

   

   

   
   

 
7. จงเปลี่ยนตัวเลขจีนท่ีกําหนดใหขางลางนี้ดวยเลขฮินดูอารบิค 

7.1 7.2 7.3 
เลขจีน เลขฮินดูอารบิค เลขจีน เลขฮินดูอารบิค เลขจีน เลขฮินดูอารบิค 

 239  2013  2556 
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8. จงพิสูจนวาขอความตอไปนี้เปนจริงสําหรับทุก ๆ จํานวนเต็มบวก โดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 
8.1   2 4 6 ... 2 1n n n       
 

วิธีทํา  ให  P n  แทนขอความ  2 4 6 ... 2 1n n n       สําหรับ n N  

1.  พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

  2 1 1 1   

 2 2  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  2 4 6 ... 2 1k k k        

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา      2 4 6 ... 2 2 1 1 1 1k k k k             

                        2 4 6 ... 2 2 1 2 4 6 ... 2 2 2k k k k              

 
   

  
   

2 4 6 ... 2 2 2

1 2 1

1 2

1 1 1

k k

k k k

k k

k k

      

   

  

     

 

 แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  2 4 6 ... 2 1n n n       เปนจริงเสมอสําหรับ n N  

 

8.2  11 2 3 ... 1
2

n n n       
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ  11 2 3 ... 1
2

n n n       

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

   11 1 1 1
2

     

1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  11 2 3 ... 1
2

k k k        

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา      11 2 3 ... 1 1 1 1
2

k k k k             
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พิจารณา 
      

 1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1k k k k              

 1 1 1
2

k k k
 
    
  

 

     

   

  

   

   

1 2 1
2

1 2
2

1 1 1
2

1 1 1 1
2

k k k

k k

k k

k k

  


 


    

     

 

 แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  11 2 3 ... 1
2

n n n       เปนจริงเสมอสําหรับ n N  

 

8.3    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

     
3 2 22 1 1 1 2 1 1        

 

            1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1k k k         

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา        
33 2 23 3 31 3 5 ... 2 1 2 1 1 1 2 1 1k k k k                 

 

พิจารณา         
3 333 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1k k k k k                    

        34 22 2 1k k k     
       

4 2 3 22 8 12 6 1k k k k k       
         2 22 1 2 4 1k k k k      

       
   
   

2 2

2 2

1 2 2 1 1

1 2 1 1

k k k

k k

       
      

 

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ    33 3 3 2 21 3 5 ... 2 1 2 1n n n        เปนจริงเสมอสําหรับ n N  



ตัว
อย
่าง

 193 

8.4  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

           
23 11 1 1 1

4
     

            1 1  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
k k k          

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา       233 3 3 3 11 2 3 ... 1 1 1 1
4

k k k k             

พิจารณา             
23 33 3 3 3 11 2 3 ... 1 1 1

4
k k k k k             

      

   

   

2 3

2 32

1 4 1
4

1 4 1
4

k k k

k k k

    

  


 

      

   

   

2 2

2 2

1 4 1
4

1 4 4
4

k k k

k k k

     

  


 

      

   

  

    

2 2

2

2

1 1 2
4
1 1 2
4
1 1 1 1
4

k k

k k

k k

  

    

     

  

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ  
23 3 3 3 11 2 3 ... 1

4
n n n         เปนจริงเสมอสําหรับ n N  
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8.5     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            
 

วิธีทํา ให  P n  แทนขอความ     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            

 1. พิจารณา  1P  แทน 1n   จะได 

         11 1 1 1 1 1 1 2
3

     

    2 2  
แสดงวา  1P  เปนจริง 

2. สมมติ  P k  เปนจริงซ่ึงจะไดวา     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

k k k k k             

จะแสดงวา   1P k   เปนจริง 

โดยแสดงวา 

          11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2 1 1 1 1 2
3

k k k k k k k                        

พิจารณา      

          11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2 1 2 1 2
3

k k k k k k k k k                  

          

     

    

     

1 2 3 1 2
3

1 2 3
3

1 1 1 1 1 2
3

k k k k k

k k k

k k k

    


    

           

แสดงวา  1P k   เปนจริง 

ดังนั้น ขอความ     11 2 2 3 3 4 ... 1 1 2
3

n n n n n            เปนจริงเสมอสําหรับ 

n N  
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เฉลยแบบฝกหัด 2 
 

1. ทฤษฎีบท 2.4.2 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใดๆ ให S N  ซ่ึง   
           |S n N m n    มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
พิจารณา  1m m    
เนื่องจาก  m  เปนจํานวนธรรมชาติ และมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
นั่นคือ   1m  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น 1 S   
2. ให n S  ดังนั้น m n มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
ตองการ n S  ตองแสดงวา m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

พิจารณา        m n m n m      
ผลบวกของจํานวนธรรมชาติมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
จึงไดวา   m n m   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
นั่นคือ    m n   มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น n S    
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n ใดๆ m n  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  
 
2. ทฤษฎีบท 2.4.6 สําหรับ ,m n N  จะไดวา m n n m     

   

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m ใดๆ ให S N  ซ่ึง  |S n m n n m     

1. ตองการ 1 S  ตองแสดงวา 1 1m m    
จากทฤษฎีบท 2.4.4 1 1m m    

ดังนั้น 1 S   
 
2. ให n S  ดังนั้น m n n m    ตองการ n S   ตองแสดงวา m n n m     

พิจารณา   m n m n m     

     
 

 
n m m

n m

  

 
 

ดังนั้น m S   
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ m n n m     
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3. ทฤษฎีบท 2.4.8 สําหรับ , , ;m n p N จะไดวา    m n p m n p       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ m  และ n ใดๆ ให S N  ซ่ึง 
    |S p N m n p m n p        

1. ตองการ 1 S ตองแสดงวา    1 1m n m n      

พิจารณา       1m n m n     

           1m n    

ดังนั้น 1 S  
2. ให p S  ดังนั้น    m n p m n p       

ตองการ p S   ตองแสดงวา    m n p m n p       

   พิจารณา       m n p m n p n       

     
   
 
m n p m n

m n p

    

  
 

ดังนั้น p S      
โดยสัจพจนขอ 5 ไดวา S N  
ดังนั้น  ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใดๆ    m n p m n p      
 

4. ทฤษฎีบท 2.5.3 สําหรับ , ,m n p N  ถา m n แลว m p n p     
   
พิสูจน  สําหรับ ,m n และ p ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  กําหนดให m n   

         ตองการ m p n p    ตองแสดงวา  m p +จํานวนธรรมชาติ n p   

 ให m n  จากนิยาม 2.5.1 ตองมีจํานวนธรรมชาติ a  ซ่ึงทําให              

               m a n   
สําหรับจํานวนธรรมชาติ p ใดๆ     m a p n p      

                                      m p a p n p        

 เนื่องจาก  a p N  ;             m p n p    

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ ,m n และ p ใดๆ ถา m n แลว m p n p     
 
5. ทฤษฎีบท 2.5.6  ตอนท่ี 1 กรณีท่ี  1.3 
 

พิสูจน กรณีท่ี 1.3 สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ  
     สมมติวา m และ n  สอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และ 3 คือ  m n  และ m n  

จาก m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ p  

ซ่ึงทําให                  m n p      ............ 1   

และ m n  โดยนิยามจะมีจํานวนธรรมชาติ q  
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ซ่ึงทําให                  n m q      ............ 2   

แทนคา n m q   ในสมการ 1 ;  

                 m m q p    

       m m q p    

        m m q p
        

        m m q p      

    1m m q p 
     

          1 q p 
   

 จึงไดวา 1 เปนพจนตามหลังของจํานวนธรรมชาติ  q p โดยสจัพจนขอ 3 เปนไปไมได  

ดังนั้น สําหรับจํานวนธรรมชาติ m และ n  ใดๆ จะสอดคลองสมบัติไตรวิภาคขอ 2 และ 3 พรอมกัน
ไมได  
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เฉลยแบบฝกหัดที่ 3 
 

1. ทฤษฎีบท 3.1.4 สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,p p q q  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ 

 เนื่องจาก              p q p q    

 โดยนิยาม 3.1.1                        , ,p p q q  

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ   , ,p p q q  

 
2. ทฤษฎีบท 3.1.5 สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,1p q q p 

 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ 

 เนื่องจาก             p q p q    

 สมบัติการสลับ   p q q p    

 สัจพจนขอ 4           p q q p 
    

 นิยาม 2.                 1p q q p     

 โดยนิยาม 3.1.1                   , ,1p q q p   

ดังนั้น ทุกจํานวนธรรมชาติ p และ q  ใดๆ    , ,1p q q p   
 
3. ทฤษฎีบท 3.2.3 สําหรับจํานวนเต็ม a  และ b  ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใดๆ 
ให  ,a m n และ  ,b p q โดยท่ี , ,m n p  และ q  เปนจํานวนธรรมชาต ิ

พิจารณา    , ,a b m n p q     

                ,m p n q      

เนื่องจาก m p และ n q เปนจํานวนธรรมชาติ 

จึงไดวา   ,m p n q  เปนจํานวนเต็ม 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 
4. ทฤษฎีบท 3.2.11 สําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 

 

พิสูจนสําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ 
ให  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , ,m n p และ q เปนจํานวนธรรมชาติ   

พิจารณา          , ,a b m n p q    

      ,m p n q m q n p         
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 เนื่องจากจํานวนธรรมชาติสอดคลองสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ   
จึงได   m p n q    และ m q n p    เปนจํานวนธรรมชาติ  

ทําให  ,m p n q m q n p       เปนจํานวนเต็ม 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และ b ใดๆ a b  เปนจํานวนเต็ม 
 
5. ทฤษฎีบท 3.2.12 สําหรับจํานวนเต็ม a และb ใดๆ a b มีผลลัพธจํานวนเดียว 
 

พิสูจนสําหรับจํานวนเต็ม a และ b ใดๆ  
ให  ,a m n และ  ,b p q  โดยท่ี , ,m n p และ q  เปนจํานวนธรรมชาติ   

พิจารณา          , ,a b m n p q    

      ,m p n q m q n p         

 เนื่องจากผลบวกและผลคูณจํานวนธรรมชาติมีผลลัพธจํานวนเดียว   
จึงได m p n q    และ m q n p    มีผลลัพธจํานวนเดียว  

ทําให  ,m p n q m q n p       มีผลลัพธจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  และ b ใดๆ  a b มีผลลัพธจํานวนเดียว 
 
6. ทฤษฎีบท 3.2.17 สําหรับจํานวนเต็ม , ,a b c Z  ถา a b c b    และb Z  แลว a c  

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆ ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี 

, , , ,m n p q r และ s เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

กรณีท่ี 2 ถา b Z  โดยนิยาม จะมี y N  ซ่ึงทําให  ,b p p y   

ให             a b c b    
                                             , , , ,m n p p y r s p p y    

            , ,m p n p y m p y n p r p s p y r p y s p                        

      , ,m p n p n y m p m y n p r p s p s y r p r y s p                      

       m p n p n y r p r y s p m p m y n p r p s p s y                        

                                          n y r y m y s y        
                                              n r y m s y      

                                                 n r m s    
                                                m s n r    
                                                    , ,m s r s  

                                                      a c  
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7. ทฤษฎีบท 3.2.18 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c  ใดๆ ถา a b แลว a c b c    
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆ 

ให    , , ,a m n b p q  และ  ,c r s โดยท่ี , , , ,m n p q r และ s เปนจํานวนธรรมชาติใด  ๆ

จาก            a b  

               , ,m n p q  

                m q n p     …….(1) 

นํา  1 ;r                  m r q r n r p r         …….(2) 

 1 ;s                   m s q s n s p s         …….(3) 

นําสมการ 2 สมการ 3 ;        m r q r n s p s n r p r m s q s                 

                                         m r n s p s q r n s n r p r q s                

                     , ,m r n s m s n r p r q s p s q r             

                     , , , ,m n r s p q r s   

  a c b c    
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c ใดๆถา a b แลว a c b c    
 
8. ทฤษฏีบท 3.2.22 ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มลบ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มลบ a  และ b  ใดๆ   
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มลบ สําหรับ m และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x  
ซ่ึงทําให  ,a m m x   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   

 พิจารณา         , ,a b m n p q    

     

   
   

 

, ,

,

,

m m x p p y

m p m x p y

m p m p x y

   

      
      

 

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มลบ 
ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มลบสองจํานวนใดๆเปนจํานวนเต็มลบ  
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9. ทฤษฏีบท 3.2.24 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก  
   

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มลบ a  และ b  ใดๆ   
ให  ,a m n เปนจํานวนเต็มลบ สําหรับ m และ n  ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ x ซ่ึงทําให  ,a m m x   

และ  ,b p q เปนจํานวนเต็มลบสําหรับ p  และ q ท่ีเปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ y ซ่ึงทําให  ,b p p y   
 พิจารณา       , ,a b m n p q    

   
   

     

, ,

,

m m x p p y

m p m x p y m p y x p

   

           
 

 ,m p m p m y x p x y m p m y x p                

    ,m p m y x p m p x y m p m y x p                  

 จึงไดวา a b เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนใดๆเปนจํานวนเต็มบวก  
 

10. ทฤษฎีบท 3.2.26 สําหรับจํานวนเต็ม a ใดๆ 2a ไมเปนจํานวนเต็มลบ ( 2a หมายถึง a a ) 
 

กรณีท่ี 3 ให  ,a m n  เปนจํานวนเต็มลบ โดยนิยาม มีจํานวนธรรมชาติ p ซ่ึงทําให 

 ,a m m p   

พิจารณา        2a a a   
   , ,m m p m m p     

          ,m m m p m p m m p m p m              
2 2 2 2 2,m m m p m p p m m p m m p                

 2 2 2 2 2,m m m p m p p m m m p m p              
จึงไดวา 2a เปนจํานวนเต็มบวก 

 

11. ทฤษฎีบท 3.2.25 สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใดๆ ถา 0a b  แลว 0a  หรือ 0b      
กรณีท่ี 2 ถา 0a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  และb ใดๆ 
ให  ,a m n  และ  ,b p q ใดๆ โดยท่ี , ,m n p และ q  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ  

กรณีท่ี 2 ถา 0a  ดังนั้น 0a หรือ 0a   ใหนักศึกษาพิสูจนเปนแบบฝกหัด 
 

2.1 ถา 0a  จากนิยาม จะมีจํานวนเต็ม x  ใดๆ  
ซ่ึงทําให  ,a n x n   

ให     0a b   
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                     , , ,n x n p q r r   สําหรับ r  เปนจํานวนธรรมชาติใดๆ 

               , ,n x p n q n x q n p r r            

          , ,n p x p n q n q x p n p r r            

       n p x p n q r n q x q n p r              

                          x p x q    

  p q  
ดังนั้น 0b   
2.2 ถา 0a  จากนิยาม จะมีจํานวนเต็ม x  ใดๆ  
ซ่ึงทําให  ,a m m x   

ถา                    0a b   
    , , ,m m x p q r r  โดยท่ี r เปนจํานวนธรรมชาติ  

            , ,m p m q x q m q m p x p r r            

                 , ,m p m x q m q m x p r r            

                                m p m q x q r m q m p x p r              
         x q x p    

       q p     
ดังนั้น 0b   
จาก 2.1 และ 2.2 จึงไดวา ให 0a b  ถา 0a  แลว 0b   

 

12. ทฤษฎีบท 3.2.33 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ   a b a b      
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
 พิจารณา           a b a b         

 a b      
a b   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ   a b a b      
 

13. ทฤษฎีบท 3.2.34 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 2 2 22a b a a b b      
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
พิจารณา              2a b a b a b      

    

 

2 2

2 21 1

a a a b b a b b
a a b a b b
a a b b

       

     

    

 

    2 22a a b b      ให 1 1 2   
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 2 2 22a b a a b b      
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14 ทฤษฎีบท 3.3.2 สําหรับจาํนวนเต็ม a  ใดๆ 0a a   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a  ใดๆ 
 พิจารณา      a a a a     

    0   สมบัติการมีตัวผกผันสําหรับการบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a  ใดๆ 0a a   
 
15. ทฤษฎีบท 3.3.5 สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ a b ก็ตอเม่ือ 0a b   
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ  
ให              a b  
สําหรับจํานวนเต็ม b มี b  เปนจํานวนเต็มซ่ึง  

       a b b b      

        0a b   
 จึงไดวา ถา a b  แลว 0a b   

สําหรับจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ 
ให       0a b   

       0a b b b     

    a b b b       

    a b b b       

 0a b   

      a b    
จึงไดวา ถา a b  แลว 0a b   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม a และ b  ใดๆ a b ก็ตอเม่ือ 0a b   
 
16. ทฤษฎีบท 3.4.2 สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ a  จํานวนเต็มลบ ก็ตอเม่ือ 0a   
 

พิสูจน สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ ให a  จํานวนเต็มลบ 
 พิจารณา   0a a   เปนจํานวนเต็มลบ 
 จึงไดวา         0a  
 นั่นคือ ถา a  เปนจํานวนเต็มบวกแลว 0a  
 สําหรับจํานวนเต็มa  ใดๆ ให 0a  
 โดยนิยาม   0a เปนจํานวนเต็มบวก 
 ทฤษฎีบท 3.3.1             0a a   
 จึงไดวา a เปนจํานวนเต็มบวก 

นั่นคือ ถา 0a แลว a เปนจํานวนเต็มบวก 
ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มa  ใดๆ a  จํานวนเต็มบวก ก็ตอเม่ือ 0a  
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17. ทฤษฎีบท 3.4.6 สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ ถา b c  และ 0a   แลว 

a b a c    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ  ให b c  และ 0a   
จาก a b  โดยนิยาม 3.4.1;    a b I   
และ 0a   โดยทฤษฎีบท 3.4.3 ;   a I  
จาก ทฤษฎีบท 3.2.21 ผลคูณของจํานวนเต็มลบสองจํานวนเปนจํานวนเต็มบวก 
จึงไดวา      a b c I    

         a b a c I     
 โดยนิยาม 3.4.2;           a b a c    
ดังนั้น จํานวนเต็ม ,a b  และ c  ใดๆ ถา b c  และ 0a   แลว a b a c    
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เฉลยแบบฝกหัด 4 
 

1. ทฤษฎีบท 4.1.3 สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   จะไดวา  
 

พิสูจน  สําหรับ , ,a b c Z  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก   a b c a b c      

     a b c b a c      
        a b c b a c      

โดยนิยาม 4.1.1               , ,a b b a c c     ........... 1  

เนื่องจาก                   a b a b    
       1a b a b     

 โดยนิยาม 4.1.1                         , ,1a b b a     ........... 2  

เนื่องจาก       a c a c    

         a c c a    
                1a c c a     

โดยนิยาม 4.1.1                        , ,1a c c a      ........... 3  

 จาก    1 , 2 และ 3  จึงไดวา       , , ,1a b b a c c a    

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็ม ,a b และ c  โดยท่ี 0b  และ 0c  จะไดวา      , , ,1a b b a c c a    

 
2. ทฤษฎีบท 4.1.4 สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   
 

พิสูจน  สําหรับ ,b c Z  โดยท่ี , 0b c   
 เนื่องจาก        b c b c    
 โดยนิยาม 4.1.1                           , ,b b c c    ........... 1  

เนื่องจาก                     b b  

         1 1b b    
 โดยนิยาม 4.1.1                            , 1,1b b      ........... 2  

เนื่องจาก          c c  

          1 1c c    
 โดยนิยาม 4.1.1                            , 1,1c c      ........... 3  

 จาก    1 , 2 และ 3  จึงไดวา       , , 1,1b b c c   

ดังนั้น ทุกจํานวนเต็มb และ c  โดยท่ี 0b  และ 0c  จะไดวา      , , 1,1b b c c   
 
 
 

     , , ,1a b b a c c a  
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3. ทฤษฏีบท 4.2.3 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d 

 พิจารณา      ,r s a d b c b d       

 เนื่องจากผลบวกและผลคูณของจํานวนเต็มมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 จึงไดวา  a d b c    และ b d  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 
4. ทฤษฏีบท 4.2.5 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ r s s r     
   

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรับ , , ,a b c d Z และ , 0b d   

 พิจารณา         , ,r s a b c d    

      ,a d b c b d      

      ,c b d a d b      

        , ,c d a b   s r   

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s s r    
 
5. ทฤษฏีบท 4.2.10 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะ 
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d    

 พิจารณา     ,r s a c b d     

 เนื่องจากจํานวนเต็มสอดคลองสมบัติปดสําหรับการคูณ และ 0b d   
 จึงไดวา  a c  และ b d  เปนจํานวนเต็ม 
 นั่นคือ   ,a c b d   เปนจํานวนตรรกยะ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s เปนจํานวนตรรกยะ 
 
6. ทฤษฏีบท 4.2.11 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
       

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  สําหรบั , , ,a b c d Z และ , 0b d    

 พิจารณา    ,r s a c b d     

 เนื่องจากผลคูณของจํานวนเต็มมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว และ 0b d   
 จึงไดวา  a d b c    และ b d  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 นั่นคือ   ,a d b c b d     มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ r s  ไดผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

r s r s

r s

r s r s

r
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7. ทฤษฏีบท 4.2.17 สําหรับ , , ;r s t Q       s t r s r t r       
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b s c d  และ  ,t e f  สําหรับ , , , , ,a b c d e f Z

และ , , 0b d f   
         , , ,s t r c d e f a b      

   

      

, ,

,

c f d e d f a b

c f d e a d f b

     

         
 

   
 

,

,

c f a d e a d f b

c f a d e a d f b

         
       

 

 
   
 
   
       

,

, ,

,

, ,

, , , ,

c f a d e a d f b

c f a d e a d f b b b

c a f b e a d b d b f b

c a d b e a f b

c d a b e f a b
s r t r

       

        

          

     

   

   

 

ดังนั้น , , ;r s t Q        s t r s r t r       

 
8. ทฤษฏีบท 4.2.21 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  r r    
 

พิสูจน ใหจํานวนตรรกยะ    , , ,r a b r a b    และ  1 ,x x    สําหรับ , ,a b x Z โดยท่ี 
, 0b x     

 พิจารณา        1r r      

     

  
   
   

, ,

,

, ,

x x a b

x a x b

x a x b a b
r

  

      
   



 

ดังนั้น ;r Q    r r    
 
9. ทฤษฏีบท 4.2.24 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ s  ใดๆ      r s r s r s        
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ 
 พิจารณา       1r s r s       

     
   
 
1 r s

r s

   

 
 

r

r
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 พิจารณา       1r s r s       
  
 
1 r s

r s

  

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  และ s  ใดๆ      r s r s r s        

 

10. ทฤษฏีบท 4.2.28 สําหรับจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ   1 1r r    
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ r ใด ให  1 ,x x   สําหรับจํานวนเต็ม x เม่ือ 0x   

             11 1r r


     

        11 1r     

เนื่องจาก       11 , , 1 ;x x x x 
        1 1r    

  1

1

1 r

r





  


 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ   1 1r r    

 
11. ทฤษฎีบท 4.3.2 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 0r r   
 

พิสูจน  สําหรบัจํานวนตรรกยะ r  ใดๆ 
 พิจารณา                      r r r r     

      0  
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  
 
12.ทฤษฎีบท 4.3.4 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   
 

พิสูจน   สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   

 พิจารณา          
       

 

       

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   

 
 
 
 
 

r

r 0r r 

,r s t  r s t r s r t     

,r s t

   r s t r s t       
 r s r t    

 r s r t

r s r t

      
   

,r s t  r s t r s r t     
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13. ทฤษฎีบท 4.3.6 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   ก็ตอเม่ือ  
 

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   
  ถา  แลว    
 พิจารณา          

 นํา สมการ         

                 

                      
 จึงไดวา ถา  แลว   
 ถา  แลว    
 พิจารณา                      

 เนื่องจาก  มี  

 นํา สมการ          

                          

              
 จึงไดวา ถา  แลว   
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  และ  ใดๆ   ก็ตอเม่ือ  
 
14. ทฤษฎีบท 4.3.8 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 

พิจารณา          เม่ือ  

       
ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

15. ทฤษฎีบท 4.3.9 สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  
 

พิสูจน สําหรับจํานวนตรรกยะ  ใดๆ 

                                เม่ือ  

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เม่ือ  

 
 
 

,r s t r s t  r s t 

,r s t
 r s t  r s t 

r s t   ............ 1

s  1 ;  r s s t s   

 r s s t s    

r t s 
r s t  r s t 

 r s t  r s t 
r s t   ............ 2

s Q s Q 

s   2 ;      r s s t s     

 r s t s s   

r s t 
r s t  r s t 

,r s t r s t  r s t 

r 1r r  0r 

r

  1r r r r 
   0r 

1
r 1r r  0r 

r 11 r
r

  0r 

r

  11 1r r 
   0r 

1 11
r r

     

r 11 r
r

  0r 
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16. ทฤษฎีบท 4.3.12 สําหรับจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ  เม่ือ  
    

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ และ  ใดๆ  เม่ือ  
 พิจารณา          

       

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ   เม่ือ  

 

17. ทฤษฎีบท 4.3.15 สําหรับ ,r s Q  ถา , 0r s  แลว 
1 1 1

r s r s
 


   

   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ให   และ  

 พิจารณา                     

      

     

 ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ถา  และ  แลว  

 

18. ทฤษฎีบท 4.3.17 สําหรับ , , ,r s t u Q ถา , , 0s t u   แลว  
   

พิสูจน  สําหรับ , , ,r s t u Q    ให , , 0s t u    

 พิจารณา  
 

     
 

        

 
พิจารณา

               

      

      

r s  r s r s     0s 

r s 0s 
     1r s r s      

1r s
r s

 
 

r s  r s r s     0s 

r s 0r  0s 

  11 1 r s
r s


  



   1 1 1 11 1s r s r        

   1 1 1 11 1r s
r s

      

r s 0r  0s 
1 1 1

r s r s
 



r t r u r u
s u s t s t


   



1r t r t
s u s u

              

   

    

11 1

11 1 1

r s t u

r s u t

 

  

   

   

   1 1r s u t    
r u
s t

   ........... 1

1r t r t
s u s u

              

   

    

11 1

11 1 1

r s t u

r s u t

 

  

   

   

   
   

1 1

1 1

r s u t

r u t s

 

 

   

   
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ดังนั้น จากสมการ และ  ทุกจํานวนตรรกยะ และ ใดๆ ถา  และ 

 แลว  

 
19. ทฤษฎีบท 4.4.2 จํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะลบ  
 

พิสูจน จะแสดงวา ถา  เปนจํานวนตรรกยะลบ (คือ ) แลว  
ให  เปนจํานวนตรรกยะลบ 

จึงไดวา            
เนื่องจาก         
โดยนิยาม 4.4.1    
จึงไดวา ถา  เปนจํานวนตรรกยะลบ แลว  

จะแสดงวาถา  แลว  เปนจํานวนตรรกยะลบ  
ให         

โดยนิยาม   
แต     
ดังนั้น               
จึงไดวา ถา  แลว  เปนจํานวนตรรกยะลบ 

ดังนั้น ทุกจํานวนตรรกยะ  ใดๆ  เปนจํานวนตรรกยะลบ  ก็ตอเม่ือ  
 
20. ทฤษฎีบท 4.4.5 สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ  ก็ตอเม่ือ  
   

พิสูจน  สําหรับจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ 
ถา  แลว  

ให                  
จากนิยาม                
    

     

          
          
      

นั่นคือ             
ดังนั้น ถา  แลว  
 

    1 r ur u s t
s t

 
    


 ........... 2

 1  2 , ,r s t u 0, 0s t 

0u 
r t r u r u
s u s t s t


   



r r

 r r Q  0r 
r

r Q


 

0 r Q


 

0r 
r 0r 

 0r  r
0r 

0 r Q 

0 r r 

r Q 

0r  r
r r 0r 

,r s t r s r t s t  

,r s t
 r s r t s t  

r s

0s r 

  0 0s r  

    0s r t t   

0s t r t   

0s t t r   
    0s t r t   

r t s t  
r s r t s t  
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 ถา  แลว  
 ให             
         

 
       

                    
นั่นคือ         

 ดังนั้น ถา  แลว  
ดังนั้นทุกจํานวนตรรกยะ  และ ใดๆ  ก็ตอเม่ือ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 r t s t   r s
r t s t  

    0s t r t   

0s t r t   
    0s r t t   

0s r 
r s

r t s t   r s
,r s t r s r t s t  
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เฉลยแบบฝกหัด 5 
 

1. กําหนดเซต  | 12C x Q x    จงแสดงวาเซต C  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา   1. C  เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีนอยกวา 12 เชน  และ  และ  

              C Q เพราะมีจํานวนตรรกยะท่ีไมเปนสมาชิกของ  เชน  และ  
2. ให b C  จึงไดวา  

ถา   และ  จะไดวา  
นั่นคือ  

ดังนั่น  
3. ให  จะไดวา  และ  

ให 
12

2
bx 

  จะไดวา x Q และ 12b x    

ดังนั้น มี x C  โดยท่ี x b   
จาก จากขอ 1,2 และ 3 จึงไดวา   เปนสวนตัด 
 
2. จงแสดงวา  | 0C x Q x   หรือ  0x และ 2 2x  เปนสวนตัด 
 

วิธีทํา  1. จากเซต จะพบวา C   และ C Q  เพราะมี 3 Q แต 3 C  

2. ถา b C  และ x Q  โดยท่ี x b  
ถา 0x   จะไดวา x C  
ถา 0x  จากท่ี x b  จะไดวา 2 2x b  
จาก 2 2b   ดังนั้น 2 2x    

นั่นคือ x C  
3. ให b C   

ถา 1b  ให 
4
3

x   จะไดวา b x  และได 2 16 2
9

x     

ดังนั้น x C  
ถา 1b  จาก 21 2b    จะไดวา 21 2b     
ดังนั้น 21 2 0b     
ให  22u b   จะไดวา  

และให 
4
ux b   จะได x b  

และจาก 
2

2 2

2 16
bu ux b    

  2

2 16
bu ub    เพราะ 2u u  

10 10 12

C 15 15 12

12b

x Q x b 12x b 

12x 
x C
b C b Q 12b

C

C

0 1u 
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จาก 
3
2

C  จะได 
3
2

b  

จะได 
1

2 16 2 16
bu u bu

      
 

  
3 1
4 16

u

u

     



 

นั่นคือ 2 2x b u   
 จาก  2 2b u   ดังนั้น 2 2x   
นั่นคือ x C  และ b x  

จาก 1. 2. และ 3 จะได C  เปนจํานวนจรงิ  
 
3. ทฤษฎีบท 5.2.11 สําหรับ C และ D  เปนสวนตัดใดๆ ถา C D D   แลว  

 

พิสูจน  ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  
จาก             
สําหรับ D  ท่ีเปนสวนตัด มี D  เปนสวนตัด 

         

  

              

                       
ดังนั้น ทุกสวนตัด และ  ใดๆ ถา  แลว  
 
4. ทฤษฎีบท 5.2.15  ถา เปนสวนตัดลบจะได  เปนสวนตัดลบ 
 

พิสูจน พิจารณา   

ถา  เปนจํานวนจริงลบ จะมี  ซ่ึง    

จะมี   ซ่ึง  
จะได  หรือ  
จาก  จะได   
จาก   และ   
จะไดวา  
ดังนั้นมี  ซ่ึง  
จะไดวา  เปนจํานวนจรงิบวก 

ดังนั้น ทุกสวนตัดลบ จะได  เปนสวนตัดบวก 
 

0C 

C D D 

     C D D D D     

  0C D D      

0 0C   
0C 

C D C D D  0C 

C C

 | ,C x Q x t t C      

C s Q s C

r Q 0s r 

0s r   0 r s 
0 r r Q 

r s  s C 
r C 

r Q  r C 

C
C C
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5. ทฤษฎีบท 5.2.18 สําหรับ C และ D  เปนสวนตัดใดๆ   
 

พิสูจน ให ,C D  เปนสวนตัดใดๆ  

 พิจารณา                  

 

      

 

ดังนั้น ทุกสวนตัด  และ  ใดๆ   

 
6. ทฤษฎีบท 5.4.4 สําหรับ C  เปนสวนตัดใดๆ C  เปนสวนตัดลบ ก็ตอเม่ือ 0C    
 

พิสูจน สําหรับ C  เปนสวนตัดลบ 
 จึงไดวา         

     

      
  นิยาม 5.4.1                 
ดังนั้น C  เปนสวนตัดลบ ก็ตอเม่ือ 0C   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 C D C D   

    0C D C D     

      C D C C D D             

        C D C D C D         
       

   
   

0

C D C D C D

C D

C D
C D



              
      

   

 
C D  C D C B   

0C R  

 0C R   

0 C R  
0C 
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เฉลยแบบฝกหัด 6 
 

ขอ 1 ทฤษฎีบท 6.2.2 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

     1 2 1 2,a a b b    

 เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2a a  และ 1 2b b มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

 นั่นคือ  1 2 1 2,a a b b   เปนจํานวนเชิงซอนท่ีมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

ดังนั้น  1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอนมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว  

 
ขอ 2 ทฤษฎีบท 6.2.4 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    

 
 
   

1 2 1 2

2 1 2 1

2 2 1 1

2 1

,

,

, ,

a a b b

a a b b

a b a b
z z

  

  

 

 

 

ดังนั้น สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 
ขอ 3 ทฤษฎีบท 6.2.9  สําหรบัจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ       1 2 1 2z z z z        
 

พิสูจน ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

สําหรับ 1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

พิจารณา                                1 2 1 2 1 2,z z a a b b        

      
   
   

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

,

, ,

a a b b

a b a b

z z

      

     

   

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ       1 2 1 2z z z z       
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ขอ 4 ทฤษฎีบท 6.2.10 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน 
                      

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

พิจารณา      1 1 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b        

เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2 1 2a a b b    และ 1 2 2 1a b a b   เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b       เปนจํานวนเชิงซอน 

ดังนั้น  สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอน   

   
ขอ 5 ทฤษฎีบท 6.2.11 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  มีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

พิจารณา      1 1 1 1 2 2, ,z z a b a b    

    1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b        

เนื่องจาก 1 2 1, ,a a b และ 2b  เปนจํานวนจรงิใดๆ  

 จึงไดวา 1 2 1 2a a b b    และ 1 2 2 1a b a b   เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ  1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b       เปนจํานวนเชิงซอนท่ีมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

ดังนั้น จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2z z  เปนจํานวนเชิงซอนมีผลลัพธเพียงจํานวนเดียว 

 
ขอ 6 ทฤษฎีบท 6.2.13 สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ 1 2 2 1z z z z    

 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ 1 1, , ,a a b b R  

  พิจารณา    1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b   

 
 
   

1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 1 2

2 2 1 2

2 1

,

,

, ,

a a b b a b a b

a a b b a b a b

a b a b
z z

  

  

 

 

 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆจะไดวา  1 2 2 1z z z z    
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ขอ 7 ทฤษฎีบท 6.2.17 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใดๆ  

                             1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z        
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b ,  2 2 2,z a b และ  3 3 3,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ    1 2 3 1 2, , , ,a a a b b และ 3b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ 

 พิจารณา       1 2 3 1 1 2 2 3 3, , ,z z z a b a b a b        

      

  
        
 

1 2 1 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3 1 3 2

, ,

,

,

a a b b a b

a a a b b b a a b b b a

a a a a b b b b a b a b a b a b

  

      

      

 

         

 
        
   
       

1 3 1 3 2 3 2 3 1 3 3 1 2 3 3 2

1 3 1 3 2 3 2 3 1 3 3 1 2 3 3 2

1 3 1 3 1 3 3 1 2 3 2 3 2 3 3 2

1 1 3 3 2 2 3 3

1 3 2 3

,

,

, ,

, , , ,

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a a b b a b a b

a b a b a b a b
z z z z

      

      

     

   

   

 

ดังนั้น สําหรับ จํานวนเชิงซอน 1 2,z z  และ 3z ใดๆ  1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z       

 
ขอ 8 ทฤษฎีบท 6.2.19 สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ    1 2 1 2z z z z     
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b , และ  2 2 2,z a b  เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

 สําหรับ    1 2 1, ,a a b และ 2b  ท่ีเปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา             1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b       

        
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

,

,

a a b b a b b a

a a b b a b b a

      

    
 

    
 
    
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

,

,

, ,

a a b b a b b a

a a b b a b b a

a b a b

z z

    

  

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z ใดๆ    1 2 1 2z z z z     
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ขอ 9 ทฤษฎีบท 6.2.20 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ 0 0z    
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา          0 , 0,0z a b    

 
 

0 0, 0 0

0,0 0

a b a b      

 
 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ 0 0z    
 
ขอ 10 ทฤษฎีบท 6.4.2 สําหรับ 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ 1 2 1 2z z z z    
 

พิสูจน  ให  1 1 1,z a b และ  2 2 2,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ 1 2 1, ,a a b และ 2b เปนจํานวนจริง 

พิจารณา     1 2 1 1 2 2, ,z z a b a b    

 
  

  
   

   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

,

,

,

, ,

, ,

a a b b

a a b b

a a b b

a b a b

a b a b
z z

  

   

    

   

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z จะไดวา 1 2 1 2z z z z    

 
ขอ 11 ทฤษฎีบท 6.4.5 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ  z z  
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา           ,z a b  

  

 

 
  

 

,

,

,

,

a b

a b

a b

a b
z



 

  





  

ดังนั้นสําหรับจํานวนเชิงซอน z จะไดวา z z  
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ขอ 12 ทฤษฎีบท 6.4.6 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

 พิจารณา               ,z a b     

  
 

 

,

,

,

a b

a b

a b
z

   

 





 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   z z   

 
ขอ 13 ทฤษฎีบท 6.4.8 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   2 Im z i z z   
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนและ a และb เปนจํานวนจริง 

พิจารณา         2 Im 2z i bi  

    
   
   

   

0,2 ,

, ,

, ,

, ,

b a a b b

a b a b

a b a b

a b a b
z z

    

  

  

 

 

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน z ใดๆ   2 Im z i z z   

 
ขอ 14 ทฤษฎีบท 6.5.3 สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ z z  
 

พิสูจน  ให  ,z a b เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ สําหรับ a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ  

พิจารณา                ,z a b  

 22

2 2

a bi

a b

a b
z

 

  

 



 

ดังนั้น สําหรับจํานวนเชิงซอน 1z ใดๆ 1 1z z  
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ขอ 15 ทฤษฎีบท 6.5.6 สําหรับ 1z  และ 2z เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  

                      
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        
 

พิสูจน ให 1z และ 2z เปนจํานวนเชงิซอน 

พิจารณา         2
1 2 1 2 1 2z z z z z z     

 
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

z z z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

   

   

   

 

ดังนั้น ทุกจํานวนเชิงซอน 1z  และ 2z  เปนใด  ๆ                      

        
2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1z z z z z z z z        

 
ขอ 16. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
 

วิธีทํา จาก 3 3z i   

   2 23 3 18 3 2r       

3tan 1
3

 


 พิจารณารูป 

 

จากรปู 
3

4 4
 

     

จาก            cos sinz r i    

3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

n i n 
 

                   
 

ดังนั้น  3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว คือ 
3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
 

                   
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ขอ 17. จงเปลี่ยนจํานวนเชิงซอน 2 2 3z i   ในรูปเชิงข้ัว 
 

วิธีทํา จาก 2 2 3z i   

   222 2 3 4 12 16 4r          

                
2 3tan 3

2



 


 พิจารณารูป 

 
 

จากรปู 
5

3 3
 

     

จาก            cos sinz r i    

5 54 cos 2 sin 2
3 3

n i n 
 

                   
 

ดังนั้น  3 3z i   ในรูปเชิงข้ัว คือ 
3 33 2 cos 2 sin 2
4 4

z n i n 
 

                   
 

 

ขอ 18. กําหนดให 1 2
17 17 11 115 cos sin , 9 cos sin
18 18 36 36

z i z i                  
 จงหา 1 2 ,z z  

21
1

2

,z z
z

 

 

วิธีทํา จาก              1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i           

   17 11 17 115 9 cos sin
18 36 18 36

34 11 34 1145 cos sin
36 36

45 4545 cos sin
36 36

i

i

i

   

 

 

                   
                  
     
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ดังนั้น 1 2
45 4545 cos sin
36 36

z z i       
 

จาก                         1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

          

5 17 11 17 11cos sin
9 18 36 18 36

5 34 11 34 11cos sin
9 36 36
5 23 23cos sin
9 36 36

i

i

i

   

 

 

                   
                  
     

 

ดังนั้น 1

2

5 23 23cos sin
9 36 36

z i
z

      
 

 
จาก                          2 2

1 1 1 1cos sinz r n i n      

   2 17 175 cos 2 sin 2
18 18

17 1725 cos sin
9 9

i

i

 

 

                 
     

 

ดังนั้น 2
1

17 1725 cos sin
9 9

z i      
 

 
ขอ 19 จงหารากท่ี 5 ของจํานววนเชิงซอน 4 4z i   
 

วิธีทํา จาก 4 4z i   

      2 24 4 16 16 32r       

        4tan 1
4

   จึงได 
4


  

จํานวนเชิงซอนในรูปพิกัดเชิงข้ัว 32 cos sin
4 4

z i      
 

ให 44
2 2

4 432 cos sin
4 4

k k
w z i

 
 

                                 

8
2 2

4 432 cos sin
4 4

k k
w i

 
 

                                

สําหรับ  0,1,2,3k   
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เม่ือ 0;k 
   

8
1

2 0 2 0
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

     8
1 32 cos sin

16 16
w i  

  
  

 

เม่ือ 1;k 
   

8
2

2 1 2 1
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

    8
2

9 932 cos sin
16 16

w i  
  
  

 

เม่ือ 2;k 
   

8
3

2 2 2 2
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

    8
3

17 1732 cos sin
16 16

w i  
  
  

 

เม่ือ 3;k 
   

8
3

2 3 2 3
4 432 cos sin

4 4
w i

 
 

                                

 

   8
4

25 2532 cos sin
16 16

w i  
  
  
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